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物理 学 ,由 于 它 在 自然 科学 中 所 具有 的 主导 作用 ,在 人 类 文明 史 中 ,特别 是 在 人 类 物 
质 文明 史 中 , 占 据 着 极其 重要 的 地 位 .经 典 物 理学 的 诞生 和 发 展 曾经 直接 推动 了 欧洲 物质 
文明 的 长 期 飞跃. 20 世纪 初 诞生 并 莲 勃 发 展 起 来 的 近代 物理 学 ,又 造就 了 上 个 世纪 物质 
文明 的 辉 焊 . 自 20 世纪 末 到 21 世纪 初 的 当前 时 代 , 物 理学 正在 以 空前 的 活力 ,广阔 深入 
地 开创 着 问 化 学 、 生 物 学 、 生 命 科 学 、 材 料 科学 信息 科学 和 能 产科 学 渗透 和 应 用 的 新 局 
面 . 在 本 世纪 里 ,物理 学 再 一 次 直接 推动 新 一 轮 物 质 文明 飞 牙 的 伟大 进程 已 经 开始 . 

但 是 ,发 展 到 目前 的 物理 学 宽广 这 厚 ,累积 的 知识 洛 潮 无 地 .教授 和 学 习 物 理学 都 是 
一 个 相当 艰苦 而 漫长 的 过 程 . 在 这 个 漫长 过 程 的 许多 环节 中 ,做 习题 是 其 中 必要 而 又 重要 
的 环节 .做 习题 是 巩固 所 学 知识 的 必要 手段 .是 深化 拓展 所 学 知识 的 重要 练习 ,是 银 烁 科 
学 思维 的 体操 . 习题 对 于 教师 和 学 生 双 方 都 是 重要 的 ， 

然而 ,和 习题 有 关 的 事 都 是 很 不 起 眼 的 事 . 在 有 些 人 眼光 中 ,求解 和 编 繁 练习 题 是 全 
部 教学 活动 中 相当 次 要 的 环节 . 习题 集 也 确实 是 所 有 著作 中 “最 低层 ”的 ,大 约 只 有 “傻子 ” 
们 才 肯 做 的 事 .“ 聪 明 人 ”常会 找 诸 如 习题 集 不 应 当 出 之 类 的 理由 ,光明 正大 地 规避 掉 ， 

但 是 ,在 教授 和 学 习 过 程 中 ,只 要 是 需要 的 ,都 是 合理 的 ,也 总 得 有 人 去 做 才 行 . 于 是 
我 们 编 委 会 的 这 些 人 ,本 着 甘 为 笑 子 牛 的 精神 ,平时 在 科研 和 教学 中 一 道 题 一 道 题 地 积 
累 ,现在 又 一 道 题 一 道 题 地 编审 ,花费 了 大 量 时 间 做 着 这 种 不 起 眼 的 事 . 大 家 觉得 ,这 件 事 
终究 是 教 与 学 双方 共同 需要 的 ,也 就 是 有 益 的 .正如 一 个 城市 基础 建设 中 ,不 能 都 去 做 地 
面 上 的 摩天 大 楼 和 纪念 碑 等 “抢眼 球 ” 的 事 , 也 还 需要 做 诸如 修建 马路 \ 下 水 道 等 基础 设施 
的 事 . 

这 套 《 物 理学 大 题 典 ) 的 前 身 是 中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 出 版 的 《美国 物理 试题 与 解 
答 》 从 书 (7 卷 ). 那 套 从 书 于 20 世纪 80 年 代 后 期 由 张 永 德 发 起 并 组 织 完成 ,内 容 包 括 普 
通 物理 的 力 、 热 . 光 、 电 、 近 代 物 理 到 四 大 力学 的 全 部 基础 物理 学 . 出 版 时 他 选择 了 “中 国 科 
学 技术 大 学 物理 辅导 班主 编 ” 的 署名 方式 . 自 那 套 从 书 出 版 之 后 , 虽 历 经 10 余年 ,仍然 有 
不 断 的 需求 ,于 是 就 有 了 现在 的 这 套 从 书 一 一 《物理 学 大 题 典 》. 

现在 这 套 《 物 理学 大 题 典 ) 从 书 的 内 容 , 除 继续 涵盖 力 、 热 . 光 、 电 、 近 代 物 理 到 四 大 力 
学 全 部 基础 物理 学 内 容 之 外 ,还 包括 了 原子 核 物理 .粒子 物理 .凝聚 态 物 理 、 等 离子 体 物 
理 、 天 体 物 理 、 激 光 物 理 、 量 子 光 学 和 量子 信息 物理 等 内 容 . 就 是 说 ,追踪 不 断 发 展 的 科学 
轨迹 ,现在 这 套 从 书 仍旧 大 体 涵盖 了 综合 性 大 学 全 部 本 科 物 理 课程 的 内 容 . 

这 次 重新 编审 中 ,大 部 分 教师 仍 为 原来 的 ,但 也 增加 了 一 些 新 的 成 员 . 这 次 出 版 经 大 
家 着 力 重 订 和 大 量 扩充 ,又 耗 时 近 两 年 而 成 . 总 计 起 来 ;这 套 从 书 前 后 历时 近 20 年 ,耗费 
了 30 余 位 富有 科研 和 教学 经 验 的 教授 . 近 150 位 20 世纪 80 年 代 和 现在 的 研究 生 及 高 年 
级 本 科 生 的 巨大 痒 郁 .丛书 确实 是 大 家 长 期 共同 劳动 的 结晶 . 


。 ii 。 力学 (上 册 ) 


《物理 学 大 题 典 ) 中 包括 了 大 量 的 美国 物理 试题 ,一般 说 来 ,美国 物理 试题 涉及 的 数学 
并 不 繁 难 , 但 却 或 多 或 少 具 有 以 下 特色 :内 容 新 牢 , 富 于 “当代 感 ”; 思 路 灵活 ,涉及 面 锚 三 ; 
方法 和 结论 简单 而 实用 ,试题 往往 涉及 新 兴 和 边沿 交叉 学 科 ; 不 少 试题 本 号 似乎 显得 粗粮 
但 却 抓 住 了 物理 本 质 , 显 得 “物理 味 ” 很 足 . 纵 观 这 些 , 我 们 深切 感到 ,这 些 题目 的 集合 在 一 
定 程度 上 体现 了 美国 科学 文化 的 个 性 及 思维 方式 的 特色 . 惟 鉴 于 此 ,我 们 不 悦 蛇 重 , 集 众 
多 人 力 而 不 惰 , 耗 滥 长 岁月 而 不 办 ,还 是 值得 的 . 

至 于 这 次 扩充 修订 所 增添 的 大 量 题目 ,也 是 本 者 这 种 精神 , 搞 目 大 家 各 目的 科研 工作 
成 果 ,或 是 来 目 各 人 的 教学 心得 , 实 是 点 滴 聚 成 . 

这 里 要 强调 指出 ,对 于 学 生 ,确实 有 一 个 如 何 正 确 使 用 习题 集 的 问题 .有 的 同学 ,有 习 
题 集 也 不 参考 ,咬牙 硬 项 ,一 个 晚上 自习 时 间 只 做 了 两 道 题 . 这 种 精神 诚 应 喜 揭 , 但 效率 不 
高 ,也 容易 挫伤 学 习 积 极 性 ,不 利于 培养 学 习 兴 趣 * 也 有 的 同学 , 逮 到 合适 解答 提 笔 就 抄 ， 
这 样 做 是 浮躁 的 .不 踏实 的 . 这 两 种 学 习 方 法 都 不 可 取 . 我 们 认为 ,正确 使 用 习题 集 是 一 个 
“三 步 曲 ”过程 , 遇 到 一 道 题 , 先 自己 想 一 想 , 想 出 来 了 自己 做 最 好 ;如 果 认 真 想 了 一 些 时 间 
还 想 不 出 来 ,就 不 要 老 想 了 ,不 妨 翻 开 习 题 集 找 答案 ,看 懂 之 后 , 合 上 书目 己 把 题目 做 出 
来 ;最 后 一 步 , 要 是 参考 习题 集 做 出 来 的 ,就 用 一 两 分 钟 时 间 分 析 解 剖 一 下 , 找 找 目 己 存 在 
的 不 足 ,今后 注意 . 如 此 “三 步 曲 ”下 来 ,就 既 有 效率 又 踏实 了 . 本 来 ,效率 和 踏实 是 一 对 矛 
盾 , 在 这 类 “治学 小 道 ” 之 下 , 它 俩 就 统一 起 来 了 . 总 之 ,正确 使 用 之 下 的 习题 集 肯 定 能 够 成 
为 学 生 们 有 用 的 “爬山 ?工具 . 

丛书 这 次 重 订 扩充 工作 是 在 科学 出 版 社 胡 升华 博士 的 倡议 和 文 持 下 进行 的 . 没有 他 
的 推动 ,这 套 从 书面 世 是 不 可 能 的 . 同时 ,在 这 次 重 订 扩充 工作 里 ,我 们 得 到 了 中 国 科 学 拉 
术 大 学 的 部 分 教学 资助 ,以 及 编 委 会 中 郭 光 灿 和 周 又 元 两 位 院士 和 刘 万 东 教 授 的 文 持 . 对 
于 这 些 宝贵 的 文 持 , 谨 表示 闪 切 感谢 . 


从 书 的 力学 卷 共 计 12 章 ,题目 总 数 由 原来 413 道 增 扩 为 1070 道 , 原 《 美 国 物理 试题 
与 解答 ，。 力 学 由 强 元 竹 、 顾 恩 普 、 程 稼 夫 、 李 泽 华 , 杨 德 田 编 ,参加 解 题 的 人 有 马 干 飞 、 邓 
修平 . 杨 仲 侠 、 季 沛 、 杜 英 帮 、 杨 德 田 、 王 平 . 李 晓 平王 琛 、 强 元 繁 、 陈 伟 、 斯 其 盏 、 陈 兵 、 李 泽 
华 . 肖 旭 东 、 任 勇 、. 董 志 华 、 伍 昌 鸿 、 杨 永安 、 何 小 东 、 黄 剑 辉 、 程 稼 夫 、 郭 志 椿 . 原 力 学 卷 题 目 
来 自 美 国 几 所 著名 大 学 (包括 普林斯顿 大 学 、 麻 省 理工 学 院 、 哥 伦比 亚 大 学 、 加 州 大 学 但 克 
利 分 校 .威斯康星 大 学 、 芝 加 哥 大 学 、 纽 约 州立 大 学 布 法 罗 分 校 ) 的 试题 和 CUSPEA 试题 . 
本 卷 对 原 力学 卷 作 了 大 幅度 的 改写 . 增加 的 题目 来 自强 元 生 《 经 典 力学 (科学 出 版 社 ， 
2003) 上 、 下 册 全 部 习题 (其 中 不 少 选 自 E. A. DeslogekClassical Mechanics )、 周 衍 柏 《 理 论 
力学 教程 ) 等 ,部 分 是 自 拟 的 ). 此 外 ,还 选 自 D. A. Wells 《Theory and Problems of 
Lagrangian Dynamics》B,. B, 巴 蒂 金 、. 开 . 世 . 托 普 蒂 金 ( 电 动力 学 习题 集 》 下 . 工 维 克 斯 坦 
《电动 力学 习题 汇编 和 R. 高 特 里 奥 、W. 萨 文 4 近 代 物 理学 理论 和 习题 } 等 ， 
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第 一 章 “质点 运动 学 


1.1 速度 .加 速度 .运动 学 方程 和 轨道 


1.1.1 一 物体 做 直线 运动 , 它 的 运动 学 方程 为 
T+ 二 at 二 bt 二 ct 
其 中 a.b.c 均 为 常量 . 求 ， 
(1) t= 二 1~2 期 间 的 位 移 ,平均 速度 和 平均 加 速度 ; 
(2) 上 一 2 时 的 速度 和 加 速度 . 
解 (1) Ax 一 z(2) 一 z(1) 
一 (24 十 46 十 8c) 一 (a 十 5 十 c) 


一 a 十 36 十 7c 
5= 入 a 十 35 十 7c 
a = 2 oD — (+412)— (ot 2B+30) ,| o. 


(2) v(2)= (a 26t 二 3ct’)1, ;=a 十 46 十 12c 
za(2) 一 (22 十 6ct) | ,一 2 十 12c 
1.1.2 一 质点 沿 z 方 癌 做 直线 运动 ,t 时 刻 的 坐标 为 z==52: 一 帮 , 式 中 福 以 米 计 ,it 以 
秒 计 . 求 ， 
(1) 第 4 秒 内 的 位 移 和 平均 速度 ; 
(2) 第 4 秒 内 质点 所 走 过 的 路 程 , 
解 (1) Az 一 z(4) 一 z(3) 一 (80 一 64) 一 (45 一 27) 一 一 2m 
XT(4) 一 TX(3) -1 


“43 
(2) 先 求 出 速度 变 号 的 时 刻 . 
v = 10t CO— 3£° 
速度 变 号 的 时 刻 v==0, 此 时 t= 
第 4 秒 内 走 过 的 路 程 
,一 z( | 一 (3)|+ EE -za| 


= |18.52 一 18| 十 116 一 18.52| = 二 3. 04m 
1. 1.3 一 质点 1 二 0 时 从 原点 出 发 ,以 恒定 速率 向 xz 正方 向 沿 轨 道 x 十 (y 一 r= 二 rr? 
运动 ,其 中 7 为 常量 .下 时 又 回 到 原点 . 求 ， 


。2 。 力学 (上 册 ) 


(1) :一 二 7 时 的 位 矢 .速度 和 加 速度 ; 


(2) 在 t==0 至 :二 7 期 间 , 质 点 的 位 移 ,平均 速度 和 平均 加 速度 
解 (1) 由 轨道 方程 可 知 ,质点 做 圆周 运动 . 再 由 t= 二 0 时 从 原点 出 发 ,以 恒定 速率 问 
x 正方 问 运 动 .可 直接 写 出 质点 的 运动 学 方程 为 
二 rsSinwt 
y 一 YL 一 coswt) 
其 中 o 为 当量 . 
运动 学 方程 也 可 用 解 微 分 方程 得 到 ,方法 如 下 ， 
y=r— Mr 


(考虑 到 := 二 0 时 ,zx 二 0,y 二 0, 开 方 时 取 仙 号 ) 


。 履 ， 
?= 十 一 二 一: 


2 .2 2 .2 

证 六 二 证 六 一 2 

这 里 为 速率 ,是 向 量 . 
由 于 t= 二 0 时 z= 二 0, 且 之 0, 所 以 
r dz -- UMr 一 全 

( 开 方 时 取 正 号 ) 

| rdx 加 | dt 

0 /了 2 7 0 


|] 


yy 一 7 一 7COS 


由 t= 了 时 Z 一 0、.y 一 0, 可 得 


VU 
+ 一 r| 1 一 COS 
思 


名 
Tt 


X= rsin 
y—r|l— cos | | 
二 
一 了 时 ， 
r=rsin < = 3 
3 2 
一 r| 1 一 COS 2 |= 3 
> 3 2 
r| 过 | = 3 3 
3 2 2 
-mo 
r(r) = rsin Tt i+r|il COS Tt J 


第 一 章 ” 质 点 运动 学 


v(t) 一 TOS Tt i 十 7 SIn Tt J 
dr . |i 4 元 7 | 7 
a(ft) 一 Tz SID tl! 十 T2 cos| Tt 
了 | MV3ar 
| 3 | TT TT 
二 | = 27 |， 
a 3 T2 十 了) 
(2) Ar=r| 17 —r(0)= 3 7i 十 3 
3 2 2 
-__Ar _3r/V3., 3 / 
Uv 一 — tJ 
3 
v(0) = i 
上 
o| 247 —v(0) Sr 
5 一 一 一 二 (31 一 人/ 3 六 
] T 
3 一 0 


1.1.4 一 质点 从 位 矢 为 r(0) 一 47 的 位 置 以 初速 度 w(0) 王 全 开始 运 
时 间 的 关系 为 & 一 3 在 一 27. 所 有 的 长 度 以 米 计 ,时 间 以 秒 计 . 求 ， 

(1) 经 过 多 长 时 间 质 点 到 达 x 轴 ; 

(2) 到 达 z 轴 时 的 位 置 . 


解 v(t) = | a(Ddttv(0) =| 4 二 生计 一 2 


ri) 二 (0) 十 | v(t)dt 一 4 十 eli 二 (4 2)j 


2 
(1) 当 4 一 并 = 二 0, 即 1=2s 时 ,到 达 二 轴 . 
(2) 上 一 2s 到 达 xz 轴 时 ,位 矢 为 
r(2) = 12t 
避 质 点 到达 轴 时 的 位 置 为 x 二 12m ,y= 二 0. 
1.1.5 质点 泊 委 线 从 静止 开 妈 运 动 ,其 加 速 
与 时 间 的 关系 及 位 置 与 时 间 关 系 图 . 


a/(m.s™) 


动 ,其 加 速度 与 


束 度 酒 时 间 的 关系 如 图 1.1 所 示 , 作 出 速 


。4。 力学 (上 册 ) 
解 
t 0 三 1 之 1 
一 2 十 t 1 之 t+ 之 3 
aftt) 一 3 一 4 十 上 4 3< < 5 


一 6 十 上 5<L 上 < 7 


a(t) 可 以 是 不 连续 的 曲线 ,v(t)、x() 的 曲线 一 定 是 连续 的 ,由 此 可 定 出 积分 常数 . 其 
结果 如 下 : 


a 0 雪上 上 捷 1] 

2 一 2 ot 1 雪上 雪 3 
WS 8 一 入 十 可 3 所 上 过 5 

18 一 久 十 六 人 5 之 tt 之 7 

3 

6 0 过 上 入 1 

一 1 十 入 一 此 十 二 1 扫 上 挟 3 
(lt) 1 


—10+8—2+ot 3<t<5 


一 前 十 J 一 站 十 2 5 之 17 


v-t 和 x-t 曲线 可 由 上 述 v(z)、zx(t) 的 表达 式 逐 点 画 出 ( 略 ). 
1. 1.6 一 质点 以 恒定 的 径 向 速度 分 量 ;=4m，s-!、 横 向 速度 分 量 与 和 撩 径 成 正比 , 比 
例 系数 为 3rad/s, 在 一 平面 内 运动 . 当 质 点 离 出 发 点 4m 时 , 它 的 速度 及 加 速度 的 大 小 为 
何 值 ? 
解 7 二 4,rp 二 37 
取 :一 0 时 r==0、p 二 0, 积 得 
”二 4t， 1 一 3 
T=rcosp = 4tcosdt 
y= rsing = 4tsin3t 
二 4cos3t 一 12isin3t 
y= 4sin3z 十 12tcos3t 
区 二 一 24sin3t 一 36tcos3t 
y= 24cos3t 一 361s1in3t 


当 质 点 离 出 发 点 直线 距离 为 4m 时 ， 
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而 由 X(t)、y(t) 得 
x 十 y 二 16r 
两 式 相 比 得 :二 1s. 


v(1) A 十 YY 


a(l)= >? 2 MV (24)? + (36t)? | ~ 12 ~/13m 。，s-: 
如 4m 是 指 沿 轨道 的 距离 , 则 需 由 
$= | vd | Vz 二 ydt 或 | 十 rpdi 

求 出 s(1). 再 由 5G) 二 4 求 出 4, 然后 再 求 v(t1)、a(lti1). 

1. 1.7 质点 的 运动 学 方程 为 :(1) r 二 (4t 十 5t2)i 一 5j; (2) r= 二 (2 十 3D)i 一 (21 一 32)j. 
求 两 运动 的 轨迹 . 

解 1) xz 一 4t+5t?[y= 一 5 | 

运动 轨迹 为 y= 二 一 5 

(2) X=2 十 3t, y= 二 一 (2t 3°) 
两 式 消 去 1, 即 得 轨迹 方程 为 

(之 一 2) 一 2(x 一 2) 一 3y 一 0. 
1. 1.8 一 质点 沿 直线 运动 ,其 速度 为 vw=4: 一 Bz, 其 中 4.、8 均 为 冲 数 . 当 上 一 0 时 ,> 


一 0. 试 求 位 置 坐标 与 + 的 函数 关系 式 及 1 二 0 时 的 加 速度 ao. 


dz 
解 dy 一 At— Br 


~ 和 V16 二 144t:|,!1 二 4~V1l0m*:，s™ 


t=1] 


先 解 齐 次 线性 方程 党 = 一 Bz， 


人 一 一 Bdt 


人 
= Ce t 


用 常数 变易 法 解 原 非 齐 次 线性 方程 


z= C(t)e? 
2 = Ce — BCe 
ce- — BCe ?=— At— BCe ™ 
dC = Atre”'d 
积分 得 
CC) = 4|1— 去 jes 十 
2 A _ 1 Bi —B: _. 4| 二 | — Bt 
z 一 | 分 [: Ble 二 了 | Bl! 万 | 十 De 


6。 力学 (上 册 ) 


_4 一 至 __ 又 
T= pi(e 1 TT st 


t 二 0 时 ,a 二 gao 二 A. 
也 可 直接 从 v= 二 At 一 Bz 对 1 求 导 , 代 入 1 二 0 时 的 值得 


07 di |,, dt | ,-。 
一 4 一 有 (04 一 Bz)loro 一 4 
1.1.9 某 固体 燃料 火 稍 的 垂直 加 速度 为 
Q& 一 Re 天 一 cm 一 8 
式 中 2 c 均 为 常数 ,是 获得 的 垂直 速度 ,g 是 重力 加 速度 . 在 大 气 中 运行 时 ,g 被 视 为 
常量 . 试 求 火箭 发 射 后 上 秒 时 的 垂直 速度 . 
解 ” 先 解 齐 次 线性 党 微分 方程 


让 cAX=0 
a 世 十 CO 一 0 
得 vu 二 Ae “ 


用 常数 变易 法 解 
2 十 cu 一 Re 一 8 


nT Ae 一 CAe 


A e 一 CA + cAe “= Ea eH 一 a 
dA :一 [ Ree ge |di 
,a = x eo 名 ec 十 

C 一 已 Cc 

k 一 时 —cet 

vi e ”一 十 Be 

:一 已 C 

由 1: 二 0 时 w= 二 0 定 出 
_&£& _* 
b C C 一 已 
v=E(e"— 1) + ie Ye") 
cb 


解 此 非 齐 次 线性 微分 方程 也 可 用 积分 因子 法 ,也 可 用 相应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 
解 加 非 齐 次 方程 的 特 解 的 方法 ,可 以 直接 写 出 非 齐 次 方程 的 特 解 为 


vv 二 Ae 一 各 
代入 方程 定 出 
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1.1.10 图 1.2 中 机构 包括 一 根 固 定 的 弯 成 曲线 的 杆 和 一 根 用 轴 钉 可 绕 O 点 转动 
的 动 杆 OC. 弯 杆 曲线 的 方程 为 >= 王 20sin2wp. 木 块 4 和 B 钉 在 一 起 ,A、B 分 别 沿 弯 杆 和 直 
杆 OC 滑动 . 若 OC 以 恒定 角速度 5rad/s 做 逆 时 针 转 动 . 求 木 块 4、B 在 +=10cm 处 时 的 
速度 和 加 速度 ， 


解 ”轨道 方程 为 


六 一 20sin29 


10_ 不及 OT 
-一 10cm 时 ,20 一 arcsin 20™— 6 及 6 


0 一 5rad/s,p = 0 
;= 40cos29* 9 
> 一 一 80sin298 十 40cos299 一 一 80sin2p .9 
在 一 10cm、29 一 《处 时 , 木 块 4、B 的 速度 和 加 速度 分 别 为 
z 一 也 2 十 rpe。 


= 40cos 四 xX 5e; + 10 xX 5e, = 100~vV 3e, 十 50e。 


a= (7 —r9)e, 十 GyY 十 27 p)er 
一 一 80sin ~ x5:—10x 57 |e, + [10 x 0 二 2xX 40cos ~ * 5X 5 | ey 
一 一 1250e, 十 1000 ~/ 3e。 


在 r 一 10cm、29 一 咱 处 时 , 木 块 A、B 的 速度 ,加 速度 分 别 为 


v = 40cos xX 5e 十 10 X 5es =— 100 MV 3e,+ 50e, 
.OT 2 2 on 
4 一 80sm ss X510x5 e; 十 10 X 0+ 2X 40c0s so Xo)er 


=— 1250e, 一 1000 ~ 3 @,» 


。8 。 力学 (上 册 ) 


1.1.11 质点 以 恒定 速率 v 沿 图 示 的 半径 为 
R 的 圆 形 轨 道 运动 ,用 图 1. 3 示 的 极 坐 标 写 出 质点 
在 0 委 4 委 2x 的 各 个 位 置 时 的 速度 和 加 速度 . 
解 由 图 1.3 示 的 轨 志 可 写 出 轨道 方程 为 
r” 一 2 民 |coso| 
即 


2 人 cosm 0 和 志 02 委 


六 一 1 一 2Kcosp 了 S9 和 7 


2Rcosy 3 < 02 委 27r 
， 元 
一 2RsinpP 0 9 7 
;= 42Rsing 9 站 <yg< 


— 2Rsing 9 pi < PR 2XA 


由 恒定 速率 w, 可 写 出 


局 | 


一 2RcospP 0 三 9 二 了 
| .2 区 
7» = 342RcosPB9 2 ~? 
.2 
一 2Rcospp 2 < 9 27 


注意 ;在 p= 万 及 9 一 六 ,六 .无 定义 ,这 里 的 速度 、 加 速度 不 能 用 其 极 坐 标 表达 式 ,但 
这 里 寡 是 有 定义 的 ,速率 仍 是 连续 的 . 用 自然 坐标 描述 加 速度 ,在 这 两 处 ,a. 一 0,a 二 oo 
在 0<p < 下 ,于 <p < 下, 亚 <p <2r 的 v .a 的 极 坐 标 表达 式 的 计算 略 ， 

显然 ,此 题 借助 于 速度 、 加 速度 的 自然 坐标 表达 式 来 写 它们 的 极 坐标 表达 式 更 简便 ， 
1.1.12 一 质点 沿 心脏 线 x 二 2(1 十 cos9) 运 动 ,在 0<g 二 180° 期 间 ,7== 一 2. 求 在 此 


期 间 质 点 的 速度 和 加 速度 . 
解 r 一 2(1 十 cosP， 了 一 一 2， 7+=0 
, ， 。 。 ] 
一 一 2sing 9 一 一 2， 9 一 sino 
l COS9 
一 sin simg 9 一 一 sin30 
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ee 二 cos。 


sing 


4 一 (7 —r9)e,t (GF + 279e, 
= |0 ~— 201 + cosp) soe, 


_ Lo 
sin’9 
| 2  。 242 一 cos92) ， 
1 一 cosDP ” (一 cosP)SIP” 
1.1.13 对 于 上 题 所 述 的 质点 运动 , 求 速度 平行 于 zz 轴 时 的 g 值 及 在 此 位 置 时 的 速 
度 、 加 速度 的 大 小 . 
解 ” 速 度 平行 于 xz 轴 时 ,y==0， 


y= rsing = 2(1 十 cosp)sing 


十 | 201 + cos®) 


+2.(—2) le, 


sing 


y= 2(1 十 cosp)cosp 9— 2sin2py 
= 2(2ces'¥+ cosp— 1) $= 0 
因为 0 一 一 2 民 0,…220s2D 十 cosp 一 1 一 0 
得 9% 一 60" 及 180”, 
180" 不 在 所 述 运 动 范围 内 ,应 售 去 . 
在 9 一 60*, 用 上 题 结 当 得 


,上代 上 士 ccs69 De 
5 一 一 26 ee ~ 26,+ 2 3e, 
y= NC 2 4 C2 3) 一 4 

2 242 一 cos60) 四 
“一 ] 一 cos60*6 (1 一 cos60*Jsin60*ey 一 一 4 一 4 人 Yery 


一 人 (一 4)2 十 (一 4 3) 一 8 
1.1.14 ” 离 水 面 高 度 为 h 的 岸上 用 绳索 拉 船 靠 岸 , 人 以 恒定 的 速率 zw 拉 强 ,将 船 的 
速度 、 加 速度 表示 成 船 离 岸 的 水 平 距离 L 的 函数 . 
解 ”方法 一 : 直线 运动 即 已 知 轨道 ,又 知道 速度 的 一 些 信息 的 解法 . 


r2 一 态 2? 十 工 ? 
dr dL 
27 dy 2L dy 
今 知 玫 一 一 wo, 所 以 
2 2 
wo 一 和 全 = 一 二 于 > ( 回 左 为 正 ) 
_dv_ VA 二 + dL 2L dL 
CC di L’ J dr dr Li dz 
| VER+D |_ hv 


也 /天 二 72 1 了 0 


*。 10 。 力学 (上 册 ) 


方法 二 :, 作为 平面 运动 ,已 知 轨 道 和 速度 的 一 个 
分 量 的 解法 . 
由 图 1. 4 可 知 ,rp 二 votang; 已 知 六 = 一 vo, 所 以 


1 。 、/ 户 “ 2 
7) 一 2 十 (1707 一 wosSec0 一 Adi i 


L 
2 二 0 
vol 
9 一 tang 
9 一 一 tang 十 secip* 9 


代入 9 ,经 计算 可 得 
2 
0 一 tang(2 + tan’?) 
a=NG— mm) +ry + 279) 


代入 关 .9 Pr 一 VE 二 rtang 一 站 ,可 得 


1.1.1S 杆 以 名 角 速 om 绕 过 其 固定 端 O 且 垂 直 于 杆 的 轴 转 动 , 在 上 一 0 时 ,位 于 O 点 
的 小 珠 从 相对 于 杆 静 止 开始 沿 杆 做 相对 于 杆 的 加 速度 为 au 的 色 加 速 运动 . 求 小 球 相对 于 
静 系 的 速度 、 加 速度 与 时 间 的 关系 . 


1 » ” 
解 7 ”一 一 ot 浊 | — to 
2 
rr 二 aot, 7 一 C0， D 一 


UVU 二 re, 二 7 pe, 一 aote;, 十 aowut?es 
4 一 (修一 rp)e 十 (0 十 27pD)es 
一 | au 一 地 aolt’ e, 十 2a0wotes 
1.1.16 在 同一 竖 直面 内 的 同一 水 平 线 上 的 4.B 两 点 分 别 以 30"、60" 为 发 射 角 同时 
抛 出 两 小 球 , 欲 使 两 小 球 相 遇 时 都 在 自己 轨道 的 最 高 点 ,已 知 在 4 点 发 射 的 小 球 发 射 速 
率 va0 二 9. 8m/s, 求 4、.B 两 点 之 间 的 距离 元 . 
解 vaosin30?" 一 上 一 0 
ms8oslin60 一 et 一 0 
其 中 上 为 相遇 时 间 ,zuao 王 9. 8m/s,g = 二 9. 8m/s: 


L 一 (4ocos30"” 一 vpocos60°) 


加 vaos1in30° 
解 出 WBoO 二 sin€0° ~ 一 中 7m/s 


va0S1n 30° 
一 一 一 一 一 二 0,. Ds 
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L = (vA0c0S30° 一 socos60?) = 2. 8m 
1.1.17 在 小 丘 上 置 一 靶子 ,在 炮 位 所 在 处 看 靶子 的 仰角 为 a, 炮 与 靶子 间 的 水 平 距 
离 为 工 , 回 目标 射击 时 炮 身 的 仰角 为 ,炮弹 以 什么 初速 度 发 射 才能 击 中 目标 ? 
解 ” 设 靶 离 炮 位 的 高 度 为 六 , 射 中 靶子 所 经 历 的 时 间 为 上 


h = (vosin8)t 一 et 


L = (vocosp)t 
h = Ltana 


,| glceosa 
”NN 2co0sp .sin(8 — a) 


1. 1. 18 一 质点 以 恒定 速率 v=c 沿 悬 链 线 


可 能 得 


> 一 了 (e 十 e“) 


(其 中 a 为 正 值 常数 ) 运 动 ,t=0 时 z=0, 且 沿 z 轴 负 向 运动 . 求 位 天、 速度 、 加 速度 随时 间 


解 y= (e! —e =ishl 一 
steht 
之 一 十 csech| 三 
由 上 0 时 zz 一 0, 守 <0, 上 式 取 负 号 ， 


这 二 一 csech| 二 
a 
| dz 一 一 | cd 
"sech| 二 ? 
a 
ash| |=— a 
a 
T= aarcshl— < 一 一 aarcsh| < 
y = ach 一 一 ach| — arcsh| < |= ach arcsh Er | 
r(t) =— aarcsh < 十 ach arcsh| Li | 
a a 
今 p= arcsh < ,Shp 一 全 tch 记 二 一 二 
dp C c 1 C ] 
一 一 | arcshj Oil | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
dr d | a | a chp a ch| arcsh| < | 


。12 。 力学 (上 册 ) 


1)])= eee 


和 | J Leresh| $4) ] 


d ich arcsh 


dz 
oe 1 -cf 
ch| arcsh| < | azch| arcsh | Er | 
v0) = | 
ch | arcsh | | 
| 3 el 一 thz?| arcsh 1 | 
的 axcha| arcsh| < ] ach arcsh + | 
在 上 述 a(z) 的 计算 中 用 了 
2 
th?| arcsh < ]- sh arcsh| ml 0 
chz?| arcsh| t | chz| arcsh £4) | 


1. 1. 19 某 质 点 做 平面 运动 ,其 径 向 速度 分 量 > 一 <: ,横向 速度 分 量 闸 一 cayci\cs 均 为 


正 值 常量 .+ 一 0 时 加 速度 的 横向 分 量 ce 一 号 ",2 为 正 值 常量 ,9 一 0. 求 运动 学 方程 和 z 一 0 
时 加 速度 的 径 向 分 量 ， 
解 "二 C1) ”一 Cit 十 c 


7 一 C2, (cz +0) P= 


— — C2 C2 / 
0 一 |ap= | 三 二 dt 一 clnCot 十 cc) 十 cc 


由 上 0 时 9% 一 0, 定 出 c=— Inc, 
1 


rp = cs 两 边 对 t 求 导 ， 
rp 十 9 二 0 
> C2 ACs 
全 “1 rr ctic 


1C2 


a rit279T PTIPTTIT 十 
由 1 一 0 时 4g 二 他: 定 出 c==5, 运 动 学 方程 为 
_ ca 于 十 | 
”二 ct 二 bb， P= caln| 


一 关 一 7 了 一 0 一 ( :十 明生 一 | = 一 一 
Or 和 cc 十 ct 十 


1: 二 0 上 时，,a, 王 一 


SG 
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1.1.20 在 t=0 时 ,从 一 点 同时 以 同样 大 的 速率 vo 向 各 个 方向 抛 出 小 球 . 证 明 :在 
任 一 时 刻 t, 这 些小 球 都 位 于 一 个 球面 上 , 球 的 中 心 以 自由 落体 的 加 速度 下 落 , 球 的 半径 
等 于 vot. 
证 明 设 小 球 自 原点 以 vo 的 速度 抛 出 ,vw 与 > 轴 的 夹 角 为 ,mo 在 zy 平面 上 的 投影 
与 x 轴 的 夹 角 为 8.z 轴 竖 直 向 上 ,考虑 到 抛 体 运 动 的 加 速度 为 a= 一 gk. 小 球 的 运动 学 方 
程 为 
T= (vosinacosp)t 
y= (vosinasinp)t 


] 


z 一 〈wocosa)t 一 人 


2 
X 十 六 十 iz 十 Tge = (vot)” 


这 是 一 个 半径 为 vt、 球 心 位 于 | 0,0, 一 二 gz| 的 球面 的 方程 , 球 心 自 抛 出 点 做 自由 落体 运 
动 

1.1.21 已 知 一 质点 做 平面 运动 ,其 速率 为 常量 , 矢 径 的 角速度 的 大 小 为 常数 w 求 
该 质点 的 运动 学 方程 及 其 轨道 , 设 上 一 0 时 ,r=0,9==0. 


解 站 十 rr 9 一 C2， 9 =w 
/7 
| dr [a 
0 /Li — wr 0 
C ，. 
一 一 |slincz | 
Ww 
这 里 取 绝 对 值 是 考虑 到 gq 二 w>>0,r 守 0. 
运动 学 方程 为 
一 | inewt | 一 wi 
r 二 sinwt|, 9 一 
夫 道 方程 为 
| ing | 
六 一 |sing 


1.3.23 可 区 1.5, 一 个 动 靶 以 恒定 速率 v 在 xy 
平面 内 沿 y= 六 的 直线 飞行 ,t= 二 0 时 在 z= 二 0、y 二 hh 点 . 
学 强 在 1 二 0 时 自 原 上 尽 出 发 ,以 恒定 的 速率 2v 运动 , 速 
度 广 回 始 终 指 同 动 靶 . 求 导弹 的 运动 轨道 及 导弹 击 中 
飞 苇 访 时 间 . 

解 ” 设 1 时 刻 导 弹 位 于 (zx,y), 此 时 飞车 位 于 (vt， 
有 hh) ,导弹 轨道 曲线 x 二 x(y) 与 y 轴 夹 角 a 的 正切 


。，14 。 力学 (上 册 ) 


tang 二 和 些 二 全 二 2 
dy h—y 


由 导弹 的 速率 为 2v， 
Y= (2v): = 4v° 


由 元 一 径 》, 并 令 = ,上 述 两 式 可 改写 为 


vt— rx= gh y) (1) 
(1 二 gy = 4v (2) 
(1) 式 两 边 对 y 求 导 ,简化 后 得 
dz ,dg 
v gy ~ (hh 一 y) dy (3) 


由 (2) 式 消去 (3) 式 中 的 至 ,得 
中 一 轨 验 一 去 CL 二 0 (4) 
考虑 到 >0,(2) 式 开 方 时 只 取 正 号 . 
对 (4) 式 分 离 变量 积分 时 ,下 限 取 : 一 0 时 的 y 和 9 值 ,y 一 0 水 一 0 一 2o， 故 5= 生 = 


艺 一 0， 
y 
| om = 二， 
o_ (1 十 gq2)1 oh—y 
积分 得 
2In(q 十 M1 十 gq ) = 一 ln 
h 
V1i+9 =NA, 一 9 
两 边 平 方 可 得 
2 MV hg = 一 二 一 
q Pi 
A _ y ] ”hy + > h d 
|2 Vihar ,万 二 > | 元 二 ?十 | Fs 
积 得 轨道 方程 为 
并 [人 一 四 央 一 Ra 人 十 VCV — Mh—y) 
3 人 /只 
导弹 射 中 靶子 时 ,z==vi,y 二 hk, 代入 上 式 得 
2h 
‘ 37 


1.1.23 火车 能 达到 的 最 大 加 速度 为 ,最 大 减速 度 为 8. 求 从 静止 出 发 到 最 后 静止 
通过 的 距离 a 和 所 需 的 最 短 时 间 ， 
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解 画图 ,曲线 下 的 面积 为 通过 的 距离 a. 
显然 , 当 以 最 大 的 加 速度 a, 在 t=0 至 期间 ,速度 
从 零 达 到 最 大 速度 wx 再 在 随后 的 拍 一 所 十 所 期 
间 ,以 最 大 减速 度 8 将 速度 从 vm: 降 为 零 , 如 图 1. 6 
所 示 ,所 需 的 时 间 最 短 ， 

Vmax 一 0 一 Qt 


Umax 0 = BL (ti 十 £2) ti , 


Umax | 


Vanan Ch 十 t,) — 信 


解 出 im 一 [2 村 人 | 

1. 1.24 直线 LM 在 一 给 定 的 半径 为 R 的 圆 平面 内 
以 等 角 速 w 绕 圆 周 上 一 点 4 转动 . 求 此 直线 与 圆 的 另 一 
交点 B 的 速度 和 加 速度 的 大 小 见 图 1. 7， 

解 以 上 = 一 0 时 直线 LM 与 圆 的 另 一 交点 与 圆心 O 
基 轴 的 连 线 为 基 轴 ,图 中 国 了 ZAM 在 上 时 刻 的 位 置 ， 

y= ol， p= 2Y 

B 点 的 速度 的 径 向 、 横 问 分 量 分 别 为 


Uv, 二 7 二 0， vs = r= R. 2 y= 2Row 


图 1.7 所 以 v= 和 Nv 二 v= 2Rw 
B 点 的 加 速度 的 径 癌 、 横 问 分 量 分 别 为 
0 一 一 ip =0—R.4=— 4Re 


ap 一 ?十 279 一 0 


了 以 4 一 人 Wai 十 az 一 4RRoo 


1.1.25 质点 沿 一 平面 做 曲线 运动 ,其 加 速度 矢量 的 作用 线 在 任何 时 刻 都 通过 一 因 
定点 0. 试 证 明 : 质 点 加 速度 的 大 小 为 a 一 十 于 ,其 中 v 为 质点 的 速率 ,r 为 质点 到 O 点 


的 距离 ,于 >0 时 取 正 号 , 严 <0 时 取 负 号 . 
证 明 取 O 点 为 极 坐 标 原 点 ;Ag 二 0， 
,。 "2 d . 
所 以 avo= 7 一 7 = 人 (rp)=0 
六 9 一 Cc, ¢ 为 负 量 . 
+ 


C” 
ye 


上 式 天 边 对 rr 求 导 ， 
dv .didi 2 0 2 
ov 二 dz dr 3 ~— 2(7 rp ) — 2a, 


y 
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1/2 
4sin’ Ftcos’ Ft ] 
一 Roe|1— TT 一 Rw’ |cos pd 
2 X 2cos’ pt 
因 a; 总 大 于 零 ,上 述 开 方 取 正 值 . 
2 2 ，2 
om oe e200) Ricos Lor 
Cn Rew’ | cos 一 ct < 
2 
在 y 的 最 大 值 ,wt= 二 2nx (n= 二 0,1,2,*…) 
dr = 0, a = Ro, p= 4R 
在 y 的 最 小 值 ,wt= (2n 十 1)x(n 二 0,1,2,*…) 
tn 一 0， 0 一 一 Q 
? sincwrt 
“Tr Kw (2 十 2cosct)L2 | cont Lr 
2Sin 1 cos 1 
p22 
] 172 
十 2| cos” To | 
2 wt= (2n 二 + 1) 
一 十 Rw 
从 轨道 曲线 可 以 判断 ,一 2 二]< 时 ,o 一 0, 而 在 这 个 时 刻 的 近邻 , 均 有 v> 之 0, 故 
— Ro := De 
a: 一 e > 0 为 无 穷 小 量 ， 
Ra 一 人 二 


不 考虑 轨道 曲线 .v 的 变化 ,从 数字 上 作 变 量 代 换 , 令 :一 < 一 十 zx, 然后 对 ae 式 
的 分 子 、 分 母 在 z 一 0 处 做 泰勒 展开 ,也 可 得 到 上 述 结果 . 


1.2.3 一 质点 沿 抛物 线 y= 方 4Ax? 运动 , 设 路 程 从 抛物 线 顶 点 开始 计算 ,质点 运动 
的 路 程 与 时 间 的 关系 为 * 一 好 十 ct,4、6,c 均 是 正 值 常量 , 试 求 在 顶点 时 质点 的 切 向 加 速 
度 和 法 向 加 速度 . 

解 方法 一 ;5 一 十 ct 


vo 一汽 一 2bt 十 c 


y 一 方 4az2， 3 一 4z 过 
= 十 证 = 二 十 (Arzr)’: = 文 (1 十 Aix’) 
设 1:=0 时 , 交 0， 
/ v 二 和 M1 二 A:x’: = 二 26bt 十 cc 


*。 18 ， 力学 (上 册 ) 


< 十 < (1) 
V1 Ax’ 
= 2 和 十 <c 4， 
~ 一 人 十 47 (1 十 4z27373 4 
__ 2 Ax(24+ co) (2) 
AT Axr’ (1 二 Ax’)° 
y= Az: Axz (3) 
工 二 2p6， y ~ 一 4c 


2 一 Mi 一 对 一 忌 和 十 娠 一 C&2 一 4c: 
方法 二 :用 曲率 半径 和 轨道 方程 的 关系 . 


对 于 用 直角 坐标 表达 的 轨道 方程 y=y(zx), 可 以 证 明 有 下 列 曲率 半 名 的 公式 ( 见 
1.2.8 题 ). 


12 )372 


pL+y 


d , dd: 
其 中 y= 本， 
在 顶点 ;让 二 ,t= 二 0， 


加 十 0 1 
fT 4 了 4 
2 2 
4 一 Ac: 
O 1 
A :=0 


1.2.4 曲柄 OA=r, 绕 定 轴 O 以 匀 角 速 w 转 
动 , 连 杆 4B 用 铵 链 与 曲柄 端点 4 连接 ,并 可 在 具有 
饮 链 的 滑 套 入 内 滑动 . 当 pg==0 时 ,4 端 位 于 滑 套 入 
处 .已 知 A4B=/ 盖 27r, 求 当 pg=0 时, 连 杆 上 B 点 的 速 
度 、 加 速度 的 大 小 , 切 向 加 速度 、 法 向 加 速度 和 轨道 的 
曲率 半径 ( 见 图 1. 8)， 

解 ” 取 直角 坐标 Ozxy,z 轴 沿 ON 方向 ,y 轴 竖 直 
同上 .B 点 的 坐标 


立 一 7COSO 十 lcos 一 2 == rcos9 十 lsin 
y=rsing— lisin 一 了 一 rsing 一 cos 六 


站 二 一 rsing 0 一 [cos 六 . 了 一 一 ywsing 十 了 lucos 人 
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3 一 7cos0 十 了 7usin 和 
2 2 
2 172 
区 一 一 72cosy 一 二 lossin 了 
y= 二 一 rw’sing 十 1 Jcos 二 
4 2 
2 1/2 
a 一 以 芝 十 祥 一 区 十 To — ,wtsin | 
4 2 2 
2 
,一 YY 一 二 号 一 一 rascos 于 
9 一 0 时 ， 
, 1 a 172 
Vv 二 wir 十 4 
aa 一 CU 2 十 7 | —— 1 216r 十 Z27172 
1 4 
.一 一 Rt. 时 co 
r | + 172 A 十 727173 
2 1 .2 
dal 7 上 人 
人 所 8 六 十 Z 
Ca “一 (G- a: ) 2 Har TO 
ve (4r? + 1) 
让 CQ， 8r? 十 72 


1.2.5 质点 已 沿 一 平面 曲线 运动 ,其 加 速度 天 量 的 作用 线 与 曲率 圆 交 于 4 上 扎 ,PA 


间距 离 为 7. 试 证 ;质点 的 加 速度 大 小 为 a 一 2, 其 中 是 质点 的 速率 . 

证 明 图 1.9 男 出 了 质点 位 于 PP 点 时 的 a:、a。s 和 a， 
男 了 质点 轨道 在 PP 点 的 曲率 加 ,PA 二 1/,PB 一 2R,a 为 a， 
与 a 间 的 夹 角 ,RR 为 曲率 圆 的 半径 . 


dn 一 QCOSQO 一 dd* 


2R 

0 

0 一 页 
， 7 2 
所 以 AR R’ “一 : 


1. 2.6 某 个 在 平面 上 运动 的 质点 ,其 速度 的 y 分 量 
y=c 为 常量 . 试 证 其 加 速度 值 一气, 式 中 v 为 速率 ,p 为 


曲率 半径 . 
证 明 妈 一 交 十 祥 


。20 。 力学 (上 册 ) 


dv ，， ，， 。. 
2v jr = (XX yy) 
yd yy 
"dt /mm 

这 ”十 祥 
CQ 一 区 十 入 


2 2 | 廊 》 y 区 | 
Un 一 Ya 一 Ur 一 
A i? | yy 


了 (之 十 V2 )3/2 

_ 一- ~ TT / . 

?C= 四 重 晶 四 尝 单间 
a | 工 广 一 了 芝 | 


今 y 一 cy 一 0,a 一 z ] ,代入 上 式 


1.2.7 一 质点 的 运动 轨道 为 对 数 螺 旋 线 "一 pe 7, 其 中 2 均 为 正 值 常 量 ,> 一 c(c 为 


正 值 常量 ),z 一 0 时 ,位 于 r 一 人 g 一 0 处 . 求 质点 的 速度 和 加 速度 的 大 小 以 及 曲率 半径 随时 
闻 的 变化 规律 


解 r 一 pe 好 一 kbe” 0， 


?=c, 7 一 5 十 ct 0 一 re 


0 kb 
C 
9 一 Fn 1 十 2 
2 
vv 二 NN 产 十 rr = je 二 | 二 | = Mit+k 
dv 
Ur 一 ， 一 
二 0 
C CC? 
m 一 一 一 马 9 一 一 ppie 2 
eon) on 
kb 
| £2 | £2 
2 C k++ ct) 
| 1 十 es 
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c2 _, 2 


Cw oC 
kb kl(b 十 ct) 

2 ， 7 

a= Ma! + as = 而 十 1 一 人 人 


kl(b 十 cE) R2(B 十 ct) 
/2 CT 十 天 
2 一 人 da a: 一 14&| = Pr 
2 
了 p21 十 &“) 
TT =、/ 2 
Pa i 十 RR"(b 十 cz) 
k* (b+ ct) 
1.2.8 质点 做 平面 运动 ,轨道 方程 为 y= 二 y(x), 试 证 : 
_ dQ 二 Ty 
pe 加 [|y"| 


式 中 p 为 曲率 半径 ,y 一 经 ,yy 一 9 
证 明 yy 一 yzr)， y 二 yy 
:二 十 二 (十 > 和) 
y= 二 yi 二 +y 六 
a 一 站 十 站 二 洗 十 (yy 十 说 
via? 二 (1 十 y 2)[ 交 十 (yy 访 十 yw 革 )] 
= yO + y+ 十 2 yy] 
对 wv? 的 式 子 两 边 对 it 求 导 ， 
2var 一 2 文苑 (1 十 y?) 十 2y'y" 
ay 二 并 区 (1 十 yy ) 十 这 yy 
via? 一 祈 安 (1 十 y 十 yy 十 2XXYy yA(l 十 >“) 


6 112 


VU ar 一 va’ — var — XYy 
2 a "7 bp Ht2 
于 远 2(《1 十 元 1 二 vy 
: rr 
Cn 
TT 
2 ~ y yy“ 3/2 
p= 一 一 之 (1 十 yy ) 页 一 一 六 站 
1.2.9 已 知 质点 的 运动 轨道 为 > 一 r(po) ,Cr、9? 为 极 坐 标 ), 求 轨道 上 各 点 的 曲率 半 
径 . 
. _ dr- 
解 7 一 和 9 一 7 9， 


站 一 以 天 十 r0 一 ol Miriv =r +ri9 
7 一 六 0 十 六 9 

"2 1 2 1 La 
a 一 一 ?8 一 12 十 9 一 ?9 


。22 。 力学 (上 册 ) 


so 二 7 十 279 二 1 十 2r79 


2 2 2rrmg 二 2r ?pp 2rr 9 二 2r: p99 
dv | 1 1 yt 12 
dt O 十 7 PP 十 rr'P 十 2P) 


当 g 盖 0 时 ,上 式 取 十 号 ,pP<0 时 , 取 一 号 . 


* 和 4 


Qs -一 CQ 十 as 一 CQ 一 7 十 al 一 基站 7) 


v2 (+? 十 7-2 ) 372 
二 | 十 7 _ rr | 


1.2.10 求 1.1.10 题 所 述 角道 在 -一 10cm 处 的 曲率 半径 . 
解 方法 一 :r 一 20sin29 
”一 10cm 时 ， 29 一世 及 
曲率 半径 只 与 轨道 有 关 , 与 质点 运动 的 快慢 无 关 ,为 利用 1.1. 10 题 的 结果 ,用 9 = 
5rad/s. 


v= 二 六 十 rr 一 (1600cos’29 十 400sin’29) 2 
a 二 dv 一 _ 1L208sin4 
29v di 了) 4“ 9 
2 
as 一 4 eo sin24p 。 9 
2 
在 29 一 己 ， 2 , 均 有 二 ( 土 100 人 3) 十 (50)? 二 32500cm’/s” ,sinr4g—| + 一 


> ,4d7 二 519230. 76cm’ /st 
从 1.1.10 题 的 解 可 见 ， 在 29 一 让 、 站 ,也 有 相同 的 a 值 ， 故 也 有 相同 的 a, 值 ,vi 又 相 


同 , 故 e 也 相同 . 
一 (一 1250)* 十 ( 士 1000 3) 二 4562500cm?/s 


(全 
Qa, = Va:— a’:= 2010.788 cm/s’ 


了 
0 一 7 一 16. 16cm 


方法 二 :用 上 题 给 出 的 曲率 半径 公式 ， 
一 40cos20， ”” 一 一 80sin2m 
(r!'? 十 r2 372 
Ir’ 十 Or!2 十 rr”| 


(1600cos’29 十 400sin2207 3 


1400sin22p 十 2 X 1600cos:29 十 1600sin220| 
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2 
2000| 二 十 3200 


式 中 出 现 的 土 对 应 于 28 的 不 同 取 值 ,2g 一 亚 时 取 十 号 ,29 一 闻 时 取 一 号 ,可 以 看 出 ,两 个 
29 值 处 ,p 相同 ,与 方法 一 的 结果 完全 相同 . 


1.3 质点 的 相对 运动 


1.3.1 一 直 升 飞机 在 离 地 面 4. 9m 的 高 度 以 4. 9m/s 的 恒定 水 平 速度 飞行 ,一 包 豆 
从 直 升 飞机 上 沿 水 平方 向 竺 出 时 相对 于 直 升 飞机 的 初速 度 为 12my/s , 方 癌 与 飞行 方 问 相 
反 . 求 ; 

(1) 当 包 豪 落 到 地 面 时 , 它 与 直 升 飞机 的 水 平 距 离 ; 

(2) 包 庄 刚 要 着 地 时 其 速度 矢量 与 地 面 的 夹 角 . 

解 ” 由 于 飞机 相对 于 地 面 在 竖 直方 向 无 相对 速度 ,无 论 以 飞机 为 参考 系 还 是 以 地 面 
为 参考 系 , 包 囊 在 竖 直 方向 均 做 自由 落体 运动 . 设 飞行 高 度 为 h, 落 地 时 间 为 z. 


_ 1 


2 
oh 24 
上 一 V22 一 9.8 = ls 
(1) 以 飞机 为 参考 系 , 包 右 刚 落 地 时 , 它 离 直 升 飞机 的 水 平 距离 为 
[一 12X1T1 一 12m 
(2) 以 地 面 为 参考 系 ,水 平方 向 取 飞 机 飞行 相反 的 方向 为 正 , 竖 直方 同 取 问 下 为 正 . 
水 平方 回 做 匀速 运动 ， 
v/= 12— 4.9= 7.1lm/s 
刚 要 落地 时 , 包 襄 坚 直 方 同 的 速度 
v|= gt= 9.8X1= 9.8m/s 
测 要 落地 时 其 速度 矢量 与 地 面 之 间 的 夹 儿 


VL o 
0 一 arctan 一 一 04 
UN 


1.3.2 一 列 火 车 在 刊 着 北 风 的 雨中 以 30m/s 的 速率 (相对 于 地 面 ) 向 正 南 方 行驶 . 
一 在 地 面 了 静止 的 观察 者 测 得 雨滴 的 路 径 与 竖 直 线 成 25" 角 ,火车 中 的 观察 者 看 到 雨水 
在 车 窗 惑 璃 上 的 径 迹 是 竖 直 向 下 的 . 求 雨滴 相对 于 地 面 的 速率 ， 
解 ”火车 中 的 观察 者 看 到 雨滴 竖 直 向 下 运动 ,可 见 雨滴 相对 于 火车 的 水 平 速度 分 量 
,雨滴 对 地 面 的 水 平 速 度 分 量 等 于 火车 相对 于 地 面 的 速度 ， 
vy= 30m/s 


设 雨 滴 相 对 于 地 面 的 速 认为 v,vy 二 vsin25°， 


-一 UL 一 一 
sSln25? 71m7/s 


+ 24 。 力学 (上 册 ) 


1.3.3 一 架 飞 机 在 静止 空气 中 的 速率 为 60m/s, 风 的 
速率 为 30my/s ,发 机 仍 能 问 北 以 60m/s 的 速率 飞行 . 求 ; (1) 
风 回 ; (2) 机 头 的 指 问 . 

解 ” 设 风 癌 依 离 正 南 西 偏 的 角度 为 8, 机 头 指 向 偏离 正 
北 东 伍 的 角度 为 e( 回 东北 方 回 一 一 相对 于 地 面 ), 如 图 1. 10 
所 示 , 图 中 以 地 面 为 静止 参考 系 、 风 为 动 参考 系 ,v. 是 风 的 绝 
对 速度 ,wo 是 飞机 的 相对 速度 ,v 是 飞机 的 绝对 速度 


v = VY = 60m/s, v. 一 30m/s 


VeCOsa 十 wwcosA 一 了 


veslna — vsinp = 0 


县 60cosa 十 30cospB = 60 (1) 
60sina 一 30sinp 一 0 《2 ) 
由 (2) 式 ， sinB = 2Sslna 
cosp = /1 一 4sin2a 
代入 (1) 式 ,得 
2cosa 二 M1 一 4sinia 一 2 
] 一 4Sin2a 一 (2 一 2cosa) = 4 CO— 8cosa + 4cos’a 
解 出 ua 一 arccos 二 一 士 29” 


8 
p= arcsin(2sina) 二 十 76° 
第 一 种 情况 :a 二 29" .8 二 76° ,如 图 1. 10 所 示 那 样 . 
第 二 种 情况 :a= 一 29*、8 二 一 76°, 风 四 东 偏 76°, 更 接近 西风 的 西南 风 , 机 头 指向 正 北 
偏 西 29°, 在 图 中 以 v 的 正 北 方向 为 基 轴 , 顺 时 针 转 动 ,a 为 正 值 , 逆 时 针 转 动 ,8 为 正 值 , 
1.3.4 一 飞机 带 的 燃料 ,在 无 风 的 情况 下 ,以 wv 的 速率 飞行 ,可 飞行 来 回 的 总 路 程 为 
R. 今 在 有 风 的 情况 下 ,要 向 北 偏 东 好 角 的 方向 去 执行 任务 ,并 飞 回 基地 . 硅 风 向 为 北 偏 
东 a ,风速 为 &. 间 该 机 能 飞 离 基地 多 大 距离 ? 
解 ” 以 风 为 动 参考 系 ,u 为 牵连 速度 ,办 os 分 别 为 飞 出 和 飞 回 时 的 相对 速度 ,ok 、 vs 
分 别 为 飞 出 、 飞 回 时 的 绝对 速度 . |vi|= |vs | 二 vw. 
取 直 角 坐 标 系 ,z 正 向 向 东 ,y 正 回回 北 . 将 上 述 各 速度 用 此 坐标 系 表达 
& 一 一 USinaz 一 ucosaj 
VU] 一 viSINPIE 十 vicOS9J 
vi = VU= (vsSINP + usino)i + (vicosp 十 ucosa)J 
7 =— vsSINOI — vcosgi 
vs = YC— WU = (— vsSINP 十 usinao)\i + (— vcosP 十 ucosa)j 
由 |vi| 二 |v2|==v， 
(viSinp 十 usina)’ 十 《picosmp 十 UCOSQ) = vw 
(一 Sin 十 Usina)? 十 (一 cosVD 十 Kcosa) = v 
化 简 后 得 


vf um— ouvcos(O— a)=v 


第 一 章 ”质点 运动 学 。 25 。 


vi 十 2 一 2xkvocos(P 一 a) 一 让 


J 
a 
> 
pd ~、 
/ N 
/ Vv 
/ 1/ \ 
/ -~ " 
| -一 7 1 | 
AAA 
vs f a | x 
,，\ 2 | 
| 
TT / 
v, \ u 
\ / 
\ / 
、\ ]/ 
、 
es 
~ 、 ed 
图 1.11 


解 出 
V1 一 一 ucos($— 0) Vv — u'sin’ (pg— 0Q) 
vs 二 WCc0oS(9 一 Q) 十 Vv 一 wisin: (0 一 a) 
设 tz 分 别 为 飞 出 和 飞 回 所 用 的 时 间 ， 


VIL] 一 vt, 


ti 十 如 一 人 
也 
解 出 
加 Rv, 
2 一 (1 十 V2) 
能 飞 离 基 地 的 最 大 距离 
Ryuvs Rv — wu’) 


$s 一 wt -一 


"Co 十 zz) 2v Vv — wsini(p— a) 

1.3.5 蒸汽 轮船 以 vi 的 速度 向 南航 行 ,船上 的 人 看 到 烟 
向 中 冒 出 的 烟 向 东方 同 , 奢 船 速 增 至 mw, 船上 的 人 看 到 烟 同 东 
北 , 奉 烟 从 烟 向 冒 出 后 立即 按 风 速 运 动 , 求 风速 . 

解 取 船 为 动 参考 系 U1、 U2 为 两 种 情况 的 牵连 速度 ,船上 
的 人 看 到 的 烟 的 走 网 是 烟 的 相对 速度 的 方 辣 . 

画 各 速度 矢量 的 关系 图 ,如 图 1.12 所 示 . 竖 直 向 下 为 向 南 
方 癌 ,ol .vs 均 回 机 ,有 共同 天 尾 , 从 mvs 的 天 端 分 别 辣 东 和 加 
东北 方向 作 直 线 , 交 于 4 点 ,从 wm .os 的 共同 矢 尾 O 到 4 点 的 矢 
量 即 为 烟 的 绝对 速度 矢量 , 即 风 的 速度 天 量 w, 图 中 男 的 wor、 wo? 分 
别 是 两 种 情况 下 风 的 相对 速度 . 由 图 可 得 


Vv 二 和 vf 十 v5 二 入 vi 十 (v, 一 vi)tan45° 
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一 入 vi 十 (vz 一 V1) 
2 的 方 回 为 网 南 侦 东 wx 角 ， 


UI Ul 
二 AITCCOS 7 二 AdICCOS 
U 


Vv UI 十 (v2 一 U1) 
; 1.3.6 一 个 小 环 M 同时 套 在 两 根 细 棒 上 , 棒 
AB 以 速度 vi 沿 垂直 于 4B 的 方向 移动 , 棒 CD 以 
NAN 速度 v; 沿 垂直 于 CD 的 方 回 移动 ,两 棒 始 终 处 在 同 
人 一 平面 上 ,两 棒 夹 角 为 a, 如 图 1. 13 所 示 . 求 小 环 M 
图 1. 13 的 速度 . 
解 ” 取 AB 桂 为 动 参考 系 , 单 位 矢量 i 沿 4B 方向 ,j 沿 v 方 同 . 


Um —— U1] 十 UvU,, AB 


再 取 CD 棒 为 动 参考 系 ， 
vi = vsSinat 一 vcCOsSaQJ 十 vcpcosai + v,cpsina] 
vif 十 vapi = (vosine 十 vcpcoso)t + (— zcosa 十 vcpsina)J 
1 一 一 ?coOSQa 十 vcpsina (1) 


zh45 一 VSina 十 vcpeosa (2) 


图 1. 14 
式 (2)Xsina 一 式 (L) 闪 cosa, 解 出 
Vr,AB 一 ViCOta 十 vcsca 
VM 一 (Dicota 十 wzcsca)F 十 vi 
1.3.7 圆心 为 A、B, 半 径 均 为 RR 二 5cm 的 两 个 大 圆 环 处 在 同一 平面 上 . B 环 固定 ,A 
环 沿 着 AB 连 线 向 B 环 运动 . 男 有 一 小 环 M 同时 
套 在 两 个 大 圆 环 上 . 当 4 环 运 动 到 a=30° 时 ,A 所 
的 速度 va 一 5cm。s- ,加 速度 aa=0. 求 此 时 小 环 
M 的 速度 和 加 速度 的 大 小 ， 
解 ” 方 法 一 ;在 所 求 位 置 时 ,M 点 的 牵连 速度 
v.、 相 对 速度 v, 和 绝对 速度 vx 如 图 1. 15 了 所 示 . vw 汀 
4 环 的 切线 方向 ,v, 与 4M 午 直 ,ww 沿 B 环 的 切线 


第 一 章 ”质点 运动 学 。27 。 


方 回 Un 与 MB 洽 直 . We 与 AB 平行 . 在 图 示 位 置 ,a 一 30°, 可 得 0 一 /一 60 . 


UM = v= v= cm*s 
取 z 轴 ,B 为 原点 ,AB 方向 为 正方 向 
24 一 一 2 人 cosaw 


va 一 ea = 2Rsina a 
d xa 
dt 
在 wa 一 30",u 一 5cm。s- ly,a4 一 0, 从 上 述 两 式 得 
wx 一 1s-!, a 一 一 ~/ 3 Ss-: 

M 点 的 相对 运动 是 以 4 为 圆心 .半径 为 R 的 圆周 运动 ， 

切 向 相对 加 速度 a4, 二 Ra 二 一 5~M3cm*s 

法 向 相对 加 速度 a;,, 一 Ra 二 5cm ，s 辣 

M 点 的 牵连 加 速度 ,此 时 为 零 ,q. 王 0. 


Quy =a;,= Nai,+c+a:,= lO0cm*s™ 

方法 二 ;此 题 也 可 不 做 相对 运动 问题 ,直接 对 M 点 的 x、y 坐标 (原点 在 B 点 ,如 图 所 
示 ) 求 导 SAMr™ 区 My 一 Yy ,它们 是 过 4、 XA 与 人 的 图 数 . 

1. 3.8 有 一 与 x 轴 夹 角 为 45" 的 直线 ,以 速率 x 垂直 于 直线 的 方向 向 过 轴 负 网 \,y 轴 
正 向 运动 . 设 在 上 一 0 时 , 它 与 芸 链 线 

y 一 4 (e* 十 e“) 

(其 中 a 为 正 值 常数 ) 交 于 x=0 处 , 求 此 交点 的 速度 作为 时 间 的 函数 . 男 一 个 交点 移动 的 
速度 又 如 何 随时 间 变 化 ? 

解 ” 以 直线 为 动 参 考 系 . 


一 9Reosa， a? 十 2Rsina a 


.ee 


V2 . ~Y2 
bo =u=— eit ew 
2 2 
V2 ，, V2. 
VU, 二 Ww 一 xf vw 
2 2 
x 
de 
a dr dz 加 a 
上 -_ 1 sech| 之 
a 


cosyg 二 一 一 一 一 一 一 二 
V1tan’g | sp . 
| sh2| 之 
a 


三 |- sech |= 一 中 


] 1J 一 TaTmn0H 一 sh -一 一 一 
Sn An * COS9 
位 0 


. 28 。 力学 (上 内 ) 


v0 一 zcosgi 十 vsingj 一 一 vsech| |i— vth| 三 | 7 
v0 to Ew it M2 cw + 
所 以 一 vsech 三 | - 2 ww (1) 
一 vth 三 | = 2 w+ (2) 


一 ~ 2 
sech 三 | 一 th| 三 | 
a C 
~ 2 xsech| 二 
fi 一 一 vsech| 二 | = 4 
a th| 三 | — sech zz 
a a 
二 3ush| 于 
y 二 一 vth| 一 | 一 
4 sh| 三 | 一 1 
a 
dz vB 
dz [三 | 一 1 
a 


[lsh 
ach[ | — z= Zu 


对 于 男 一 交点 ,也 像 上 述 那 样 瑟 vw.、vw; 等 . 从 图 1. 16 可 见 ,w,w 的 式 子 仍 适用 ,tang 的 
式 子 也 一 样 ,cosp、sing 的 式 子 人 负 号 改 成 正 号 ,因而 与 (1)、(2) 两 式 相应 的 式 子 以 及 由 它们 
解 出 的 v 均 差 一 负 号 ,但 最 后 得 到 的 之 、y 的 式 子 也 


工 | 一 1Jaz=| ~ 2 zxdt 
0 


， ”是 适用 的 ， 
,1、 d ~V 
“| |、 对 于 另 一 交点 ,对 党 = 一 六 -一 积 分 ， 
i ww sh| 三 一 1 
a 
7 
y ach | -z=Vaute (3) 

a a 


t 二 0 时 , 滔 一 交 操 的 x、y 坐标 满足 


AD 
Q va a、 _ 之 
~ y= (e 十 e ) 一 ach| 三 | 
Pad y 二 TX 十 a 
Xx 


印 zx 满 正 
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ach 


=a (4) 
式 (3) 令 1 二 0, 再 与 式 (4) 比 较 , 可 定 出 c==a, 可 见 


ach Eze Vu 


对 另 一 交点 也 同样 运用 . 
1. 3.9 用 相对 运动 理论 求 1. 1. 24 题 中 B 点 相对 于 直线 LM 的 速度 和 加 速度 . 
解 ” 取 LM 为 动 参考 系 , 它 是 一 个 转动 参 
考 系 ,要 求 B 的 相对 速度 w 和 相对 加 速度 a,, 今 
用 图 1. 17 中 的 a 为 参量 及 zx、y 坐标 的 单位 天 
量 表示 它们 . 
v= Ro= R. 2 a= 2Rw 
v,— vsina 一 2Rwsina 
VU;,=— v,(cosai 十 sinaj) 
—— 2Rwsina(cosai 十 sinaj) 
4 一 0 十 Co 十 20wX vv, 
a 沿 MO 方 问 , 指 癌 Q 扣 ， 图 1. 17 
a~= Ry 一 4Ra = 4Rw 
a; 沿 BA 方向 ,议定 指 册 A 的 方 癌 为 正 ， 
a。 有 两 部 分 ,一品 分 沿 4 方 同 ;为 gm, 一 部 分 沿 v, 方 同 , 为 ax. 今 aw 一 0. 
a,. = 2Reosa .ao2 一 2Rwicosa 


w 一 wk,2 ww Xu 在 a: 方 回 无 分 量 . 


a 在 a; 方 同 的 分 量 为 4Rwicosa， 
所 以 ar = 4Rw’cosa — a,, 一 2Rw’cosa 
a, 一 一 2Rw’cosa(cosai 十 sinaj) 


1. 3. 10 ”一 个 半径 为 尺 的 转盘 绕 通 过 盘 心 的 王 直 盘面 
的 轴 以 恒定 角速度 w 转动 . 两 个 小 孩 A 和 B 相对 于 圆 盘 议 
止 于 盘 的 边缘 ,4OB=90", 用 图 画 出 在 图 1. 18 所 示 位 是， 
4 看 到 的 B 的 速度 和 加 速度 ,标明 大 小 和 方 同 ,分 别 选用 以 
4 为 原点 的 平 动 参考 系 和 转动 参考 系 ， 

解 ”对 静 参 考 系 ,4 点 的 速度 此 时 沿 切线 方 癌 癌 左 ,加 
速度 指向 圆心 ,大 小 分 别 为 wR 和 wR.B 点 的 速度 此 时 沿 切 
线 方 向 向 下 ,加 速度 指向 圆心 ,大 小 分 别 为 waR 和 wiR. 

用 A 已 平 动 参考 系 ,B 点 的 速度 为 vp 一 v4, 加 速度 为 UB 
一 a4,vs\va、4s、a4 均 为 对 静 参 考 系 的 . 相对 速度 大 小 为 V 2 wR, 方 向 与 4B 垂直 问 右 下 
方 , 相 对 加 速度 大 小 为 2 wR, 沿 B4 方向 ,如 图 1. 19 所 示 . 


图 1.18 


第 一 章 ”质点 运动 学 。 31 。 


io 一 sin 了 十 cos | 


a = 4, 十 4 一 oz| 一 Lsin 7COSO 


i 十 | Tleos 了 一 rsing|j 


取 固 连 于 OA 以 O 为 原点 的 转动 参考 系 , 为 了 与 1.2.4 题 的 结果 比较 , 取 固 定 的 zy 
坐标 ,x、y 轴 均 与 平 动 参 考 系 所 取 的 x、y 轴 分 别 平行 ,如 图 1. 21 所 示 ， 


v, — OB ¢ (sin0i + cos0}) 
dOB ， ， ，， ， ， 。 
VU, 一 忆 十 也 一 Cosli 一 Snl 门 十 OOBCO 十 OIC 一 Sin 大 一 cos0]) 


[ 一 2rsin 区 


2 


OBsing 一 


sin 六 (zx 一 V) = lcos 了 一 rsing 


OpBcosl 一 7 十 1 一 27SsSln 了 


COS 六 (zx 一 9V) = lsin 了 十 7COSO 


图 1.21 
上 述 两 式 两 边 分 别 对 上 求 导 ， 
OBcos60 十 5 sing 一 一 六 lsin 了 0 一 rcosOO (1) 
— OBsin8 0 十 Cosb 一 六 cos 加 0 一 rsino 0 《2 ) 


v= vv 


dOB 


| ”OpBsing 0 十 1 cos6 dOB 


dt 


i 十 | — OBcos0 0— sing i 


一 rwsing 


| 十 9 
= [Tlwcos 4 


求 a 也 可 先 写 出 a.、a,、ai,; 再 用 a 一 4 十 a; 十 a., 其 中 涉及 的 量 可 从 对 ()、(2) 两 式 两 边 


i 十 | losin 了 十 rwcosg 


J 


*。 32 。 力学 (上 册 ) 


分 别 对 上 求 导 获 得 ,这 种 方法 比较 繁琐 ,我 们 用 a= cz 的 办 法 
dv 1 ，，， 9 


4 一 了 二 一 人 sin 7 一 fccosO 


o=0 时 ,pa 均 有 1.2.4 题 解 得 的 结果 ， 
取 以 4 为 原点 有 平 动 又 有 转动 .转动 角速度 为 一 w 的 动 参 考 系 ,表达 的 坐标 系 只 作 
平 动 ,如 图 1. 22 所 示 . 


Ve= Vo 十 Vo = rw(— singi 十 cos27) 十 io| cos Zi! 十 si gj 


i 十 区 —lw’cos 六 一 rasing 了 


v,=1p 一 COS 


Pp, .. Pj|—— 
2! sin oJ 


COS i 十 sin | 


pl 


图 1. 22 
其 中 用 了 Bp 一 p+y 一 9 十 | 艺 一 嘻 | 一 他 十 对 
v = VV, + VV, = | 一 rasing 十 六 1acos |i+ rwWCOS9 十 Flowsin 于 J 


d= da 十 Go = rw (— cospi— singj) + io 一 sin 经 eos 全 


i 人 了 川 一 寺 :| 一 :. 9, 9. 
a, 1 | sin pz 十 cos 人 4 sin 357 cos 2 
4.= 2wk X v, = 1 | sin i 一 COS 2 


2 一 4. 十 0r 十 4 


卫 | 7 


— rw cosp— Tlesin 于 | 十 | 一 rw“sSlnp 十 全 utcos 5 


当然 ,用 ae 一 5 可 以 更 简便 得 到 结果 . 

1. 3. 12 平面 I 可 绕 通 过 固定 点 O: (在 平面 I 上 ) 的 垂直 轴 转 动 ,平面 1 可 统 通 过 0， 
( 轿 连 于 平面 1 ) 的 垂直 于 两 平面 的 轴 转 动 . 若 一 w, 如 图 1.23 所 示 . 证 明 在 静 参考 系 中 
平面 1 作 平 动 
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提示 :只 要 证 明 平 面 工 上 任 一 点 4 的 绝对 速度 与 4 的 位 置 无 关 即 可 . 
证 明 取 平 面 了 上 上任 一 点 和 A, 此 时 A 与 O10O; 的 距离 分 别 为 risr2 ;O14A、O024 与 O10, 
连 线 的 夹 角 分 别 为 a、8, 如 图 1. 24 所 示 . 


图 1. 23 图 1. 24 


取 平 面 I 动 参考 系 ,4 点 的 牵连 速度 为 wr ,相对 速度 为 wrs, 如 图 1. 24 所 示 . 4 点 的 
绝对 速度 是 上 述 两 个 速度 的 矢量 和 ( 令 四 一 w 一 只). 

绝对 速度 沿 010, 方向 的 分 量 为 

wsinl — wrisina = (AB — AB)w=0 
绝对 速度 沿 与 O10: 垂直 方 癌 的 分 量 为 
wricosa 十 wrcosp = wOB 十 BO,) 一 w * Oi0, 

均 与 4 点 的 位 置 无 关 , 说 明 此 刻 平面 1 上 各 点 均 有 同样 的 速度 ,平面 1 跟随 O。 点 作 平 
动 ,Os 点 绕 O; 点 以 角速度 w 转动 .w 可 以 是 时 间 的 函数 ， 

1. 3. 13 ”一 个 质点 在 zy 平面 内 的 运动 学 方程 为 zx 一 Jiz),y 王 5) ,此 平面 以 等 角 速 
w 绕 过 原点 在 zz 平面 上 与 x、z 轴 的 夹 角 均 为 45" 的 固定 轴 转 动 . 求 质点 对 静 参 考 系 的 速 
度 和 加 速度 (用 动 坐标 系 表达 ). 


解 w= wit hk) 
w X i= Yow), w X j= wo(—itk) 
w Xk =— Yo) 


r 一 fi g(t)j 
dr 
v= =/itigytéeited 


~ fi fw xi 十 部 十 gwX7 


s 334» 


力学 (上 册 ) 
一 


tox [|7 je AE) + Zag 
be V2 wg— Sof li (gE + 2wf— weg)j 


+ [V2wgt+ a 


1.3.14 一 个 质点 在 zy 平面 内 的 运动 学 方程 为 一 e ,9 二 bt(c.b 为 常量 ) ,rw 为 极 
坐标 . 此 平面 以 等 角 速 w 绕 固定 的 x 轴 转 动 . 求 质 点 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 ( 见 图 
1. 25). 


图 1. 25 
解 w=wi 
de, de, , 。 . . 、 
gz qr TXe,= ok Xe wsingk = ge, wsingk 
de de, 
dt dd 


e , * . 
， tix er= GkX est wsin| T+ gh 


一 pe, 十 weosopk 


mg 
er 


了 一 wi Xk=— wi=— w(sing e, 十 COS9 ep) 
P 一 bt, 9 一 6 
广 一 ece 
dr 


de 
7) CecB er * cr cr cr * 
= 十 :+ 一 ce er 十 2e er 十 ewsing Kk 
doy 


de de 

i 2 ct ct r 1 P 
一 一 《ee 十 ce pcece 十 pet 

dz dr 十 ? - dr 


a 


十 (ce“wsing 十 be“wcosp)k 十 e“ Cosinp 


~ ecLc — bo wsin:9)e, + (2bc 一 w’sing cosg)e, 
十 2w(bcosg 十 csing)K | 
其 中 gb. 


1.3.15 图 1.26 中 机 构 在 图 示 位 置 时 , 杆 Oh 绕 O 点 的 角速度 为 2rad/s, 求 此 时 C 
的 角速度 w 及 B 点 的 速度 vs 


图 1. 26 


解 方法 一 :pz4 王 8X2 一 16cmy/s , 方 回 加 下 ， 
10 一 8 } 


tana 一 4 一 arctan 六 一 8.13” 


14 7 1 
B= 90°— 45°— 0@ 一 36.87? 

取 C 统 DD 转动 的 参考 系 为 动 系 ,A 点 的 绝对 速度 可 视 为 在 动 系 中 4 点 的 牵连 速度 
va 一 4D。，w( 沿 垩 直 于 AD 的 向 左下 方向 ) 与 4B 杆 的 相对 速度 va( 沿 4B 方向 ) 的 矢量 
和 

AD= 10、 2cm 
w+ 10~ 2 cosa 一 mcosB (1) 
w。10 ~ 2 sina 十 sin 一 z = 16 (2) 
式 (1)XsinB 十 式 (2) Xecosp， 
10 ~/ 2 wsin(a 十 8) = l16cospB 
16cos36. 87° 
“10M sin45 

此 时 ,4B 杆 围 比 4 点 的 角速度 (说 得 详细 一 点 在 4 点 平 动 参考 系 中 4B 杆 围绕 4 

点 的 角速度 ) 即 C 围绕 DD 点 的 角速度 w,vs 是 牵连 速度 wa 与 相对 速度 waa 的 矢量 和 . 


Up = (va 一 一 4BcucosB)“ 十 (ABwsin8)’ 
一 UU 十 (ABw):’ -一 2vaABwcosp 
= M16 二 (20 xX 1.28)? — 2 Xx 16 Xx 20 x 1.28cos36.87° = 1l6cm/s 


方法 二 : 取 C 绕 DD 转动 的 参考 系 为 动 系 ,B 点 的 相对 速度 就 是 4 点 的 相对 速度 ,由 式 
(1)、(2) 解 出 


一 1.28rady/s 


lO~ 2 wosa 


UBr 一 4r 一 
cosp 


B 点 的 牵连 速度 得 直 于 DB 指 问 左 上 ， 
/ vp = DB.:w 


一 22. 40cm/s 
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vB 一 人 (opcos45" 一 wp) 十 (vagsin45?") = 16cmy/s 
1.3.16 若 上 题 除 所 给 条 件 以 外 再 加 上 在 图 示 位 置 OA 杆 绕 O 点 的 角 加 速度 为 零 ， 
求 此 时 C 的 角 加 速度 w 及 B 点 的 加 速度 as. 
解 ” 取 C 转动 参考 系 为 动 系 ， 
da = da 二 Qa qa (1) 
绝对 加 速度 
a4 = OA4A.2:=8 Xx 2= 32cm/s’ 
沿 4O 方向 . 
牵连 加 速度 有 切身 和 法 癌 两 部 分 ,分 别 标 以 aar、aam， 
ai 一 4D.o=10W2 w= 14.14% 
ai 一 4D 凤 一 102 Xx (1.28) = 23.17cm/s’ 
相对 加 速度 a4, 设 沿 BA 方 同 ， 
科 氏 加 速度 a. 二 2w Xpuawyouw 沿 4B 方向 ,a 方向 垂直 于 4B 指 问 


Har 


| 


六 
入 


za 一 2X1.28XX22.40 一 57.34cmy/s: 
aadradieku 的 正方 器 规 定 如 图 1. 27 所 示 ， 
(i) 式 的 分 其 方程 为 


图 1. 27 Qa4Ccos 帮 Thercosa 一 QoSina 一 Qhsinp 一 C4 


Er na ss 


asinpg 一 ah4xrSina 一 Q4mcosa 十 Caccosg 一 0 

上 

auwcos36. 87*。 十 14. 14 wcos8. 13° — 23, 17sind. 13° 一 57. 34sin36. 87° 一 32 

adsin36. 87° 一 id. 145%sin8.13。 一 23. 17cos8.13° 十 57. 34cos36.87" 一 0 
解 得 

4 一 -一 18.2cm/s2 
w= 6. 02rad/s? 
qsp = dp dpe QBpc = A Aper + dpen TT 2 WX Va 


air ar Camag& 的 正方 癌 规 定 如 图 1. 28 所 示 . 


td Ber 
24r 一 一 184， 2cm/s’ dp Cpc 
45 I45, 
ape= DB w= 10~vV 2 Xx 6.02 = 85.1cm/s’ 2 45° . 
ap = OB * ww = 23. 17cm/s’ 
图 1. 28 


QBp = 2wva = 2 X 1.28 x 22.40 = 57. 34cm/s’ 


他 也 一 [ aa; 十 (Q Ber 十 dpen COSA45° | 十 Lam 十 (Q Ber 本 apeon)cos45? 1] 


= 116. 7cm/s’ 


第 


二 章 质点 动力 学 


2.1 牛顿 运动 定律 


2.1.1 质量 为 M 的 人 通过 质量 可 以 不 计 、. 不 可 伸 长 的 绳子 和 摩擦 可 忽略 的 定 滑轮 ， 
将 质量 为 m 的 重 物 提起 ,如 图 2. 1 所 示 . 分 两 种 情况 : (1) 物 
体 习 速 上 升 !(2) 物 体 以 加 速度 ac 上 升 .求人 对 地 面 的 压力 . 


解 〈1) 设 绳子 张力 为 人 ,人 对 地 面 的 压力 为 NN. 
和 N 十 了 一 Mg 一 0 


式 中 的 N 是 地 面 对 人 的 支持 力 ( 同 上 ), 它 是 人 对 地 面 的 压力 


(向 下 ) 的 反作用 力 ,数值 相等 . © 国 蕊 
N= Me—T= (Mm)e M 
(2) 了 一 Mg 一 M20 
AN 十 7 一 Ag=0 


图 2.1 
N=Mg—T=(M—m)g+ma 


2.1.2 图 2.2 中 人 的 质量 m==60kg, 人 所 站 着 的 底板 质量 ms 二 20kg ,绳子 和 滑轮 
质量 均 可 忽略 不 计 . 人 要 用 多 大 的 力 拉 住 绳子 ,才能 保持 自己 和 底板 静止 不 动 . 


各 
RE 
上 


图 2. 2 
解 ” 设 绕 过 最 下 面 的 滑轮 的 绳子 张力 为 了 工 , 则 以 该 滑轮 为 系统 , 列 平衡 方程 可 得 , 绕 
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过 中 间 滑 轮 的 绳子 张力 为 2 了 7 ,再 分 别 以 中 间 滑 轮 和 最 上 面 的 滑轮 为 系统 列 平 衡 方程 可 
得 : 统 过 最 上 面 的 滑轮 的 绳子 张力 为 47, 系 在 天 伦 板 上 的 绳子 张力 为 87 
以 三 个 清 办、 人 、 确 板 和 连 绪 它 们 的 绳子 为 系统 , 列 平衡 方程 
8 一 Mg 一 Mg 一 有 0 


= Bm+m)g = HX (60+ 20) x 9.8 = 98(N) 


人 的 拉力 等 于 那 段 强 子 的 张力 ,故人 的 拉力 为 98N, 方 同 则 下 ， 

2.1.3 ” 跨 过 一 个 无 摩擦 定 滑 辊 的 一 根 强 子 , 一 六 挂 有 
9kg 质量 , 另 一 端 挂 有 7kg 质量 ,如 图 2. 3 所 示 . 求 加 速度 和 
绳 中 的 张力 ， 

解 ” 设 绳 中 张力 为 工 ,m1 二 9kg ,ms 二 7kg ,mi 获得 阿 下 
的 加 速度 为 a,m。 有 了 问 上 的 加 速度 a， 

MT1Q 一 12B 一 下 


ma 一 — mg 


7 (m1 本 1112 ) 8 
解 得 4 一 人 十 加 一 1. 225m/s 
mi 十 my 


图 2.4 


2. 1.4 图 2.4 中 滑轮 及 绳子 质量 均 可 忽略 不 计 , 所 有 的 接触 均 是 光滑 的 . 分 两 种 悄 
况 :(1) 要 使 m、m;、M 之 间 无 相对 运动 ; (2) 要 使 M 保持 静止 ,必须 施 以 M 的 水 平 力 Ff 
多 大 ? AM 对 水 平面 的 压力 N 多 大 ? 

解 ” 设 绳子 张力 为 工 . 

(1) m2 在 竖 直 方向 无 运动 ,TT 二 mzg. mi 只 有 水 平方 同 有 运动 , 设 加 速度 为 a， 


MiC 一 = mg 
所 以 a 一 PE 


mi、mz、M 间 无 相对 运动 , 故 上 述 a 也 是 mi、ms、M 组 成 的 系统 的 加 速度 ， 
mm 二 ms 十 M)g 


| 


F 一 (oz 十 12 Ma = 
这 个 系统 在 紧 直 方 癌 无 运动 ， 
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N= (mm,+ Mg 
(2) 因 M 保持 静止 ,mx, 向 右 的 加 速度 和 xm; 向 下 的 加 速度 大 小 相同 , 均 为 a， 


mia 一 了， mod 一 mpg 一 了 
2 WB dB US 
a= 本 二 一 上 到- 
解 得 mi 十 mm， , mi 二 mm， 


mz 在 水 平方 同 无 运动 , 故 Ms 间 无 相互 作用 力 , 以 M 和 滑轮 为 系统 ,水 平方 向 只 
受到 两 个 力 ,一 个 是 回 右 的 力 已 , 另 一 个 是 向 左 的 绳子 张力 了 ,M 保持 静止 , 故 
F=T= 本 
对 mi、ms 和 M( 包 括 滑轮 ) 列 竖 直 方向 的 牛顿 运动 第 二 定律 方程 再 相 加 得 
ma 一 (Adf 十 Mi 十 pg 一 入 
m2g 
m1 十 m2 


必 一 (M+mit m,)g 一 


Wm 


一 人 好 十 m1 下 m] 一 m， 
注意 :ma 受到 绳子 同上 的 拉力 :而 淮 轮 也 受到 强 子 向 下 的 拉力 工 . 
2.1.5 图 2.5 中 小 车 质量 M. 重 牧 球 量 mx 以 及 固定 斜面 的 倾角 a 都 是 已 知 的 ,绳子 
不 可 伸 长 ,绳子 和 滑轮 的 质量 以 及 整个 装置 中 的 摩擦 力 均 可 略 去 不 计 , 求 小 车 和 重 物 的 加 
速度 . 


2 


A . 
NSX 
， 0 下 


图 2.5 

解 ” 滑 轮 1 的 轮 心 沿 科 面向 上 移动 的 距离 也 就 是 M 沿 和 斜面 同上 移动 的 距离 , 设 此 距 
离 为 zx, 则 滑轮 3 的 轮 心 向 下 移动 的 距离 为 2z,m 向 下 移动 的 距离 为 4x. 由 此 可 得 m 向 

下 的 速度 ww 、 加 速度 a 与 M 沿 斜 面 加 上 的 速度 vx、 加 速度 ax 有 下 列 关 系 : 
一 4vM, Qi = 4am (1) 
分 别 对 滑轮 3 和 滑轮 1 用 和 牛顿 运动 第 二 定律 可 得 : 厂 连 结 m 的 绳子 张力 为 工 , 则 连 

结 M 的 绳子 张力 为 47. 

manm 一 Mg 一 了 (2 ) 
Maxw = 41 — Mpgsina (3) 
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m 一 Msina 
解 出 dM 一 一 十 16m 5 
加 4(4m 一 Msina) 
M + 16m 
2.1.6 二 块 质量 均 为 m 的 相同 物 块 个 放 在 水 平面 
上 ,如 图 2.6 所 示 . 各 接触 面 间 的 摩擦 因数 均 为 w, 有 一 从 
等 不 断 加 大 的 水 平 力 F 作用 在 最 下 面 的 物 块 上 , 问 下 达 多 
大 时 ,最 下 面 的 物 块 才能 有 对 上 面 两 物 块 的 相对 运动 . 
F 解 ” 设 最 下 面 物 块 与 上 面 两 物 块 将 发 生 而 尚未 发 生 
相对 运动 的 临界 状态 时 ,它们 的 加 速度 均 为 a， 
图 2. 6 3ma = FC— 3umeg 
ma = Fo 3mg 一 2umg 


dm 


消去 a 即 得 
F = 6umg 

因为 原来 无 相对 运动 ,RF 从 零 增 大 到 6jumg 时 仍 无 相对 运动 ,Ff 需 略 大 于 6jmg 时 才 
能 发 生 相对 运动 . 

2.1.7 质量 为 M 的 木板 静 置 于 水 平 桌面 上 (如 图 2.7 所 示 ) ,一 端 4 与 桌 边 对 齐 , 林 
板 上 放 着 一 质量 为 m 的 小 物体 , 它 离 板 的 4 端 距 离 i ,桌面 长 工 , 现在 板 的 男 一 并 B 有 一 
恒定 的 水 平 力作 用 ,要 将 木板 从 小 物体 下 抽出 ,又 不 至 于 使 小 物体 从 桌 边 落 到 地 上 .大 
各 接触 面 的 摩擦 因数 均 为 y,F 至 少 多 大 ? 


图 2.7 


解 ” 小 物体 未 脱离 木板 时 受到 木板 施 给 的 同 前 的 摩擦 力 jmg ,脱离 木板 后 ,受到 于 
面 施 给 的 向 后 的 摩擦 力 一 jmg ,产生 的 加 速度 ,一 个 为 yg ,一 个 为 一 pg. 开 好 小 物体 静止 ， 
最 后 到 果 边 时 也 要 刚好 静止 . 因此 ,小 物体 脱离 木板 时 应 走 了 全 程 的 一 半 距 离 . 说 历时 为 


1 /1 
2 《二 人 ) = HAS (1) 


至 + 时 ,木板 走 的 距离 为 /十 方 (一 /), 木 板 也 在 恒 力 作用 下 做 名 加 速 运动 , 设 加 速度 
为 a， 
1 1 ， 
lo 0 = (2) 


此 a 是 水 平 作用 力 Fo、 小 物体 施 给 的 摩擦 力 一 jmg 和 和 果 面 施 给 的 谭 擦 力 一 x(M 十 m)g 
的 合力 产生 的 ， 
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Ma 一 on 一 pg — 4(M + m)g (3) 
式 (1)、(2)、(3) 中 有 三 个 未 知 量 ta 和 win, 可 解 出 
inin 一 2HA8 4 2 — 
2.1.8 一 块 砖 以 初速 度 1. 5m/s 在 一 与 水 平面 成 30° 角 的 斜面 上 向 上 运动 ,摩擦 因 


数 /二 总, 问 经 0. 5s 后 ,此 砖 离 它 的 初始 位 置 有 多 远 ? 


解 ” 因 为 沿 和 斜面 向 上 运动 还 是 向 下 运动 摩擦 力 的 方向 不 同 , 因 此 加 速度 不 同 , 问 上 运 
动 和 向 下 运动 不 能 用 统一 的 运动 学 方程 表达 ,必须 判明 上 一 0 一 上 一 0. 5s 期 间 , 是 否 都 是 加 
上 运动 . 

设 砖 块 质量 为 m, 沿 斜面 同上 的 加 速度 为 al， 


mal 一 一 MgSstn30 — umgcos30° 
~ ~ 5 
好 1 一 一 1 | 之 3. 祥 lg= 一 全 5 
2 12 2 8 
设 达 到 最 高 点 的 时 刻 为 
0 一 vo 一 Qt 
1 = 一 本 一 ?0.245s 
" x9.8 


f1 过 0. 5s, 故 上 一 0. 245s 一 0. 5s 期 间 , 砖 块 从 最 高 点 沿 斜 面 从 静止 开始 下 滑 , 下 滑 时 加 速度 
设 为 U2 
ma, = mgsin30° 一 umpgcos30° 
_{1 V3_vV3|,_3 
m= |l— V3 7 a = gs 
砖 块 在 0. 5s 时 离 初始 位 置 沿 斜面 右上 运动 的 距离 


$= §1 — $» — Voli 十 pe saz0. 0 一 £1)° 


PE 


_5 / 2 1 
~ X 9.8) (0.245)*— » X 


3 
8 


x 9.8(0.5 一 0.2457)7 


= 1.5X0.245 十 六 


= 0. 064m 

2.1.9 两 个 无 质量 的 小 环 在 一 个 处 于 铅 垂 面 内 
的 光滑 圆 环 上 滑动 ,一 穿 过 两 环 的 光滑 弦 线 上 高 有 三 
个 重 物 ,两 个 在 两 端 ,一 个 在 两 环 之 则 .如果 当 小 环 A、 
B 在 离开 圆 环 最 高 点 五 对 环 心 O 的 张 角 30" 时 处 于 平 
衡 ,如 图 2. 8 所 示 . 求 系 在 弦 线 上 的 三 重 物 DE、G 的 
质量 之 间 的 关系 . 

解 ” 由 于 小 环 与 大 环 间 无 摩擦 ,大 环 对 小 环 的 作 
用 力 必 沿 OA、0B 方向 ,平衡 时 ,AD、BE 都 是 铅 研 的 ， 
都 平行 于 五 O , 履 

/OBE = /0A4D = 30° 
分 别 隔离 小 环 4 和 B, 考 虑 到 弦 线 是 光 宰 的 ,G 两 
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边 各 处 张力 分 别 相 等 ， 
/0AG = /OBG = 30° 
且 G 点 必 在 五 O 连 线 上 . 

重 物 G 除 受 两 边 弦 线 的 张力 外 ,还 受到 竖 直 向 下 的 重力 ,考虑 重 物 G 处 于 平衡 ,G 两 
边 的 张力 也 必须 相等 ,由 此 可 见 , 重 物 D、E 必须 质量 相等 ,再 对 重 物 G 列 平衡 方程 ,三 个 
力 的 夹 角 均 为 120°, 因 此 三 个 力 必须 大 小 相等 ,由 此 可 得 出 结论 :D、E、G 三 个 重 物 的 质量 
都 相等 . 

2.1. 10 质量 为 m 的 小 环 套 在 强 上 ,绳子 跨 过 定 滑 轮 并 在 另 一 端 系 一 质量 为 M 的 
物体 . 车 绳子 不 可 伸 长 .不 计 质 量 , 绳 子 与 滑轮 间 的 摩擦 力 可 忽略 ,小 环 相对 于 绳子 以 加 速 
度 a 下落, 求 小 环 与 强 子 间 的 摩擦 力 . 

解 图 2.9 画 出 了 物体 和 小 环 的 受 力 情 况 及 对 静 参 

J 考 系 的 加 速度 ,其 中 了 是 绳子 张力 ,了 是 绳子 作用 于 小 环 
的 摩擦 力 ,a 是 小 环 相 对 于 与 之 接触 的 那 段 绳子 的 加 速 
了 度 ,绳子 不 可 伸 长 ,小 环 有 向 上 的 牵连 加 速度 ax, 故 小 环 


Mg mg 问 下 的 绝对 加 速度 为 a 一 axm， 
图 2. 9 ARyazy = Mg— 1 (1) 
ml(a—~axy)= me—J (2) 


对 一 段 绳 子 ( 处 于 套 有 小 环 、 在 滑轮 一 边 的 任意 长 度 的 一 段 ), 受 到 两 个 力 : 上 给 爱 到 
向 上 的 张力 了 ;与 小 环 接触 处 受到 小 环 给 的 四 下 的 摩擦 力 人 绳 段 无 质量 ， 
T= (3) 
解 出 


miM 
m+ M 


f= (2g 一 a) 


2.1. 11 一 个 质量 为 m 的 物体 通过 一 根 质量 可 以 不 计 的 绳子 绕 水 平 棒 1 地 周 后 于 另 
一 端 加 一 水 平 力 玉 ,如 图 2. 10 所 示 . 若 绳 子 和 棒 之 间 的 摩擦 因数 为 ,要 使 物体 保持 静止 
状态 ,应 施加 多 大 的 水 平 拉力 ? 

解 ”有 两 种 临界 情况 ,一 种 是 mg 的 情况 ; 另 一 种 是 下 mg 的 情况 .两 种 情况 下 ， 
摩擦 力 均 为 最 大 静摩擦 ,但 方向 相反 . 


-一 
A 


F 人 T+dT 
4 ” 
T 过 多 


图 2. 10 图 2. 11 


第 二 章 ”质点 动力 学 。43 。 


第 一 种 情况 :考虑 绕 在 棒 上 的 绳子 微 元 , 受 力 情 况 如 图 2. 11 所 示 ， 
十 dT 十 pdN 一 人 


dN 一 27sin SF 一 了 dp 
可 得 d7 一 一 AT dy 


当 g=0 时 ,T=mg,8= 这 x 时 ,T= Fin 
名 x 
em 
Fi, = mpge i” 
第 二 种 情况 : 微 元 受 力 情况 如 图 2. 12 所 示 ， 
T+dT+udN=7 


dN — 2Tsin ‘9 — Tade 


d7 一 一 ALT dy 
| dT7 他 J 
jar 
Frax —= mpge” 


施加 的 水 平 力 F 在 这 两 个 临界 情况 之 间 , 物 体 都 能 保持 静止 . 


_5§ 5 
mpe 2 < 下 age 


图 2.12 图 2.13 


2.1 12 一 根 质 量 为 M 的 均 质 绳子 ,两 端 固定 在 同一 高 度 的 两 个 钉子 上 ,在 其 中 扣 
挂 一 质量 为 六 的 物体 . 设 w、8 分 别 为 在 绳子 中 点 和 端点 处 绳子 的 切线 方 癌 与 竖 二 方 网 的 
夹 角 ,如 图 2.13 所 示 . 证 明 ， 


tana 4 十 7 
tanp m 


证 明 设 绳子 中 点 处 张力 为 Ti, 钉子 处 绳子 张力 为 T2. 连结 物体 的 那 段 不 计 质 量 的 
绳子 张力 T= 二 mg. 
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对 绳子 中 点 和 对 绳子 .物体 作为 系统 列 平 衡 方程 ， 
2T cosa 一 mpg (1) 
2T ,cosB = (M+ m)g (2) 
再 对 钉子 至 中 点 半 条 绳子 列 水 平方 问 的 平衡 方程 ， 
T,sinf = Tsina (3) 


由 式 (1)、(2) 得 TacosB_ M+m 


Tcosa m 


Pe 1, sina 


代入 上 式 即 得 ne 

2. 1. 13 一 质量 为 M 的 均 质 链条 套 在 一 表面 光滑 、 顶 角 为 a、 底面 处 于 水 平 的 正 圆 
锥 上 保持 静止 ,大 链条 平面 平行 于 水 平面 , 求 链 条 中 的 张力 ， 

解 ” 取 对 正 圆 锥 对 称 轴 上 处 于 链条 平面 上 的 点 的 张 角 为 dp 的 一 段 链条 , 正 圆 锥 的 支 


持 力 dN 的 水 平分 量 、 竖 直 分 量 分 别 为 4Ncos 了 和 dNsin 也 .链条 各 处 张力 均 为 了 ， 


dNceos 了 一 27 Sin 


二 
Tdy -一 7 do 
两 式 相 除 消 去 dN .dp, 可 得 


2.1.14 真空 中 有 缺陷 的 .质量 为 950kg 的 卫星 ,被 飞船 用 一 根 50m 长 、 线 密度 为 
lkg/m 的 均 质 绳 牵 着 以 5m/s’ 的 加 速度 做 匀 加 速 直 线 运动 . 
(1) 飞船 作用 在 强 上 的 力 多 大 ? 
(2) 计算 强 的 张力 ; 
(3) 飞船 上 的 人 精疲力竭 睡 着 了 ,飞船 助 推 器 的 控制 电路 之 一 发 生 短路 ,使 加 速度 变 
为 lmys 的 减速 度 . 这 个 事故 会 发 生 什么 后 朵 ? 
解 (1) F = (mmma)a 
一 (1X50 十 950)X5 一 5X10(N) 
(2) 由 于 绳子 具有 质量 晶 有 不 为 零 的 加 速度 , 强 上 各 点 的 张力 不 相等 . 取 强 与 飞船 的 
连接 点 为 z 轴 的 零点 ,飞船 指 问 卫星 的 方 同 为 xz 轴 正 方 同 , 则 绳子 张力 
T(x)= [ma + mgm (rx) ja 
一 [950 十 1X(50 一 Z)]X5= 王 5X10 一 5zGON) 
0 莹 工艺 50 
(3) 事故 发 生 后 ,卫星 仍 以 原来 已 获得 的 速度 ( 设 为 vo) 运动 ,绳子 处 于 弯曲 状态 ,两 
端的 张力 的 水 平分 量 将 使 卫星 加 速 ,飞船 有 更 大 的 减速 度 . 耕 不 计 强 子 张力 的 作用 ,事故 
发 生 后 上 时 刻 ,卫星 与 飞船 将 发 生 碰 撞 . 


vot 一 一 Z0F 一 
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解 出 上 一 10s， 

考虑 到 绳子 张力 的 作用 ,不 到 10s 就 发 生 碰撞 . 

2.1.15 某 人 观察 到 一 空间 站 始终 停留 在 地 球 同 一 点 的 垂直 上 空 . 问 观察 者 位 于 地 
球 的 什么 地 方 ? 尽 可 能 详细 地 描述 一 下 此 空间 站 的 轨道 . 

解 ” 空 间 站 始终 停留 在 地 球 同一 点 的 垂直 上 空 , 说 明 它 好 像 和 地 球 固 连 在 一 起 以 地 
球 目 转 的 角速度 随地 球 一 起 运动 , 它 做 恒定 角速度 的 圆周 运动 ,只 有 法 向 加 速度 , 切 向 加 
速度 为 零 . 而 它 又 只 受 地 球 的 引力 作用 ,这 个 引力 是 指向 地 球 中 心 的 ,因此 相对 地 球 不 动 
的 空间 站 在 地 心平 动 参考 系 中 的 轨道 只 能 位 于 赤道 平面 上 ,不 能 位 于 纬度 不 为 零 的 平面 
上 .因此 ,看 到 空间 站 在 夷 直上 空 不 动 的 观察 者 必 在 地 球 赤 道上 的 某 个 地 方 . 

根据 该 空间 站 在 地 球 引 力作 用 下 在 赤道 平面 以 地 球 的 自转 角速度 跟 地 球 一 起 做 圆 轨 
道 运动 这 一 点 ,可 以 算出 它 位 于 赤道 地 面 垂 直上 空 的 高 度 . 设 此 高 度 为 h、 地 球 半 径 为 R. 
对 地 心平 动 参考 系 , 做 半径 为 R 十 h 的 圆周 运动 ,角速度 为 地 球 自转 角速度 w, 设 空间 站 质 
量 为 m, 地 球 质量 为 M， 


GmM 


2 
"RT SORIA 


R? 一 ME 
3 3 
各 hr R=N OX 6.371 X10 


= 3.59 X 10m 
2.1.16 公园 里 有 一 种 转动 水 平 圆 盘 ,孩子 可 以 坐 在 盘面 上 任何 地 方 . 当 盘 开始 加 快 
续 速 时 ,如 果 摩 探 力 不 够 大 ,孩子 就 可 能 滑 出 去 . 设 孩 子 的 质量 为 50kg ,摩擦 因数 为 0. 4， 
盘 的 角速度 为 2rad/s , 问 孩 子 坐 在 盘 上 不 被 滑 开 的 最 大 半径 多 大 ? 
解 ”在 临界 情况 下 ,摩擦 力 为 没有 相对 运动 的 最 大 静摩擦 , 设 不 被 滑 开 的 最 大 半径 为 R， 
mRow’ 一 umg 
R= -~ = 0.98m 


2. 1.17 一 小 物体 放 在 一 半径 为 尺 的 水 平 圆 盘 上 ,小 物体 与 圆 盘 间 的 静 摩 氛 因数 为 
wz. 舌 圆 盘 绕 其 轴 的 角速度 逐渐 增 大 到 一 个 值 时 ,小 物体 滑 出 圆 盘 并 最 终 落 到 比 盘 面 低 六 
的 地 面 上 . 问 丛 它 离 开 圆 盘 的 那 一 点 算 起 ,小 物体 越过 的 水 平 距离 多 大 ? 

解 ” 设 小 物体 质量 为 m ,落下 时 越过 的 水 平 距 离 为 /1 下落 时 间 为 z， 


my’ 


R = Lmg 
1 

h 一 grt 

2 8 
{= vt 

可 得 t= v2puRh 


2.1.18 太阳 离 银 河 系 中 心 大 约 相距 2. 5x10s 光 年 ,近似 地 以 1.7X10 年 的 周期 
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绕 此 中 心 做 圆周 运动 .地 球 离 太 阳 的 距离 为 8 光 分 .用 以 上 数据 , 求 出 以 太阳 质量 作为 单 
位 的 银河 系 的 近似 质量 . 假定 作用 在 太阳 上 的 引力 近似 为 银河 系 的 质量 集中 在 其 中 心 时 
对 太阳 的 引力 . 

解 ” 设 Moss 分 别 为 银河 系 . 太阳 和 地 球 的 质量 ,~、R 分 别 是 日 地 间 和 太阳 至 银 
河 系 中 心 的 距离 ,v、V 分 别 是 地 球 的 公转 速度 (以 太阳 为 参考 系 ) 和 太阳 绕 银 河 系 公 转 的 
速度 (以 银河 系 为 参考 系 ). 


rr 7 
mV GmM 
R R’ 
设 T..7T. 分 别 为 地 球 和 太阳 做 圆周 运动 的 周期 ， 
T.= 竺 ， T=- 委 
由 以 上 各 式 可 解 出 
M_{R [到] 2 X 104 X 365 X 24 X eo] | 1 | 
ms \ri\T, 8 1.7 X 108 
一 1.53 X 109 


2.1.19 用 以 下 近似 数据 计算 地 球 和 太阳 的 平均 密度 之 比 ， 

9 从 地 球 上 看 太阳 的 角 直 径 ,0 一 0. 5°; 

1 为 地 球 表面 上 纬度 1 的 长 度 ,/ 一 100km 

上 为 地 球 公 轻 周 期 ,上 一 1 年 =3X10"s， 

g 为 重 方 加 速度 ,f= 二 10ms 2 

解 ” 设 7 为 地 球 绕 太 名 徐 圆 周 运 动 的 半径 m。、nmis 分 别 表示 地 球 和 太阳 的 质量 ,R.。、R， 
分 别 表 示 地 球 和 太阳 的 尘 弃 ;io 为 地 陡 公 转 的 角速度 ， 


[772 377 , 2 
2 Nief tw Dy 
a 
(ipn. 
2 2 一 2 ， r0 = ?2R 
rr i 
2 i A 720 
一 -~ 一 一 一 一 一 一 ， 一 R 
, “009X360 360 7 一 
畦 -人 | 让 -( 轩 ( 双 
R: ri\R), \t Xt 
Gmm Gme gg 
Ri ~ "®? Ri ~ R 


4 me 
0O。 3 RR: 
bp ms ms 
入 Ps R;: 
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ET 
加 180/ SEE 10rr(3 X10) 
| | 7220) (720)4 (720)* x 100 X 10 
1 Tn 
一 3.3 


2.1.20 〈]1) 一 个 均 质 的 球形 物体 以 角速度 w 绕 对 称 轴 转 动 ,如 果 仅 仅 靠 自身 的 万 
有 引力 阻碍 球体 的 离心 分 解 , 该 物体 必须 具有 的 最 小 密度 多 大 ?用 这 一 点 估计 下 起 座 中 转 
速 为 每 秒 30 转 的 脉冲 星 的 最 小 密度 . (这 是 公元 1054 年 在 中 国 广泛 地 被 观察 到 的 一 个 超 
新 星 爆 发 的 遗迹 !) 

(2) 如 果 胀 冲 星 的 质量 与 太阳 的 质量 相当 , 约 为 2X10”kg, 这 个 脉冲 星 的 最 大 可 能 
半径 多 大 ? 

(3) 后 脉冲 星 的 密度 与 核 物 质 的 密度 相当 , 它 的 半径 多 大 ”? 

解 (1) 不 发 生 离 心 分 解 的 条 件 是 自身 的 万 有 引力 的 法 向 分 量 大 于 或 等 于 质 元 做 此 
圆周 运动 所 需 的 问心 力 . 

对 于 球体 表面 纬度 为 4 处 的 质 元 ,不 离心 分 离 的 条 件 是 
六 
其 中 Am .mm 分 别 为 质 元 和 物体 质量 ,R 为 球体 的 半径 .G 为 万 有 引力 恒 量 ， 


Ai (RceosA)w’ < G COSA 


上 述 条 件 与 纬度 4 无 关 . 
对 于 球体 内 部 的 质 元 ,例如 在 离 球 心 ”处 ,可 以 证 明 : 目 身 的 万 有 引力 等 于 半径 为 > 
的 球体 对 它 的 万 有 引力 ,也 指 阿 球 心 , 现 考 虑 赤道 面 的 一 个 质 元 ,条 件 为 


GAm 一 7 
Amrw’ < mar) Ek 
r 
G 
也 得 到 os 0 
故 对 于 和 密度 的 要 求 为 
四 3w° 即 3 
pp | 4 LR3 一 一 47rC ， Omin 47C 
对 于 巨 甸 座 中 的 那里 天 冲 星 ， 
0 一 27X30 一 60rrad/s 
2 
pu 3C607) = 1.27 X 104kgy/ms 


4x X 6.67 x 10-1 


(2) SnRipan—M 


| 3M | 3x2 X10% 
一 二 ”人 ”WU — ' 9 
A oni tx X127 X10 1 "X10m 
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xR 
其 中 Mtp 为 质子 质量 71p 一 ,67 义 10 “kg ,Ko 为 质子 半径 , Ros1. 2X10 mm， 
一 27 
pi A 一 一 — 2.3 X 10"kg/m:’ 


a x (1.2 Xx 107 1): 


3M /3x2x10% _ ， 
“一 dxpoww ~N 4x xX 2.3 XX 10 T1310m 
注意 :这 个 脉冲 星 的 密度 已 超过 (1) 中 算出 的 不 离心 分 离 所 需 的 最 小 密度 . 
2. 1. 21 一 顶 角 为 2w(a>45") 的 倒立 的 圆锥 面 ,以 恒定 角速度 


vy 4 ”ww 绕 其 对 称 轴 旋 转 , 在 内 表面 上 距 轴 为 r 处 有 一 质点 , 若 质点 与 锥 
2 A 面 间 的 摩擦 因数 为 ,要 使 质点 相对 锥 面 静 止 ,w 应 处 于 什么 范围 
四 由 内 ? 
pp 解 先 求 Wmin. 
设 质 点 质量 为 m, 锥 面 的 支持 力 为 N, 此 时 锥 面 作用 于 质点 的 
外 2.14 摩擦 力 为 最 大 静摩擦 uN ,方向 沿 锥 面向 上 . 质点 受 力 和 加 速度 如 


图 2. 14 所 示 ,其 中 加 速度 a==mrewnmin， 
Nsina 十 LNcosa 一 8 一 0 


1127LO4i 一 入 cosa 一 LN sina 


可 解 出 cmin 一 人 1 co . 
上 式 只 有 在 cosa 一 ysina 守 0, 即 yj 所 cota 时 才 有 意义 . 
车 yj 之 cota, 可 证 ws 二 0, 证 明 如 下 : 
假定 能 保持 静止 ,摩擦 力 为 f, 则 
Nsina 十 fcosa 一 Mg 一 0 


cosa 一 fsina 一 0 


解 出 了 一 MagcOSa 
N = mgsina 
今 uN 之 Necota 一 mgcosa 一 上 


所 需 的 摩擦 力 未 超过 最 大 静摩擦 ,说 明确 能 保持 琅 止 . 
再 求 wwx ,摩擦 力 仍 为 最 大 静摩擦 ,但 方向 与 求 wmn 所 画 的 图 中 的 方 网 相反 ，N 和 wmox 
所 满足 的 方程 与 N 和 wmn 所 满足 的 方程 相 比 ,将 wmin 改 成 wmax ,py 改 成 一 p 即 可 , 故 


网 jg cosa 十 jsina 
r sina 一 AKCcOSa 
上 式 只 有 在 sina 一 yxcosa>0, 凤 KW<tanp 时 才 有 意义 . 
若 p>tana; 可 证 ww 二 co, 即 对 于 任何 大 于 等 于 wm 的 o, 质 点 均 能 保持 静止 ， 
证 明 如 下 :假定 能 保持 融 止 ， 


Nsina 一 fcosa 一 Mg 一 0 
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Ncosa 十 fsina = mr 
解 得 N= mesine 十 mrwicosa 


f 一 mrwsine 一 1 ECOSQ 


今 LN > Ntana = meg sin a 十 mrw’sina 
cosa 
uN— f> mg 一 一 CR - 十 magcosa 之 0 


今 wo>>45",tana>cota, 因 为 kwp<<1, 故 w 的 可 能 取 值 范围 为 cote< 大 Ap<tana,A<<cota， 


当 ww<<cota 时 ， 
jg cosa 一 usina 之 we | g cosa 十 ysina 
7 Sina 十 Acosa rr Slna 一 ycosa 


当 pm2cotae( 必 到 tana, 故 可 以 不 写 ) 时 ， 
0 过 ue | g COSQ 十 usina 
: r Sina 一 ucosa 
质点 相对 锥 面 能 保持 静止 . 


2.1.22 一 圆柱 形 刚性 奸 上 套 一 质量 为 的 小 环 , 杆 绕 通 过 一 端的 固定 竖 直 轴 以 恒 
定 角 速度 w 旋转 ,旋转 时 杜 与 竖 直 纳 的 夹 角 为 a. 大 小 环 与 杆 间 的 摩擦 因数 为 y, 以 小 环 距 
杆 的 固定 端的 距离 z 洒 堂 标 列 出 小 环 的 运动 微分 方程 . 

解 ” 取 杆 为 参考 系 , 它 泽 个 转动 傅 考 东 :车 点 的 党 力 情 袍 如 
图 2. 15 所 示 , Ni、N: 号 杆 对 小 环 的 去 娃 力 的 两 个 分 量 ,N; 垂直 
纸 面向 里 ,可 仿照 电磁 学 中 画 B 的 方 品 用 名 表示 ,图 中 未 画 , 杆 


对 小 环 的 摩擦 力 为 xN ,N= 二 NN Ni 十 Ni, 方 同 与 的 正 负 值 有 关 ， 

之 0 时 , 沿 杆 向 下 ,这 之 0 时 , 沿 杆 同上 ,因此 图 中 也 未 标 出 .mg 

是 重力 ,mw?zxsine 是 惯性 力 . 还 有 一 个 科 氏 力也 是 惯性 力 ， O 

2mw zsina, 垂 直 纸 面 癌 外 为 正 , 图 上 也 未 画 出 . 图 2. 15 
运动 微分 方程 为 


moixsina 


ms 
AN 垂直 纸 面 阿里 


一 Mgcosa 一 AN + mw’xsin’:a (之 > 0 时 ) 
一 mgcosa 十 AN 十 mw:rsin:a (zz<< 0 时 ) 


N, = megsina 十 mw’xsinacosa 


[| 一 一 


N, = 2mw 之 Sina 


N -VMT 

2.1.23 质量 为 m 的 小 球 通过 一 根 原 长 为 必 劲 
度 系数 为 的 弹性 强 系 在 光滑 的 水 平台 面 上 的 了 点 ， 
水 平台 面 绕 离 P 点 距离 为 5 的 固定 竖 直 轴 以 恒定 的 角 
速度 w 转动 . 列 出 小 球 在 弹性 绳 拉 直 状态 下 的 运动 微 
分 方程 ， 
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解 ” 取 水 平台 面 为 参考 系 , 它 是 个 转动 参考 系 . 取 台 面 的 固定 点 O 和 PP 的 连 线 为 xz 
轴 , 用 P 为 原点 的 极 坐 标 列 出 运动 微分 方程 . 

质点 受到 水 平方 向 的 力 有 弹性 强 的 拉力 和 两 个 惯性 力 :惯性 离 轴 力 和 科 里 奥 利 力 . 

惯性 离 轴 力 为 

mw’ (OP + r)= mw (bi re,) 
= mow’| (bcos r)e, — bsinge, | 
科 里 奥 利 力 为 
2mv X w= 2m(r e, + rpes) X wk 
一 2mwrg e， 一 2mwr ey 
运动 微分 方程 为 
mF — rrp) =— kr —) mor 十 pcosp) + 2mwrp 
mlrp 十 279) =— mwbsing 一 2mowr 

2.1.24 质量 为 M 的 斜 臂 放 在 摩擦 因数 为 yx 
的 粗糙 水 平面 上 ,质量 为 mi 的 物体 用 不 计 质 量 、 不 
可 伸 长 的 弦 线 挂 起 并 跨 过 固 连 于 斜 辟 的 光滑 滑轮 
与 在 无 摩擦 的 斜 劈 面 上 滑动 的 质量 为 ws 的 物体 相 
连 , 斜 劈 面 的 倾角 为 6. 如 图 2. 17 所 示 . 

(1) 求 当 wp 非常 大 时 mi 和 ms 的 加 速度 以 及 

2.17 弦 线 的 张力 ， 

(2) 求 使 斜 壁 能 保持 静止 的 最 小 摩擦 因数 ， 

(3) 在 4 不 够 大 , 斜 辟 不 能 保持 静止 ,有 向 左 的 加 速度 awm, 求 此 awm, 列 出 足够 的 方程 
即 可 ,不 必 解 出 ax. 设 滑轮 很 小 ,mi、M 紧 靠 时 ,连结 ma 的 弦 线 仍 可 视 为 在 竖 直方 向 

解 (1) py 非常 大 , 冬 辟 保持 静止 . 设 弦 线 张力 为 了 ,mi 同 下 运动 和 m2 沿 斜 面向 上 运 
动 的 加 速度 值 为 a， 


MT1Q 一 71g 一 了 
ma 一 了 — mgsing 
村 四 | 本 msing 
解 得 4 一 mm 十 jz ， 8 
mm 。 
元 十 六 m1 十 sing)g 
(2) 设 mzsin9 一 匣 记 0; 则 mm 对 MM 的 压力 Ni 的 水 平分 量 Nisinbg 即 msgcosbsinb( 疝 


左 ) , 比 纺 线 拉 M 向 右 的 力 的 水 平分 量 Tcos0 二 一- 一生 (1 十 sin0)gcos9 大 .计算 如 下 ， 


Dil 十 mm， 


22717722 
mm 十 Mio 


(1 + sin0)gcosd 


m2gCcOS0s1n0 一 


mgcosg 
mi 二 mm, 


[ (ai 十 as)sing 一 mill 十 sing) | 
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m2gcosg 
一 mm 十 7 二 六 (msin0 一 mi)>0 
故 粗 粮 平 面 对 斜 辟 的 摩擦 力 向 左 . 
M 受 力 情况 如 图 2. 18 所 示 ， | qq 
cosl 一 Nassing 十 了 一 0 1 
T+Tsn0+ Nos0 + Mg— N=0 
一 
N, = 7appgcoOSsl Mg 了 
Mn 
mi 十 m， 


考虑 能 保持 静止 的 最 小 摩擦 因数 ,此 时 处 于 临界 情况 ,f 为 最 大 静摩擦 ,可 解 出 
mCost(m,sind 一 m)) 


加 M(mi 十 Ms) + 2mm(l 十 Sinl) 十 mycos’d 
考虑 mzsin9 一 m1 过 0 的 情况 ,可 得 pmn 为 上 式 的 负 值 . 因 此 ,考虑 这 两 种 可 能 情况 应 取 


mcos0 asSinlg 一 mi | 


~ MCmi 十 m2) 十 2mm2ll + sing) 十 micos’0 

(3) 因 M 的 加 速度 ax 同 左 ,MM 受到 摩擦 力 f= 二 uN 向 右 . 

对 M 用 静 参 考 系 ,对 ma .ms 用 M 参考 系 , 它 们 受 力 及 加 速度 情况 如 图 2. 19 所 示 . 其 
中 所 列 的 加 速度 都 是 相对 于 所 用 的 参考 系 的 ,miaw、mzan 都 是 惯性 力 , Ni 是 ml、M 间 的 
相互 作用 力 . 


了 = (1 十 sinO)g 图 2 18 


Amin 


Hmin 


m2 


图 2. 19 


由 图 2. 19 ,可 列 出 下 列 方程 : 
miadm 一 — mg 
Ni— maxw=0 
Max = N,sin0 — Ni — Teos0— uN 
N— Mg— TT ~— Tsin0— N,cos0=0 
mdm2 —= MAMCOSO 十 mgsin0 一 T 
N, 二 mamsin0 一 mgcos0 = 0 
dml 一 Qm2 


今 有 七 个 方程 ,其 中 未 知 量 aji、aw、amwz、T、Ni、N;.N 也 是 七 个 ,可 解 出 ay 等 七 个 未 知 量 . 


ss 口 0 


图 2. 20 


力学 (上 册 ) 


2. 1.25 一 质量 为 M 的 .上 表面 水 平 的 栋 
形 物 体 , 在 倾角 为 a 的 固定 的 光滑 斜面 上 运动 ， 
横 形 物体 上 放 一 质量 为 m 的 质点 ,如 图 2.20 所 
示 .  m、M 则 无 摩擦 , 求 : 

(1) m 相对 于 M 的 加 速度 ; 

(2) M 对 斜面 的 压力 ， 

解 ” 设 m、M 则 的 相互 作用 力 大 小 为 R,M 


受到 竺 面 的 支持 力 为 N,m 只 受到 竖 直 方向 的 作用 力 , 其 加 速度 a 竖 直 向 下 ,M 的 加 速 


度 ax 沿 笠 面 癌 下 ， 


mam 一 IIg 一 下 
Max = Mgsina 十 Rsina 
NO— Reosa— Mgcosa = 0 


有 约束 关系 


dm =aMsina 


式 中 aaw 都 是 相对 于 静 参 考 系 的 加 速度 , 解 得 
R 二 mMgcos’a 


M 十 msin’a 


CCM + m)gsina 


WM 一 


Um 一 


M 十 msin’a 


(AM 十 m)gsin’a 


M 十 msin’a 


aax 与 m 相对 于 M 的 加 速度 auw 的 矢量 关系 如 图 2. 21 所 示 ， 


QnM 一 人 一 人 NM 
dmM 一 CNMNMCOSL 一 


ax 的 方向 水 平 向 左 ， 


dur 
tm 
(M + m)gsinacosa | 


; na 
M 十 msin’a 


N= (R+ Mg)cosa = M(M + m)gcosa 


M 十 msin’a 


2. 1.26 图 2. 22 中 水 平 果 面 上 的 滑 块 质量 为 M ,一 条 其 两 端 分 别 系 着 质量 为 m1 、m。 


图 2. 22 


的 两 个 物体 的 不 计 质 量 、 不 可 伸 长 的 细 绳 套 在 
滑 块 上 , 滑 块 .绳子 与 桌面 相互 间 均 无 摩擦 , 斌 
证 明 滑 块 的 加 速度 为 

4m1m, 


“Mmi 十 mz) 十 4mmze 
证 明 设 强 子 张力 为 工 ,mi、m; 的 加 速度 为 
a1、42; 均 竖 直 同 下 , 滑 块 的 加 速度 为 a. 
Mi1C1 一 Mg 一 人 (1) 
md» = mg 一 个 (2) 
Ma = 2T (3) 
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从 困 的 边缘 加 下 取 zi zs 表示 mri、mz 的 坐标 , 沿 桌 面 取 xz 表示 M 的 坐标 ,由 于 绳 长 
一 年 ， 
Xl 十 Xs 十 2X 二 常量 
al 十 ay 一 2 一 10 (4) 
上 述 四 式 含 4 个 未 知 量 栈 .ail、as、a, 可 解 出 


47721777， 


本 M(mi 十 m2,) 十 4mimse 

2. 1. 27 gi、qz 轴 在 竖 直 的 zy 平面 内 ,与 xz 轴 的 夹 角 分 别 为 a 和 8. 一 个 抛射 体 在 zy 
平面 内 运动 , 今 取 gi、g; 为 坐标 ,给 出 或 导出 抛射 体 的 运动 微分 方程 . 重力 沿 y 轴 的 负 方 
向 . | 

解 ” 方 法 一 :用 x、y 为 坐标 ,抛射 体 的 运动 微 
分 方程 为 


(地 


区 一 0， 二 — gg 
参看 图 2. 23, 质 点 的 xX、y 坐标 与 gq1、qs 坐标 有 
下 列 坐标 变换 关系 ， 
X=qicosat gcosp 
y=qisina 二 gosinpB 
对 上 述 两 式 分 别 对 z 求 二 阶 导 数 , 可 得 
zicosa 十 cocos8 一 0 (1) 图 2. 23 
Gisina 十 4,SINB 一 一 8 (2) 
从 式 (1)、(2) 两 式 分 别 消去 81、3;, 可 得 


zi(sinpcosa 一 sinacosB) = gcosph 


gsinacosB 一 sinBcosa) = gcosa 


,gcosp 

外 2 sin(Bp — a) (3) 
,, gcosa _ 
dd2 一 sin(a 四 B) (4) 


这 (37、 (4) 或 式 (1)、 (2) 均 可 为 所 求 的 微分 方程 
为 法 二 :将 作用 于 质点 的 力 ( 今 只 有 重力 ) 沿 oa 轴 进 行 分 解 ,立即 可 得 到 式 (3)、 


(4) 的 运动 微分 方程 . 
参看 图 2. 24， 

mg 
sin(90° — BB) sin(B — a) 
7 Ms 
.fx / sin(8 — a) 
sin 了 十 w 

f 二 cosp 


1! 8 sin(B — a) 
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f= 《一 COSQ) 
2 Te sin(p OO— a) 


cosph 


12G 1 = fo Te sin(8 一 a) 


， —f ~ mn COSUu 
Mid 2 92 e sin(8 — a) 


与 式 (3)、(4) 相 同 . 
qi\q? 的 坐标 原点 可 以 与 xz、y 的 坐标 原点 不 重合 ,用 qi、g;s 表达 的 运动 微分 方程 不 变 ， 
因为 坐标 变换 关系 中 差 个 常数 ,对 : 求 导 后 , 仍 有 式 (1)、(2). 
2.1.28 质量 分 别 为 M 和 MM 十 m 的 两 个 人 ,分 别 拉 住 跨 过 定 滑 辊 两 边 的 绳子 往 上 
扑 , 开始 时 两 人 与 滑轮 的 距离 都 是 ,都 从 静止 开始 息 . 设 强 子 不 可 伸 长 ,绳子 质量 与 绳 
子 、 滑 轮 间 的 摩擦 力 均 可 不 计 . 证明: 如 质量 较 轻 的 人 在 1 秒 内 扑 到 滑轮 ,这 时 质量 较 重 的 


”人 与 滑轮 的 距离 为 亲王 十 二 gt?| 
证 明 设 绳子 张力 为 ,ai.as 分 别 是 质量 较 轻 和 较 重 的 人 向 上 抱 的 加 速度 ,不 要 求 
它们 是 浓 量 ， 


Ma 一人 一 Meg 
(M+ m)as =T— M+ m)g 
两 式 相 减 ， Mai— (M+m)as=mg 
两 边 对 i 积分 两 次 ， 
M[ a [ade M+ m) | dt | ad = Tmgt 
上 时 刻 , 较 轻 的 人 把 到 滑轮 , 较 重 的 人 离 滑 轮 的 距离 设 为 7 对 此 时 刻 用 上 式 : 
Mh — (M+m hl) = Tmt 


解 出 1 te 


2. 1. 29 一 质量 为 m 的 跳水 运动 员 , 初 速 为 零 地 从 10m 跳台 上 跳 下 . 

(1) 求 入 水 速度 和 从 起 跳 到 入 水 大 致 所 用 的 时 间 ，; 

(2) 假定 作用 在 跳水 者 身上 水 的 浮力 和 他 所 受 的 重力 正好 抵消 ,作用 在 他 身上 的 水 
的 黏 滞 力 大 小 为 如 , 试 列 出 跳水 员 在 水 中 垂直 下 沉 的 运动 微分 方程 ,以 边界 条 件 zx= 王 0 处 
v 二 v6, 求解 速 度 v 作为 水 面 下 深度 x 的 酒 数 ; 


(3) 若 之 一 0， 4m-1, 求 当 o 一 1 时 的 深度 ; 
(4) 求解 跳水 员 在 水 下 的 垂直 深度 作为 在 水 下 的 时 间 的 函数 


| 2h | 
解 (1) h= gt ,t= = =1. 438 


v= 二 gt=9.8X1.43=14. 0ms™ 


(2) mt 一 一 Bb 六， 区 一 和 
ys 
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总 
ln 一 一 一 一 工 ) 也 一 Doe ” 

0 

(3) 1) ve ,zo ln10=5.76m 
10 0D 0 3 0. 4 

_ 辽 ， TT 立 ， t 

(4) Ewe " es dz = | vd 
rt 0 0 


1 十 > 
2. 1. 30 ”一 个 质量 为 和 的 质点 以 初速 v 在 多 方 同 投射 到 沿 x 方 同 以 不 变速 度 V 运 
动 着 的 水 平 皮 带 上 并 留 在 上 面 运动 . 奉 质 点 与 皮带 间 的 滑动 摩擦 因数 为 y, 质 点 接触 皮带 
的 初 位 置 取 为 固定 的 xy 坐标 系 的 原点 , 求 质 点 在 皮带 上 刚 停 止 滑动 时 的 zy 坐标 . 
解 ” 在 皮带 上 取 XY 坐标 与 固定 的 zy 坐标 平行 , 旦 上 0 时 即 质 点 投射 到 皮带 上 时 ， 
XY 坐标 与 zy 坐标 完全 重合 . 因 皮 带 以 不 变 的 速度 了 沿 袜 方 问 运动 ,质点 在 皮带 上 的 
XY 坐标 河 zy 坐标 的 关系 为 


之 > 
Ce” —1)=vot ,z= ln 


二 让 十 Vz， y= 二 Y 

取 皮 带 为 参考 系 ( 也 是 惯性 参考 系 ) ,质点 投射 到 皮带 上 时 ,1 一 0,X=0,Y=0,X= 
—V,Y=v. 

质点 对 皮带 有 相对 运动 时 ,摩擦 力 始终 与 初速 度 相 

反 , 故 质点 做 直线 运动 , 取 质 点 运动 方 同 为 ;坐标 ,如 图 
2. 25 所 示 ， 


z ms 一 一 mg 
t= 二 0 时,s 二 0,3 二 Vv 十 
t 时 ， ;二 Vv 二 Vi 一 jet 


s = VT Vit — pgt 
质点 在 皮带 上 刚 停止 运动 的 时 间 设 为 二 ,此 时 :一 0, 故 


， Vv+Vi 
Hg 
2 2 
st.) = (v 元 Y“) 
HB 
2 2 /| 2 
和 (1) = s(ti)sina 一 一 2 十 一 。 一 一 YY 十， 
2Hp8 wo2 十 人 2H8 
2 2 2 2 
yc) = s(ti)cosa = vtV .vv Mv+r, 
ZHE Vvt Vi ZLB 
~、 /ot 2 
XL) 一 X(t1) 十 VE 一 一 Mot y 


Lg 
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Mot Vv 


y(t1) 一 Y (1) 一 2 1g 


注意 :不 能 列 出 下 列 运动 微分 方程 ; 
mR 一 一 pmg, mY 一 一 pmg 
销 误 在 于 摩擦 力 及 其 分 量 不 对 ,应 改 为 


MIX 一 umegsina = [AIG 一 
Mv 十 VV 
mY 一 一 ABCOSU 一 一 mg 一 一 一 一 - 
三 十 人 


用 它们 及 前 述 的 初始 条 件 ,也 可 得 正确 结果 ， 

2.1.31 在 水 平 的 zy 平面 内 有 一 留声机 转盘 , 它 以 恒定 的 角速度 w 绕 过 盘 心 的 铅 
垂 轴 旋 转 , 在 转盘 上 滑动 的 物体 在 水 平方 问 受 到 两 个 真实 力作 用 ;一 个 是 大 小 为 kr(r 为 
质点 至 盘 心 的 距离 ,k 为 常量 ), 方 向 指向 盘 心 的 弹性 力 ; 男 一 个 是 摩擦 力 , 与 相对 速度 成 
正比 ,比例 系数 为 c,c 是 正 值 常量 ,物体 可 视 为 质点 . 

(1) 如 物体 竺 在 盘 上 任何 位 置 均 能 相对 转盘 保持 静止 , 问 和 有 多 大 ? 

(2) 假设 上 是 (1) 问 所 得 之 值 , 在 一 般 的 初始 条 件 下 , 求 物体 的 相对 速度 之 、y; 

(3) 用 (2) 的 结果 进而 求 z(t) 和 y(2). 

解 ” (1) 设 相 对 转 辣 保持 静止 的 位 置 距 盘 心 >, 取 转盘 为 参考 系 

-— Er 十 arr 一 0 
R= 711 
对 一 切 > 值 均 成 立 , 谱 明 在 性 傈 位 置 保持 静止 . 

(2) 方法 一 : 取 转 盐 为 参考 系 ,sy 轴 固 连 于 图 基 ,原点 在 盘 心 .用 (1) 问 所 得 之 & 值 ， 

弹性 力 与 惯性 离 轴 力 的 合力 为 零 . 质点 受 摩擦 力 和 科 里 奥 利 力 作用 . 


摩擦 力 为 二 
科 里 奥 利 力 为 
一 2mw X Gi-yj) = 2mok X( 十 了 P 门 一 2oac(3 一 之 六 
运动 微分 方程 总 
mx 二 一 CX 十 2mwy (1) 
my =— cyY— 2mw 人 i (2) 
式 (1) 两 边 对 t 求 导 ， 
Mx 二 一 C 区 十 2mww 3 (3) 
将 式 (2) 代 入 式 (3) ,得 
mz 一 一 C 交 一 4mw: 之 一 2co 也 (4) 


再 用 式 (1) 消 去 式 (4) 中 的 3》, 得 
站 十 2c 六 十 | 对 十 4mo?|z==0 
这 是 关于 的 常 系 数 线 性 二 阶 齐 次 微分 方程 ,其 相应 的 特征 方程 为 
mr 二 2cr 十 所 十 dmw? 一 0 
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| 2 
一 2c 土 /4c 一 am| < 十 do 
m C 


r 一 一 一 一 一 一 一 土 2uwi 
ml 


2 
直 一 e ™ (Acos2wt 十 Bsin2wt) 


区 一 一 Ce ™ (Acos2et 二 Bsin2wt) 


十 e ™(— 2 Awsin2wt 十 2Bwcos2wt) 
用 初始 条 件 上 一 0 时 = 这， 


必 曙 和 二 学 
王 一 ”一 一 Pi 
机 7 Xo 十 2 Yo 


[后 式 来 自 (1) 式 ] 可 定 出 A 二 jo,B 二 Yo， 


_£, . 
元 一 e (Xocos2wt 十 ysSln2cut ) 


将 得 到 的 代入 4. 如 值 的 之 于 代入 式 (1) ,可 得 


yy 一 e (一 ZoSIn2wt 十 yocos2cu ) 
方法 二 : 式 (1) 十 式 (2) Xi, 并 引入 复 变 量 xz 一 过 十 iy， 
mg =— c— 2moi % 


mz 十 (Cc 十 2mwi) 之 二 0 


相应 的 特征 方程 为 
71177- 十 《〈c 十 27zcl) 一 0 
r 一 一 二 一 2ui 
7 


之 一 zoe "e 
一 (之 。 十 i Yo)e (cos2at — 1 sin2wt) 
一 e (cos2ct 十 Yosin2wt) 
十 ie ™ (Ycos2wt — zosin2wt) 
与 过 一 之 十 1y 相 比较 , 即 得 式 (5)、(6) 的 结果 . 
(3) 方法 一 :对 式 (5)、(6) 直 接 对 上 积分 ,可 得 结果 . ( 略 ) 
方法 二 ;二 Zoe (下 


t [£42wi 之 
= 一 和 | 。 we 
二 十 2wi 
mm 


—( £ +20i) t 


一 1 十 0o 


m (Zo 十 | yo ) 


二 一 一 一 一 一 (Cc omai) [e ™ (cos2wt 十 1 sin2wt) 一 1] 十 zo 十 1yo 


c2 十 4m’ ow 
与 z= 二 x 十 iy 相 比较 ,可 得 


m(c To + 2mw yo) Es Xo 十 2mw Yo) 
TX 二 Xo 二 一 一 | 一 


C2 十 47722002 C 十 dm’ ew’ 


COS20wI 
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《5 ) 


《6 ) 


(7) 
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m(2mw oC— c yo) . | 一 
a sin2wt le 

m(2mw zo 一 C Yo) m(2mw ro 一 C Yo) 

Yo £2 十 47722co2 十 £2 十 4 .71722002 COS20wt 
5 十 4m?w’ 


2.1.32 一 个 质点 垂直 上 抛 ,初速 为 vo, 如 空气 阻力 与 速率 的 平方 成 正比 ,证 明 : 回 
到 初始 位 置 时 的 速率 为 5 所 z， 其 中 v 是 极限 速率 


9 
v6 二 we) 


证 明 取 竖 直 同 上 的 z 轴 , 抛 出 点 为 Xx=0. 
器 上 运动 时 ,运动 微分 方程 为 


, — 
Sin?9wt le ™ 


=— gki’ 
由 六 ， dz 
UV 二 碟 ， 二 一 TT 二 Vv 
x dz 
d 2 
v 7 = (g 十 kv’) 


达到 最 高 点 工 一 Zmax 时 也 一 


zln(g 十 kv’) 一 ZT max 
| 8 1 
zln z+ koil = Tmax (1) 
向 下 运动 时 ,运动 微分 方程 为 
二 一 gg 十 ki 
d 
v3 =—— (g — kv’) 


回 到 初始 位 置 x 二 0 时 ,速率 为 v， 


工 | ; v 加 0 
z n(g— kv’)| = 2x 
0 Tmax 
2 
zln 2 一 全 一 一 2zmax (2) 
比较 式 (1)、(2) 两 式 得 
pg 一 kv 2 

8 g++ kv 

解 出 一 一 


NV g++ kv 


癌 下 运动 时 , 当 重 力 与 阻力 相 拭 时 ,= 二 0, 速 率 不 再 变化 ,此 速率 即 为 极限 速率 v. 
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所 以 or 一/ 全 
£8 
NE vw 
[6 v2 Vu? 十 v3 
k D 


TT 二 


2. 1. 33 ”两 个 质量 均 为 m 的 质点 4 和 8B 连 在 一 个 劲 度 系 数 为 & 的 弹 赞 的 两 端 . 开始 
两 质点 静 放 在 光滑 的 水 平面 上 ,弹簧 处 于 原 长 ,然后 沿 4B 方向 给 B 以 恒 力 ka. 求 两 质点 


的 运动 学 方程 ， 
解 用 zy 分 别 表 示 质 总 4.、8 的 位 置 ,开始 位 置 ,x 一 0、y= 二 0， 
mz 一 有 CCy 一 工 ) 
my 一 Ra — kl(yO— Xz) 
式 (2) 一 式 (1) 得 


m(yO— Xz) = ka — 2k(%—— TX) 一 一 287 一 工 一 pe 
2k 
A 9 


之 十 - (WW 一 0 
所 以 yz a = 2 CCOS (wt 十 a) 


] 
— A= CCOSA 


2 
0 一 一 Coslna 
解 出 a=0,， c= 一 广 a 
了 
yy 一 工 一 » ol 一 COSwt) 
代入 式 (1)， 
mz 一 六 ka(] — COScot ) 
。， ]  ， 
或 X= a (1— coswt) 
用 初始 条 件 上 王 0 时 z= 二 0、+ 二 0, 积 分 上 式 可 得 
.1 ,, 了  : 
并 二 4 aw't 4 AWSINOI 
工 二 a -一 二 ad1 一 COSCot ) 


尺 一 人 站 十 Fal] — COSwt) 一 aol 十 Fall -一 COScjt ) 


(1) 
(2) 
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其 中 w =. 


m 


2.1.34 质量 为 mm 的 质点 在 阻力 等 于 mk(v’ 十 a?v) 的 介质 中 运动 ,其 中 和 4a 均 为 
常量 ,初速 度 为 vo. 求 其 路 程 与 时 间 的 关系 ,并 由 此 导出 ->0 时 的 关系 来 检验 所 得 结果 的 


下 确 性 . 
解 z S2 一 —mgk(v’ +a’v) 


dz 
vv 十 0 一 一 kdt 
] 4 2Bp 十 C 
改写 v(vi-Ha) 也 Tia 


1] = 二 AC(w 十 a) 十 vCBv 十 CC) 
等 号 两 边 v 的 各 次 大 的 系数 分 别 相 等 ， 


Lp rn 
解 出 A= ;B a? ,CC 0， 


1 | 也 
v(v: 二 a) az an? 十 ac2) 


将 式 (2) 代 入 式 (1) ,积分 
世 1 加 和 四 
|， Ao |， Zi al) J a 


- Uo 
可 得 in 一 一 &Aa4 十 in 二 


VD ta’ v 二 a 
2 
UU’ — Un — okalt 
v 十 a 十 a’ 
_ .2 
dUoC kat 
TY 一 一 一 一 一 
2 
Na++vi(l—e *!) 
—kat 
TY) 
dz = vdt = dr 


Ma’ 二 vi(l 一 e—2ha't) 
作 变 量 代 换 , 令 p= 一 e*',dp== 一 ka?pdt， 


dt = l 


ka’p 
加 四 | az a dp 
0 


ka: pe0) 
2 2 
vu 十 Uo 一 vsp’ 


dp 


pt) 
1 ， U 
一 一 arcsin Yoj 
ka / 
vo 十 a pC0) 


(1) 


(2) 
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z 


pt 
VoE Ra 区 


VzZI 十 di 


Up 


一 arcsin | 一 -一 一- 
k 
“ - vy 十 a 


一 atrcSln 


当 k—>0 时 ， 
pL2 
。 ] Un Un Kat 
T= lim 一 |arcsin | 一 -一 | 一 arcsin| 一 
k=0 ka /2 2 、/ 2 2 
vo 十 a vi 十 a 
， d 。 Up 。 1) e 一 ta 
lim -一 |arcsin | 一 一 一 | 一 arcsin | 一” 
k=0 dR 六, 
vo 十 a Mvsda’ 


d 
jz (Ka) 


1 
pie-ze: VD 十 人 
] 一 2 2 
vo 十 a k—0 
这 正 是 没有 阻力 时 做 匀速 运动 的 结果 . 
2.1.35 质量 为 mm 的 质点 静止 地 连 在 一 弹 息 的 端点 , 弹 筑 的 劲 度 系 数 为 &, 并 悬挂 在 
固定 文 点 上 . 当 t 上 一 0 时 ,对 质点 施 一 向 下 的 恒 力 玛 , 作 用 时 间 为 避 .证 明 : 当 外 力 去 掉 后 , 质 
点 由 其 平衡 位 置 z 一 zo 所 做 的 位 移 为 


过 一 一 [coswlt — £0) — coswt | 


1 2 
一 (一 Q2) 一 Vot 


k 
2 __k 
其 中 一 万， 
证 明 m= 二 一 kz 十 mg 十 F 0< /< 
t 二 0 时 ,z 一 zo 一 全, 交 一 0 


— 8 十 Acos (wt 十 a) 


Fr 一 一 


之 一 一 Awsin (wt 十 a) 


由 初始 条 件 定 出 一 0,4 一 一 去 ， 


二 Xo 十 (1 一 COswt) 


中 F 本 
人 一 WSInwt 
撤去 恒 力 下 后 的 运动 微分 方程 为 


mrt =— ktme t 之 to 


初始 条 件 :t==t。 时 ,一 十 二 (1 一 cosoto) ,= wsinato, 
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二 下 十 Becoswt 十 CSlncot 


让 二 一 Bwsinowt 十 Cwcosawt 


由 初始 条 件 ,并 注意 mo 一 2& ,整理 后 可 得 


Becoswto 十 Csinwt, 一 ~ 一 coswt (1) 
. Fr ， 
一 Bsinwto, + Ccoswto 一 ESinwto (2) 


注意 : 式 (1)、(2) 两 式 中 的 to。 是 特定 的 值 ,不 能 任意 给 , 故 不 能 令 式 (1)、(2) 两 式 两 边 的 
sinwto、coswto 的 系数 分 别 相 每 . 
式 (1)Xsinwto 十 式 (2)Xcoswto ,得 


C 一 Tsineto 
人 Ff 
代入 式 (2) 得 B=—T (lcoswto) 
T= 之 (] 一 Coswto)coswt 十 之 sinawt sinau 
Rk 天 k 
F 
用 XT 一 Xo 二 闻 [cosw(t—t0)—coswt | 


2. 1. 36 ”空间 内 有 均匀 的 电场 和 磁场 ,EKi,B 一 B(cosai 十 sinaj),o 为 常量 . 具有 质 
量 为 m、 电 量 为 g 的 粒子 在 坐标 系 原点 以 初速 vo 二 Zoi 十 yoj 十 Zok 开始 运动 . 右 重 力 可 忽略 
不 计 , 求 质点 以 后 的 运动 ， 

解 mr 二 gE 十 gvXxXB 
将 v= 二 i 十 yj 十 Zk,E 二 Ei,B 二 Bl(cosQi 十 sinaj) 代 入 上 式 , 写 成 分 量 方程 ， 


mi = gE — gB 2 sina (1) 
my 一 gqgB cosa (2) 
mz = 9 有 (zsina — y cosa) (3) 


t 一 0 时 ,z= 二 y= 二 z 二 0, 二 Xo》 二 Yo 之 二 0. 式 (3) 对 t 求 导 , 用 式 (1)、(2) 消 去 区 、y ,得 
m’? z+ gq:B’ = gBEsina 
上 式 对 上 积分 ,得 
mC— mz t+ oq Bz = g BEtsina (4) 
其 中 mz o=gB(zosina— yocosa) 


式 (4) 是 关于 z 的 常 系数 线性 二 阶 非 齐 次 微分 方程 ,不 难看 出 它 有 下 列 特 解 ， 


，。， 
4 qqB: 


28,| 十 之” 

m 

之 二 一 AA 92 in| 9.2 ;| 十 qb os 
?7? 77? 


S 
由 初始 条 件 :1 二 0 时 ,zx 一 0, 二 定 出 


(m’ zo + gq BEtsina) 


通 解 为 > 一 Acos 十 CsSIn 


9 
He 


2 十 ina 
771 


已 
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1724 mm E. 
一 一 g2B? pe C -一 0 万 之 0 万 Se 
人 Bb 
1 .. ， FE. 
A Yo = 一 z0 万 SC (5) 
. bE . 
之 二 Acoswt 十 Csinwt 一 和 A 十 万 4sIna (6) 
积分 式 (2) ,并 用 初始 条 件 , 再 代入 式 (6) 得 
my 二 myo 十 gqgBceosa| Acoswt + Csinwt 一 全 十 Etsina 
BN y= yo wcosa Acoswt+Csinwt— A+ Bisina 
对 上 式 积分 ,用 初始 条 件 ,得 
y= Yot 二 cosal Asinwt — Cecoswt 十 CC 一 4out 十 dpsino (7) 


对 式 (3) 积 分 ,用 初始 条 件 ,得 


mz= mzo + gqgB(zsina 一 ycosa) (8) 


从 式 (8) 解 出 zx, 代入 式 (6)、(7), 可 得 


Z 一 一 Sitna(4sincl 一 Ccoswt) 十 地 一 csca 
十 Yotcota 十 cscacos‘a(C 一 Awt) 十 9 12cosza 

其 中 4.C 如 (5) 式 所 示 ,o 一 和， 

2.1.37 具有 质量 mx 和 电量 9g 的 质点 ,以 速度 V。 王 直 于 电场 方 问 进入 按 五 == 
Eocoswt 规律 变化 的 均匀 电场 ,大 质点 还 受到 一 个 跟 速 度 一 次 蜂 成 比例 的 阻力 R= 一 7 vv， 
7 为 正 值 和 常量 . 求 质 点 的 运动 (不 计 重 力 的 作用 ). 

解 取 z 轴 沿 Y 方 加 ,>y 轴 沿 五 。 方 问 , 进 入 点 为 坐标 原点 ， 

mz 一 一 ， 室 
my =— 7 y+ qocoswt 

何 抬 条 件 ;t 一 0 时 ,x 二 y 二 0,X= 二 Vosy 二 0， 


MN 二 一 ps 十 mV , 


> 一 zx" = 人 是 上 述 非 齐 次 微分 方程 的 一 个 特 解 


相 产 的 齐 次 微分 方程 
mx 二 一 YX 
dz 一 一 二 di 
起 nt 
通 解 为 Xx—=ce ™ 


非 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 
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-ZZ 
二 7 - 十 Ce ™ 
用 初始 条 件 定 c 得 
mVo | 
Ty \l—e” 
my 一 一 外 y+ gEocoswt 
Fo, . 
my 二 一 YYy 十 人 ?sina 
设 上 述 非 齐 次 微分 方程 的 特 解 为 
yy 一 yy 一 CiCOSot 十 csinwt 
3 一 一 ciwsinwt 十 cwcoswt 
一 Mmci@sinwt 十 mcsweoswt 一 一 Ycicoswt 一 Yc,sinwt 十 boinor 


两 边 sinwt、coswt 的 系数 分 别 相 等 ， 


一 ICUUC1 一 一 jc， 十 da 
(w 
mwc, 一 一 Yo 
四 mgko Yako 
解 出 C1 1122co2 ty2? (2 vm? ty?) 
# mgqk YqkEo . 
J ye 十 y2COSwr 十 wm? ws 十 72ySIDCL 
y 的 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 
/A mgqko 7 . 
y= c'e iw COswt 一 — sinet 
mak | 
由 1 一 0,y 一 0, 定 出 c 一 Fiz 了 7? 所 以 


__mgko _ 
了 1202 十 7 


了 y | 
人 ” —coswt+ -sinet 
mew 


2. 1.38 一 长 度 为 工 的 水 平 封 财 圆 管 纸 其 一 问 的 坚 直 轴 以 恒定 的 角速度 w 旋转 , 管 
内 闭 有 和 密度 为 po 的 液体 及 一 截面 半径 略 小 于 管内 径 的 长 为 !、 密 度 为 CCo>2o) 的 小 圆柱 
体 , 开始 时 ,小 圆柱 体 紧 靠 轴 并 相对 于 贺 管 静止 . 问 经 多 长 时 间 小 圆柱 体 到 达 管 的 男 一 问 . 
解 ” 取 沿 圆 管 的 xz 轴 , 在 轴 处 ,x 二 0. 先 求 由 于 转动 圆 管 各 处 液体 的 压力 , 设 S 为 圆 


管 的 截面 积 . 


(ptdp)S 
Pu 一 < 
Py, Sdx: wx 


x X+dx 


图 2. 26 


考虑 x 至 x 十 dz 一 段 液 体质 元 ,两 边 受 到 周围 液体 的 压 
力 和 惯性 离 轴 力 相 平 衡 , 图 2. 26 中 oosdz， wz 为 惯性 离 轴 
力 . 
pg9 十 oo9gdz，ocz 一 (十 dp)9 一 0 


| p= | .oozzdz 
0 0 


这 里 写 积 分 下 限 考虑 了 z=0 处 2 一 0， 
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p(x) = 方 po2z 
小 圆柱 体 处 于 x 到 z 十 ! 位 置 处 受到 的 惯性 离 轴 力 的 合力 为 
人 wurzsdz — 0S (2xl 十 72) 
小 圆柱 位 于 z 到 z 十 ! 位 置 时 , 它 的 运动 微分 方程 为 


plS 区 二 方 Oo2S (2z 十 2) 十 7 Pos _ 六 posS(z 十 0) 


— Cp 一 po)wSL(2z 十 了 


2 .dt 2 一 Ao 2 
二 证 二 2 w (2X 二 4) 


积分 上 式 ,注意 x 二 0 处 z= 二 0, 可 得 
2 二 wz 十 人) ew [zx 二) 一 | 


小 圆柱 到 达 圆 管 另 一 端 时 ,zx 十 L 一 i 时 间 : 为 


:一 网 = 7 
人 


用 积分 公式 | 天 -dz=In(z 十 V 到 一 人) ,得 


人 


:一 廊 N7nn[ 人 -1+ VET-D) 
2. 1. 39 一 个 质点 以 初始 速率 vo、 仰角 a 抛 出 ,车 空气 阻力 与 速率 的 平方 成 正比 , 比 
例 系 数 为 mk,m 为 质点 的 质量 .证 明 : 
(1) 运动 微分 方程 可 以 写成 
= 一 ki, y=— kyi—g 
其 中 z 轴 沿 水 平方 向 ,y 轴 竖 直 同 上 ,3 二 十 yy， 
(2) 轨道 微分 方程 可 写 为 


9 过 一 一 ge /(vcosa)’ 
其 中 * 是 自 抛射 点 沿 轨道 经 过 的 路 程 ; 

(3) 忽略 空气 阻力 时 ,积分 上 述 轨 道 微 分 方程 ,可 得 抛物 线形 式 的 轨道 . 
证 明 (1) m ++=—mkv’ 之 一 一 mk ZX 二 一 mk sz 

=—k sx 

my 一 —mpkv’ mg=—mk syY—mp 

y= ksy—g 

.dy _didydzr| .dy , .dy 

(2) 一 和 和 | 一 dx? 


66 力学 (上 册 ) 


字 和 2 十 二 9 演 一 一 SY 


将 区 二 一 ;之 及 3 一 科 代 入 上 式 ,得 


2 
证 Sy 一 一 区 (1) 
. .7 
再 将 冯 一 9 一 二 9 及 ;一 全 交代 入 于 一 一 全, 得 
1 如 ,wd 
2 dx dz 
.2 
CQ 一 一 2kds 
证 
用 初始 条 件 1 二 0 时 = 一 0, 之 = 一 zacosa, 对 上 式 积 分 ,可 得 

i 一 《TocOSAJ2e 一 2 《2 ) 
将 式 (27 代 入 式 (1), 即 得 

dy ge 

dz2 (vocose)’ 
(3)》 忽略 空气 阻力 ,一 0, 轨 道 微分 方程 为 

直 EE 

dz (voCcOsSa): 

两 边 对 xz 积分 ， 
SY 二 一 一 -一 一 和 十 < 
这 交 (VoCOSQ)’ | 


d , 
杞 始 条 件 了 时 , 拉 一 :eaa, 定 出 Ci 一 二 3TDAy 


d 
-2 一 —— > 了 十 tana 
级 天 (VorOSAQ) 


$$ ,2? 
VY 一 va tarC 十 CC 
~ 2 (vcosa)’ t “ 


初始 条 件 ;z= 二 0 时 ;,y 二 0; 汇 出 Cc2—=0， 


— 2 
2 2 (vcosa)s™ 二 xtana 
一 Fe i 一 FUCOSR ， tang *« Xr) 
9 
-== 一 Fi 一 visinacosa)” 十 六 olgsinza 
如 
这 是 标准 的 抛物 线 方程 ， 
2.1. 40 有 一 光滑 旋转 抛物 面 ,其 方程 为 


2 一 一 pe 十 yi) 


z 轴 竖 直 向 上 . 在 其 项 点 有 一 质量 为 m 的 小 物体 ,受到 微小 扰动 后 自 静 止 开始 下 滑 . 求 抛 
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物 面 对 物体 的 作用 力 ( 取 质点 运动 平面 为 zz 平面 . ) 
解 ” 用 目 然 坐标 


m 下 一 mgsing (1) 
m 一 mgcos0— N (2) 
式 中 6 是 速度 与 xz 轴 的 夹 角 ,入 是 抛物 面 对 物 体 的 作用 
力 . 如 图 2. 27 所 示 ， 


dv_ dvds _ 到,sing 一 一 时 
一 下 和 一 ds ,SINGO = Jj 式 (1) 可 改写 为 


,dz 图 2. 27 

mv 本 一 一 ME 下 

vdv 一 一 gdx 
积分 上 式 , 用 初始 条 件 :z*= 王 0 时 ,z 王 0, 王 0, 得 

ww 一 人 /一 2gz 一 人 /BE (3 ) 
12\ 3/2 .2713/2 
用 p= 全 一 Ce) 
E 才 一 工 | 
tantf 一 一 一 并 


sec0=1 十 tan0 二 1 十 x ,C080 一 rE 
及 式 (3) 代 入 式 (2), 解 得 
2 
N = mgcosO 一 0 = 7 
一 个 3 : 4 : 5 的 斜面 固 连 在 一 转盘 上 ,如 图 2. 28 所 示 , 一 木 块 静止 在 斜面 


上 ,和 斜面 和 木 块 之 间 的 静摩擦 因数 wx“ 一半. 求 此 木 块 能 保持 在 离 转盘 中 心 的 水 平 距离 为 
40cm 处 相对 转盘 不 动 的 最 小 转动 角速度 w， 


2. 1. 41 


图 2. 28 


解 ” 取 转盘 参考 系 , 木 块 受到 的 作用 力 有 重力 mg ,静摩擦 力 六 斜面 的 文 持 力 N 和 人 惯 
性 离 轴 力 F. 考虑 刚 无 相对 运动 的 临界 情况 . /一 AN, 求 最 小 的 ww, 有 和 下滑 趋势 ,太子 沿 糙 
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面 了 加 上 .下 一 mo2yyr 为 木 块 离 盘 心 的 水 平 距 离 , 今 一 0. 40m. 
沿 斜 面 方向 及 垂直 于 斜面 的 方 和 网 列 平 衡 方程 : 
mpsin0 一 aezcosl 一 uN=0 


AN 一 Magcosb — mw’rsin = 0 


可 解 出 


0.6 一 二 x0.8 
oY red 
.8 十 4 X 0.4 
2. 1. 42 ”一 水 平 转盘 由 静止 开始 启动 ,并 以 匀 角 加 速度 0. 04rrad/s ”加速 . 一 小 孩 坐 
在 离 转盘 6m 远 的 椅子 上 ,手中 握 着 一 个 2kg 的 球 . 求 转盘 启动 5s 后 那 一 瞬间 ,小 孩 为 握 
住 球 必须 施 以 的 力 的 大 小 各 方 癌 ， 
解 ” 取 固 连 于 转盘 的 直角 坐标 系 , 如 图 2. 29 所 示 . z 轴 竖 直 向 上 ,用 转动 参考 系 ， 
ma=Fi|meor— mwoXxXr— mw Xv 
今 已 知 a 一 0,v 二 0， 
w = 0.04xk(s™),w = 0.04nx x 5k = 0.2xk(s™!) 
r=bim), F=f/f+mge=/f ~ 2 Xx 9.8k(N) 
其 中 f 是 小 孩 给 球 的 作用 力 ， 


f—2 x 9.8k++ 2(0.2x) xX 6i— 2 XxX 0,.04xk Xx 6i=0 
f=— 4.74i+ 1.51j/ + 19. 6k(N) 
1 六 = 20.2N 


x 


图 2. 29 图 2. 30 


2. 1. 43 一 个 在 竖 直 平面 内 半径 为 a 的 贺 环 ,以 角速度 w 绕 其 竖 直 直径 旋转 . 一 质量 
为 m 的 小 球 在 环 上 无 摩擦 地 滑动 ,如 图 2. 30 所 示 . 

(1) 在 什么 特殊 条 件 下 ,小 球 在 9==0 处 是 稳定 平衡 ? 

(2) 当 w 为 何 值 时 ,小 球 可 处 于 另 一 稳定 平衡 位 置 , 求 出 这 时 的 9 值 . 

解 ”用 圆 环 为 参考 系 , 运 动 微分 方程 为 


al 一 一 mgsing 十 ac2zsingcosb (1) 


(1) 9 二 0 时 ,由 式 (1) 可 见 ,9 二 0,9 二 0 是 平衡 位 置 , 它 是 否 稳定 平衡 位 置 , 要 看 从 平 
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衡 位 置 给 一 微 扰 后 ,质点 受到 的 合力 是 否 是 使 它 回 到 平衡 位 置 的 恢复 力 , 或 者 从 结果 看 它 
是 否 是 围绕 该 平衡 位 置 的 小 幅 振 动 . 
9 二 0 要 是 稳定 平衡 位 置 ,要 求 受 微 扰 后 ,以 后 的 运动 始终 有 0 为 小 量 , 印 sin6 守 0， 
cosO=:1. 代 入 式 (1) 得 


十 | 一 oj2=0 
稳定 平衡 的 条 件 为 & -> 


如 < 
关于 w 一 \/ 豆 也 是 稳定 平衡 条 件 的 说 明 ， 


w= 和 /时 , 式 (1) 不 是 简化 为 一 0, 而 应 对 cos9 的 近似 多 保留 一 项 较 高 级 的 小 量 ， 


1 
OOss 1 一 一 他 
NOS 1 20 


故 式 (1) 可 近似 为 $= = 
9>0 时 ,过 0;0 过 0 时 ,6 >>0, 质 点 受到 的 合力 是 恢复 力 、 
(2) 从 式 (1) 可 见 ,平衡 洁 置 处 ,0 =:0， 
(一 十 auwrcogb)sin0 一 0 
一 个 平衡 位 置 是 sn 加 一 0, 故 4.:=0， 
另 一 个 平衡 位 置 一 g 十 cawscosbo 一 0, 佑 


-| 
aw 


cos0 必须 二 1, 故 也 ;<1,w>N 各 ,这 说 明 , 当 w<N 所 时 ,不 存在 另 一 平衡 位 置 ,只 有 0 一 


costo = ， to = arccos 
uw 


0 是 平衡 位 置 , 而 且 如 上 所 述 , 它 是 稳定 平衡 位 置 . 当 w>A/ 和 时 ,9 一 0 仍 是 平衡 位 置 ,但 


如 上 所 述 , 它 是 不 稳定 平衡 位 置 ,此 时 存在 着 另 一 个 平衡 位 置 6 二 arccos 
下 面 我 们 证 明 这 另 一 平衡 位 置 是 稳定 平衡 位 置 ， 
令 5 一 0 一 0 ,将 slng .cos 均 在 0=U 处 作 泰 勒 展开 , 且 只 保留 一 级 小 量 》 
sing 2 sinb 十 cosb (9 一 0) 一 sinb 十 Pcostbo 


-| 
7 


cosb > cosb. 一 sinbu(0 一 2) = cosb 一 Sinb 
代入 式 (1) ,注意 6 一 9 ,得 


2 一 一 2 (sing, 十 pcos00) 十 oz(sing 十 pcosbo)(cosbo 一 Pslinto ) 


一 E22 一 wz(cos go 一 sin?0,) |9 


7 


上 式 可 改写 为 


因为 
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& 2 


EE 2 :29 1 -多 
cost, — a ? COS y, 一 一 a2 全 Slin 0 一 一 1 2 4 
__ |,: 8 
9 一 W 200? 了 
2 2 
El 1 >0 
QC dw Uw 


这 就 证 明了 只 要 存在 男 一 个 平衡 位 置 , 它 一 定 是 稳定 平衡 位 置 . 


图 2. 31 


2.1. 44 一 光滑 的 水 平 圆 盘 以 角速度 w 绕 通 过 极 心 的 王 直 
轴 转 动 . 在 圆 熏 上 位 于 离 盘 心 距 离 R 的 人 给 质量 为 m 的 光 请 硬 
币 (忽略 大 小 ) 朝 疝 盘 心 方向 的 推力 ,使 硬币 得 到 相对 于 圆 盘 的 
初速 度 ww 证明 :在 圆 熏 上 的 人 看 来 ,在 一 段 时 间 内 [wot) 可 以 忽 
略 -运动 是 一 条 抛物 线 , 给 出 这 条 抛物 线 的 方程 ， 


证 明 由 x Vp—m TE Xr— mo X(w Xr)—2mw Xv 


得 
区 = wr 二 2wy (1) 
(2) 


Vy 二 wy CO— 2wt 


式 (1) 十 式 (2) Xi, 并 令 z= 二 x 十 iy ,得 


特征 方程 为 
解 得 
故 


¥ = wz — 2 
十 2wir 一 ww 二 0 
rr 二 一 wi( 草 根 》 
z 一 (4 十 Bi)e “‘ 十 (C+ 十 Di)te *’ 
= Rez = Acoswt 十 Bsinwt 十 Ctecoswt 十 Dtsinwt 
y= Imz =— Asinwt + Becoswt — Citsinwt 十 Dtcoswt 


由 初始 条 件 :t= 二 0 时 ,z= 二 R, 让 = 二 一 v,y 二 0,y 二 0, 解 出 


所 以 


A=R,B 一 0,C =—v,D= Row 
T= Reoswt 一 vtcoswt 十 Rotsinwot > R— vt 


》 王 一 Rsinewt 十 zzSl1ncut 十 Rwtcoswt 2 yewvpe 


作 上 述 近 似 时 ,上 略 去 了 (wz)” 及 更 局 级 的 小 量 . 
上 述 两 式 消去 上 即 得 轨道 方程 


是 一 条 抛物 线 . 


_ _ 2 
y 二 本 (zZ K) 


2.1.45 卫星 绕 地 球 做 圆 轨道 运动 ,卫星 内 的 宇航 员 将 一 个 小 物体 放 在 卫星 质心 和 
地 心 连 线 上 离 卫 星 质 心 Ar 处 然后 释放 . 求 在 卫星 参考 系 中 宇航 员 所 看 到 的 释放 后 物体 
的 运动 ( 设 卫 星 像 月 球 那样 朝 回 地 球 的 部 分 始终 瑚 回 地 球 )， 

解 ” 取 固 连 于 卫星 的 坐标 系 Ozyz,O 在 卫星 质心 ,y 轴 指 问 地 心 ,x 轴 指 癌 卫 星 运动 
的 方向 ,释放 时 ,zt 二 0. 卫星 参考 系 是 跟随 O 点 的 平 动 (做 圆周 运动 , 设 绕 地 心 的 角速度 为 
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w) 和 围绕 O 点 的 转动 (角速度 也 是 w ). 
用 卫星 参考 系 ,物体 受 以 下 几 个 力 :地 球 的 引力 已; 平 动 惯性 力 Fi; 惯 性 离 轴 力 F;; 
科 里 类 利 力 F. 设 地 球 质量 为 M, 物 体质 量 为 mx, 地 心 的 位 矢 为 R, 物 体 的 位 和 撩 为 r， 


GmM 
fi = IR—rl’ 


用 三 角形 边 角 关 系 的 余弦 定理 ， 
IR—r|= (Rr — 2Rrcos0) 
一 (CR2 + ri 2Ry)Y? 
其 中 9 是 7 与 R 也 是 7 与 y 轴 的 夹 角 ， 


(R—r) 


GMm 1 
Fi= 一 一 ;va72(R 六 
R 1 — 28} | 
R kK 
GMm 3 GCMm 3 zi 
GM 
F,=—— Fo 


F,= mer = mw (ri + yj) 
F,=— 2mw X=— 2mok Xx (ri yJ) = 2mw(yi— 人 XJ) 
以 上 已 考虑 到 初始 条 件 和 受 力 情况 ,物体 仅 限 于 在 zy 平面 内 运动 . 


设 卫星 质量 为 m., 在 地 球 引力 作用 下 做 圆周 运动 ,mRw? 一 2 ,人 
mr?= FF,+F,+F, 


mo 1 虽 [CR— WI Zi moRit mo 十 3) 十 omwlyi— i) 


~ mo?| 1 十 3 | Rj 一 mw RI mo (ri yy) + 2mwl(yi— XJ) 


一 2mew yi (3mey 一 2mw Z)i 


= 2w 也 (1) 
$= 3wy 一 2w¢ (2) 
积分 式 (1), 用 初 条 件 :t=0 时 ,这 = 二 0,y 二 Ar ,得 
二 2w(Yy 一 Ar) (3) 
将 式 (3) 代 入 式 (2)， 
y= wy 4wAr 
通 解 为 y=4Ar 二 cicoswt 二 cssinewt 
用 初始 条 件 ;:t 二 0 时 ,y= 二 Ar,y 二 0, 定 出 
Cc 一 一 3Ar， Cc,» 二 0 
故 y= 4Ar— 3Arcoswt 
代入 式 (3)， 


之 一 6wAr(] — coswt) 


积分 上 式 , 并 用 初始 条 件 .:t 二 0 时 ,z 一 0， 
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X= 6Ar(wt 一 sinwt) 
2.1.46 一 质量 为 m 的 质点 用 原 长 为 /\、 劲 度 系数 为 & 的 弹 筑 挂 起 来 ,t= 一 0 时 , 弹 得 
上 端的 支撑 点 开始 上 下 按 正 弦 函数 做 振动 ,振动 的 振幅 为 4, 角 频率 为 wlw 了 关 ~Mk/m). 求 
质点 的 运动 . : : 
解 ” 取 固 连 的 支撑 点 作为 原点 竖 直 向 下 的 z 坐标 并 以 它 为 参考 系 . 这 个 参考 系 对 
前 参考 系 的 加 速度 为 Aw?sinat. 用 此 非 惯 性 系 , 质 点 的 运动 微分 方程 为 


mz 一 一 有 (一 1) 十 11g — mAw’sinwt (1) 


初始 条 件 为 := 二 0 时 ,z 一 /十 ZE ,这 一 0 一 后 (一 Asinet) —wA. 


=0 


今 y 一 x 一 [1 二 加 8 | , 式 (1) 化 为 


my =— ky — mAw’sinwt (2) 
初始 条 件 为 :=0 时 y==0,y==wA. 
式 (2) 的 通 解 为 
Aw 
y= 了 一 Sino 十 ciSinwot 十 csCOS wot 
| R 
其 中 co0 一 ym 
Aa”’ 
人 4 0 
由 初始 条 件 得 《1 一 wo(w2z 一 co2) C2 0 
Aw . of Aw . 
93 一 2 om wis wo Cow: — ws) we ) ol 
Aw’ ， Ww . mg 
T= 一 oe sindwt ws not 十 :上 十 


应 


2. 1. 47 一 块 光滑 的 水 平板 绕 过 板 上 一 点 的 竖 直 轴 做 恒定 角速度 为 w 的 转动 . 一 质 
点 用 一 根 原 长 为 零 、 劲 度 系数 为 & 的 弹簧 连 接 于 轴 与 平板 的 交点 . 车 取 开 始 时 质点 与 交点 
( 取 为 坐标 系 原 点 ) 的 连 线 为 xz 轴 ,z 轴 沿 w 的 方向 ,质点 开始 在 (a,0) 处 以 (0,vo) 的 速度 运 
动 , 求 质点 的 运动 学 方程 z(Gt) 、.y(t)， 

解 m7?= 一 kri+mor—2mw Xr 


令 8 二 三 ,上 式 的 分 量 方程 为 


二 一 (ws wr 2 Yy (1) 
y= (ww)y— 2 (2) 
式 (1) 十 式 (2) Xi, 并 令 z= 二 zx 十 iy ,得 
2 =— (wo ~— Ww)z 十 2 
特征 方程 为 2wir 二 wi 一 ww 一 0 


2 =— (w ++ wo)l 
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z 一 (ci 十 cyl)[ cos(w 十 wo)t 二 1 sin(w 十 co) 
十 《ci 十 cd)[lcos(o 一 wo)t 二 1 sin(w 一 co) 

X= Rez= cicos (中 十 wo)t 一 cosin(w 十 wo)t 
十 cicos (ww 一 wo)t 一 csin(w 一 wo)t 

y= lImz= ccos(w 十 wo)t 十 csin(w 十 wo)t 
十 csSln(o 一 wo)t 十 cicos(@ 一 wo)t 

由 初始 条 件 ::= 王 0 时,z 一 a, 之 一 0,y 一 0,y 一 ze， 可 得 cl.crcscs 满足 的 方程 
Cl 十 cs 一 da 


一 Co(w 十 wo) — Ci(W— Wo) = 0 


Co 十 C4 一 0 
ci(o 十 do) 十 ca(o 一 ao) 一 vo 
解 出 cy c= 0 = 0s 
所 以 t= cos (wt wn)tt ee ee Os Cw— wo)t 
Wo 
y= sin (wt wo)tt ee Sin(w— wo) 
0 0 


其 中 四 一 上 


2. 1.48 ”考虑 一 组 荷 质 比 e/m 都 相同 的 带电 粒子 ,证明 : 这 些 粒子 在 一 个 小 的 磁场 B 
( 常 矢量 ) 中 的 运动 同 在 一 个 适当 选择 的 角速度 w 转动 的 参考 系 中 看 到 的 没有 这 个 磁场 的 
运动 相同 , 求 这 相应 的 w 值 ,并 对 “小 场 ”* 作 出 说 明 . 

证 明 粒子 在 磁场 中 受到 洛 伦 效力 evX8B. 

粒子 在 以 角速度 w ( 常 矢量 ?转动 的 参考 系 中 受到 两 个 惯性 力 : 科 里 奥 利 力 一 2zzw xX 
ov, 惯性 离 轴 力 一 mw X(@ Xr)= 二 mow’r. 

如 惯性 离 轴 力 可 以 忽略 , 当 

2mw Xw=evXB 


即 w 一 2 

2 
满足 上 述 关 系 时 , 则 苇 动 参考 系 中 科 氏 力 的 效应 与 均匀 恒定 磁场 中 洛 伦 兹 力 的 效应 相同 ， 
今 这 些 粒子 e/m 相同 ,可 以 用 同一 个 转动 参考 系 代 蔡 磁场 ， 


小 场 是 指 BB 总 够 小 , 它 要 求 代 替 它 所 用 的 转动 参考 系 的 转动 角速度 w 足够 小 . 具体 
说 ,要求 凌 性 高 轴 力 较 之 科 氏 力 可 以 忽略 , 即 
mw r mwv, w < 二 
对 磁场 而 言 ,要 求 
B < 一 一 Zea m) 
其 中 wv 是 粒子 的 速率 ,r 是 粒子 离 转 轴 的 距离 ,选择 转轴 位 于 粒子 系统 运动 区 域 的 中 心 ,r 
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也 可 以 说 是 系统 运动 区 域 的 线 度 . 

这 些 粒 子 可 以 有 其 他 作用 力 , 洛 伦 兹 力 与 科 氏 力 等 效 , 运 动 微 分 方程 相同 ,初始 条 件 
相同 ,当然 有 完全 相同 的 运动 . 

2.1. 49 一 个 质量 为 m 的 质点 在 光滑 的 水 平面 上 以 角速度 w 做 匀速 率 圆周 运动 ,其 
问心 力 是 通过 一 劲 度 系数 为 & 的 弹 筑 提 供 的 . 使 质点 突然 获得 一 个 很 小 的 径 向 速度 分 量 ， 
求 所 引起 的 径 向 振动 的 频率 . 


解 Ma (天 一 rp 一 一 下 Cr 一 ro) (1) 
m(r9 279)=0 (2) 
由 式 (2) 可 得 r2 0 一 ( (3 ) 
质点 做 匀速 率 圆周 运动 ,yp 二 w, 设 半径 为 RR, 用 式 (1) 得 
mRw’ =—~ kGR — r,) (4) 
沿 径 向 突然 给 一 很 小 的 径 向 速度 分 量 ,在 运动 中 ,r=R 二 Ar,p 二 w 十 A 8, 代入 式 (1) 
得 
m[Ar 一 (RAr)(w AD =— ER— r+ Ar) 
用 去 (4), 且 略 去 二 级 小 量 , 得 
m(Ar 一 2RaoA0O 一 ozAr) 一 一 AAr (5) 


由 式 (3) ,Ar 与 A 9 间 有 下 列 关系 ， 
(R+ Ar)’(w + AP) = Rw 
Ar、A 9 均 为 一 级 小 量 , 略 去 二 级 小 量 , 可 得 / 
A g—— Ar 
将 上 式 代入 式 (5) ,得 
Ar 十 [3 十 生 | Ar 一 0 


径 向 运动 振动 的 角 频 率 为 \/ 3w2 十 过. 

2.1. 50 一 个 质量 为 M 的 小 珠 套 在 光滑 的 水 平 
的 金属 丝 上 , 另 一 个 质量 为 m 的 质点 通过 无 质量 的 不 
可 伸 长 的 .长度 为 a 的 绳子 连 在 小 珠 上 . 握 住 小 珠 与 质 
点 ,使 绳子 沿 金属 丝 拉 直 ,然后 突然 释放 . 求 此 后 绳子 
张力 与 绳子 、 竖 直线 间 夹 角 6 的 关系 


解 M = 二 Tsin9 (1) 
ma 0 十 micos0 =— mgsing (2) 
2. 32 ma — mising =T— mpgcosg (3) 


式 (1) 一 式 (3)Xsin0 ,得 


1 之 一 maabsing + misin’ 一 mpgsingcosb (4) 
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式 (4) 十 式 (2)Xcosb, 得 
Mi— mabsing 4 mz madcos =d 
对 zt 积分 上 式 , 得 
(M + m) z+ maa gcosb 一 ci 
由 初始 条 件 :0=- 六 时 ,6 一 0 一 0 定 出 ci 一 0, 因 此 
(M 十 1 二 abcosg 一 0 


式 (5) Xz 十 式 (2)Xa9 ,得 
(Mm) maz lb2sing 十 ma zt Ocosl 
+ ma:66 + maibcos0 = — moadb sing 
对 z 积分 上 式 ， 


M+ m) + ma + mazhcosd 一 mgacosg + e: 


广 CM 十 mp) 之 ”十 ma 6 十 mit 之 bcosbg = mgacoso 


由 式 (7) 得 二 一 一 一 a 0cosb 


Mim 
将 式 (11) 代 入 式 (10), 解 出 
z py PAG 十 mcost 。 
(AM + msin’0)a 
上 式 对 上 求 导 ， 


206 = 2(M + m)sing p 9M 十 m)cosg 


(CM +- msinmOas 一 (M + msin:0) a 2mgsinGcosg 0 


\ 门 (M ) 8 ， 
所 以 9 一 一 CM + a (M + m+ mcos’g)sing 


将 式 (12)、(13) 代 入 式 (5), 解 出 


mg(3M 十 2m + msin’0) . geosh 
一 ON np nd) sinOcos 


将 上 式 代 入 式 (1), 即 得 


太一 Mmg(3M 十 2m 十 1asin-OD)cosl 
本 (M 十 msin’0)’ 


* TO 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


说 明 ; 此 题 如 用 第 六 章 讲 的 质点 系 的 机 械 能 守恒 ,可 直接 得 到 式 (9)、(10), 用 质点 系 


在 xz 方向 动量 守恒 ,可 直接 得 到 式 (6)、(7). 


2.1.51 质量 分 别 为 m 和 MM 的 两 个 小 环 可 在 一 光滑 的 竖 直 平面 内 的 圆圈 上 运动 ， 
两 环 被 一 根 无 质量 的 、 不 可 伸 长 的 绳子 连 着 .证 明 : 只 要 绳子 保持 拉 紧 ,绳子 张力 为 
2mMgtanacos0/ (m 十 MM) ,其 中 2a 是 绳子 拉 紧 时 对 轿 心 所 张 的 角 ,9 是 绳子 与 水 平 线 间 的 


证 明 可 以 直观 地 作出 判断 ,m、M 在 运动 中 绳子 保持 拉 紧 ,m、M 连 线 必 位 于 圈 心 0 
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图 2. 33 


式 (1) 一 式 (2) 得 


力学 (上 册 ) 


的 上 方 ,如 图 2. 33 所 示 . 

用 自然 坐标 , 列 mm、M 的 切 向 方程 . 设 圆圈 半径 为 x， 
规定 m 作 道 时 针 转 动 的 速度 为 正 ,MM 作 顺 时 针 转 动 的 速 
度 为 正 , 即 

d 


d 
vn = 7 (0 + 0), vu 一 了 (一 72) 


m Ce — mpsin(a 十 0) — Teceosa 


即 mr 6 = mgsin(a + 0) — Teosa (1) 
M Su 一 Megsin(a — 0) — Teosa 
即 — Mr8 = Mgsin(a — 0) 一 Tcosa (2) 


(m+ Mr = mepsin(a + 0) — Mesin(a — 0) 


r6 一 7 Msin(o 十 20) 一 Ahsin(a 一 0) (3) 
将 式 (3) 代 入 式 (1), 解 出 了 ,经 计算 可 得 


_ 2mMeg 
T= 加 十 Nftanacosd 


2. 1. $2 三 个 点 源 等 距离 地 固定 在 一 个 半径 为 <、 圆 


心 为 原点 的 图 向 上 ,每 个 点 源 对 质量 为 zu 的 质点 的 作用 
力 为 引力 Ff 二 一 kR, 苯 中 为 正 值 常量 ,R 为 质点 对 点 源 
的 位 矢 . 质点 在 1 二 0 时 条 入 办 汤 , 初 给 条 件 为 r 一 rs. 二 


ve， 如 图 2. 34 有 所 示 、 


(1) 求解 质点 的 运动 ,用 ro.zo 及 其 做 参数 表示 PC 

(2) 在 什么 条 件 下 ,质点 的 运动 轨道 为 圆 ? 

解 (1) 用 产 .rrrasr 今 别 表示 三 个 点 源 和 质点 对 原 
点 O 的 位 和 拓 , 因 三 个 点 洲 福 圆周 上 等 距离 分 布 ,有 


三 个 点 源 对 质点 的 从 力 为 


rm 十 rr: 十 ra 一 0 


下 一 一 k{(F 一 r]) 一 天 人 (F 一 r,) — kr -一 ra) 
= 3kr 十 klr, 二 了 十 rs) -一 一 3Ar 


运动 微分 方程 为 


mr =— 3kr 


通 解 为 rt) = Acos 人 | 3 十 及 sin A 2 


由 初始 和 条件 :上 一 0 时 ,r= 二 ro ,了 二 vo, 定 出 


jm 
A=r,, B= akg Uo 
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卫 以 r(t) = rocos A/ et 十 \ 亚 wusin A/ 2 


(2) 取 ro 方向 为 xz 轴 正 向 , 设 vo 与 ro 的 夹 角 为 a, 则 


_ | 3 | m /3k 
X(t) = rocos tt 十 38VocOSasin 1 
fm, /3 
y(t) = akvuosinasin jy t 
xX 十 光一 zcCOS | 2 十 2rovo A| 3kCOSACOs A | sin A | 生 
2 
十 |， | pv 


， TIT /m,n 
可 以 看 出 , 当 QO 二 2 或 2 时 ,日 ym 时 ， 


六 十 多 一 了 


3k 


sin* /~t 
ni 


质点 的 运动 轨道 为 圆 . 因此 条 件 是 ro。| vo, 且 Ny 

附带 说 明 ;用 第 三 章 讲 的 互相 垂直 的 、 同 频率 的 两 个 简 谐振 动 的 合成 ,立即 可 得 上 述 
结论 . 

2. 1. 53 7 个 质点 质量 均 为 m, 任 何 两 个 质点 间 相互 作用 力 为 斥 力 , 大 小 与 它们 间 的 
距离 成 正比 ,比例 系数 为 ym?. 开始 把 它们 静止 地 放 在 一 个 光滑 的 水 平面 上 处 于 以 O 为 中 
心 .a 为 半径 的 圆圈 上 的 对 称 位 置 . 证 明 :同时 释放 后 , 任 一 质点 位 于 离 O 点 距离 处 时 的 
速率 为 

[mm Cr a:) 1 


提示 :2| sin’ 一 十 sin? in Dx | (7 之 2). 
证 明 考虑 位 于 图 中 4 点 的 一 个 质点 ,B 点 的 质点 和 
对 它 的 作用 力 在 04 方向 的 分 量 为 Lm 2 珀 


um’ 。 2rsin’ 一 
其 他 质点 对 4 点 的 质点 的 作用 力 在 Oh 方向 的 分 量 分 别 


. 2? 2 ，》 3 ， 
为 ym? 。27sin 、 Lm’ 。27Sin2 > um’ » 2rsin’ 


名 一 DF 其 中 7 为 个 质点 在 t 时刻 离 O 点 的 距离 .不 论 。 / 
n 为 奇数 还 是 偶数 ,任何 一 个 质点 受到 的 合力 都 沿 半径 方 ~ 

向 向 外 , 且 大 小 相等 . 各 质点 在 任何 时 刻 都 对 称 地 分 布 在 
以 O 为 圆心 的 一 个 圆 上 ,每 个 质点 的 矢 径 满足 下 列 方程 
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(2 一 1) 


n 


mr 一 pom? | 2rsin’ 一 十 2rsin” 所 十 … 十 27sln“ = Lm nr 


Fr? 一 pmnrr, zd 六 二 pndr’ 


两 边 积分 ,用 初 条 件 :r==a 时 ,7 一 0, 得 
7 一 jmn(lr’ 一 a’) 
六 一 [jmnlr? 一 C2) | 
2.1.54 考虑 一 质量 为 m 的 粒子 在 力 F 二 一 kr 作用 下 运动 ,这 里 是正 值 常量 ,r 是 
粒子 的 位 夭 ， 
(1) 证 明 粒 子 在 一 平面 内 运动 ，; 
(2) 设 在 t==0 时 ,zx 二 a,y 二 0, 二 0,y 二 voy 求 Xx() 和 y(2); 
(3) 证 明 该 轨道 是 一 椭圆 ， 


(4) 求 出 周期 . 
解 (1) 一 一 杂 ,rXF 一 rX( 一 好 ) 一 0, 又 因 下 一 加 95，rX92 一 0, 所 以 
FxXWD-vXvtr+ 0 
积分 上 式 ， rxv=h (1) 
式 中 天 为 党 天 量 . 
“ re(rXv)=v*.(rXr)=0 (2) 


将 式 (1) 代 入 式 (2),r， 有 一 0 
即 r | hh, 说 明 粒 子 始 终 在 与 hh 垂直 的 平面 上 运动 . 
(2) mr =kr 
mz 一 一 kz, my =— ky 
令 办 一 全 , 生 十 oz 一 0, 必 十 ozy 一 0 
X= Acos(wt 二 a), y= Becos(wt + pf) 
由 初始 条 件 ;:t 二 0 有 时 ,二 4a, 这 二 0,y 二 0,y 二 vo, 定 出 A.a.B.B, 得 


fz ， y 一 \/ 二 wosin 全 
m m 


(3) RD 


(4) 设 周期 为 Tal| ET=2r,T=2xN 


2. 1. 55 质量 分 别 为 m 及 m' 的 两 个 质点 ,用 未 伸缩 时 长 度 为 a 的 弹性 强 相 连 , 强 的 
劲 度 系数 上 = 2 ,将 此 系统 放 在 光滑 的 水 平 管内 ,管子 绕 通 过 管 上 某 点 的 竖 直 轴 以 


mm z 
恒定 角速度 w 转动 . 开始 时 ,两 质点 相对 于 管子 是 静止 的 ,两 质点 间距 为 a. 试 求 此 后 任何 
时 刻 两 质点 间 的 距离 . 


一 UCOS 
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解 ” 用 图 2.36 的 zz 分别 表示 质量 为 mm、 xz 的 
两 质点 的 位 置 . 取水 平 管 为 参考 系 ， 
2112712 ew 


mn 十 222 


mz 一 Zk 一 


(CZ1 十 Zz 一 C) (1) 
27112772 ws 
mm 
式 (1)Xm’ 十 式 (2)Xm, 并 令 :一 xi 十 Xz,s 为 两 质点 加 
号 ， 


mm’ 2 = Mm’ wx, C— 


(Zi 十 Zr 一 CQ) (2) 


图 2. 36 


mm’ 3 = mm ws 一 mm ws 一 4) =— mm ws 十 277272 wa 
YY 十 2 一 2w’a 
$= 2a 十 Acos (wt 二 a) 
由 初始 条 件 :t 二 0 时,s= 二 zi 十 Xs 二 4ay5 二 十 底 二 0, 定 出 A 二 a ,a 二 7x. 
$s = 2a + acos(wt + XxX) = 2a — acoswt 

说 明 :; 上 面 是 我 们 对 开始 时 mx、m' 分 别处 于 转轴 的 两 侧 的 情况 得 出 的 结果 ,如 开始 时 
m、m' 处 于 转轴 的 同一 侧 ,得 到 两 质点 电 足 s 的 微分 方程 是 相同 的 ,因而 上 述 结 果 也 适用 . 

3,1.56 质量 为 m 的 小 环 套 在 半径 为 a 的 光滑 
六 轿 上 ,可 在 其 上 滑动 . 如 圆圈 在 水 平面 内 以 恒定 角 
速 意 w 绕 圈 上 某 点 O 转动 ,转轴 垂直 于 水 平面 . 试 求 
小 还 许 圆 圈 切 线 方 癌 的 运动 微分 方程 . 

让 ” 取 出 图 为 参考 系 ,用 固 连 于 圆圈 的 极 坐 标 表 
这 ,原点 取 在 加 圈 中 心 C, 取 OC 的 延长 线 为 极 轴 . 

小 环 水 平方 向 受到 三 个 力 :圆圈 的 作用 力 ; 惯 性 
离 轴 力 rw” ; 科 里 奥 利 力 . 只 有 惯性 离 轴 力 在 切线 方 
阿 的 分 量 不 为 零 , 它 的 切线 方 同 分 量 为 
7 in 
2 2 2 


图 2. 37 


mw’r'sin = mw’ »« 9acos 一 mwiasing 


切线 方向 的 运动 微分 方程 为 
ma 0 =— mw’asing 
D 十 wzsinp 一 0 

2.1.57 两 个 粒子 质量 为 m、 带 正 电 答 g, 用 劲 度 系 数 为 &. 平衡 长 度 为 零 的 弹 自 相 
连 . 沿 水 平方 向 有 恒定 电场 瑟 = 刁 o, 考 感 粒 子 之 间 的 库仑 力 , 忽 略 磁 效应 、 辐 射 效 应 和 相 
对 论 效应 等 ,假定 粒子 没有 碰撞 . 

(1) 如 果 粒 子 在 水 平 x 方 同 的 光滑 直线 上 滑动 ,它们 之 间 的 距离 d 不 变 . 求 di 

(2) 奉 (1) 中 两 粒子 间 的 距离 4(z) 为 在 一 个 平衡 位 置 附近 的 小 振动 , 求 频率 ，; 

(3) 若 粒 子 在 水 平 的 光滑 果 面 上 滑动 , 求 运动 微分 方程 的 通 解 ,可 在 答案 中 保留 积 
分 ， 

解 (1) 用 zi、z; 分 别 表示 两 个 粒子 的 位 置 . 图 2. 38 画 出 了 两 个 粒子 的 位 置 和 受 力 
情况 ,由 此 可 分 别 列 出 两 粒子 的 运动 微分 方程 ， 
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2 


,, g 
mi = oFo 十 k(x, 一 X11) 一 一 一 一 一 ， 
1 一 do 2 1 47re (x, 一 ry)! 
0 
mi 一 gko 二 一 一 一 一 一 GCZ， 一 并)， 
2 do tne Cx, 一 Zi)? 2 1 
2 
] X72 A 


< 一 一 一 > 48 < 。 一 4。 


MX —xX1) KX—xX) . 


4xe0(x2—xX1) 4 50(X2—X1) 


图 2. 38 
两 式 相 减 , 可 得 粒子 间距 s 二 Xs 一 Xi1《 可 取 L 坐标 较 大 者 为 XxX2， 刻 Zz2 盖 1) 满足 的 微分 方程 
为 


g? 
量 蝇 一 一 pA 1] 
7773 en 5 (] ) 


s 二 d 保持 不 变 , 则 Y 一 0. 代入 式 (1) 得 


173 


(2) 


Ren 
aa 


4nke, 
注意 :s 二 4d 保持 不 变 , 并 不 意味 着 两 粒子 都 静止 不 动 (对 静 参 考 系 ). 对 静 系 , 式 : 一 工 ， 


->0. 对 静 系 以 一 4 运动 的 参考 系 ,两 粒子 都 静止 不 动 
(2) 距离 ;在 4 附近 做 小 振动 ,可 令 s==d 十 As, 代 入 式 (1)， 


2 


a 过 
mAs= -一 一 一 2RCQ 人 
rod FA ATs) 


2 
q | 2 
一 1 一 一 -| 一 28a 一 2kA 
2Ae0d d ‘ 
g? 
一 一 As 一 2kASs 一 一 6kA 
red 2 6kAs 


上 述 计 算 中 ,两 次 用 了 式 (2). 
mAs 十 6kAs 二 0 
可 见 粒子 间距 在 4 附近 的 小 振动 的 角 频 率 为 


6k 
w= /2 
m 
(3) 由 图 2. 39 表示 两 粒子 的 位 置 ， 
mi 一 0 巨星 十 klr,—r)— FEF. (3) 
mr, 一 9g 玫 江 一 RGr 一 让) 十 下 (4) 


其 中 F. 是 粒子 1 对 粒子 2 的 库仑 力 ， 
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2 


5 4Aneolrs—r Bw 一 六 
式 (3) 十 式 (4) 得 
7 十 7 一 a 


写成 分 量 方程 ,对 上 积分 两 次 ,得 
z+ zs = C+ At + A 


十 y= 二 Bit 十 Bs 
式 (4) 一 式 (3), 今 六 一 六 一 六 ,得 


2 


oneor’ 


mr 一 kir = 


9Aeor’ 


注意 了 一 (一 mp )e; 十 (r9 十 2 i9)ep 


,， 2 1 d 
一 (一 12 )e, Hr pee 
式 (7) 写 成 分 量 方程 ， 
人 2reomr? m 
dv、 
r dz” 9) 一 
由 式 (9) 积 分 r? 9 二 hh 


入 
用 式 (10) ,并 用 六 一天 一方 机, 式 (8) 化 为 


了 .2 h” gg | _ 2kr 
2d7 本 + 27reo7727- m dr 
积分 上 式 ,得 
2 97 AEomMmr 772 2 
dr  ， 2 
di XEoMr m 
dr 
| ~ gy 2kr’ 1/2 tt 
rr NEOMT m 
由 式 (11) 可 得 六 一 六 人 ) 
7 一 | (zx, 一 TD) 十 《yz 一 3 2 2 
式 (11) 也 可 改写 为 
(zs 一 2) 十 (ys Oo— 1) = [rT 
yz yy2 VI 
tang 一 x, 0 一 arctan x, x 


式 (10) 可 以 改写 为 


2 
— 2kr e, 
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(5) 
(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 
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d _ 
[zs Xx) 二 (yO— y1) | : Farctan 2 2 |- h 


”| 


| (x 一 1 十 (yz 一 y1)° * 


5 和 


| 


(zz 一 zd 于 一 2 | = hdt 
两 边 积 分 ,等 号 左边 用 分 部 积分 ， 


yi — 1 | dr, — xz) 一 ht 十 D (13) 
1 


由 式 (12) 可 得 V2 V1 作为 2 村] 的 区 数 , 因 而 式 (13) 的 积分 也 可 得 到 V2 Yl 与 2 Xl 
的 男 一 关系 . 

式 (5)、(6)、(12)、(13) 都 是 zz ysys 的 方程 ,可 解 出 它们 作为 上 和 4 、 4:、Bi、B2:、 
h.c.i、D 八 个 积分 常数 的 函数 ,这 八 个 积分 常数 可 由 初 条 件 t= 二 0 时 的 TI、yI、Z2、yY2、Z1、 
1\、 之 、yz 确定 . 

2. 1. 58 ”一 个 半径 为 R 的 半球 形 碗 以 不 变 角 速度 0 绕 竖 直 的 对 称 轴 转 动 . 质量 为 M 
的 一 个 粒子 在 重力 影响 下 在 碗 的 内 表面 运动 ,粒子 除 受到 碗 面 的 支持 力 外 ,还 受到 一 个 靡 
擦 力 f= 一 kv, 其 中 & 为 正 值 常量 ,v 是 相对 于 碗 的 速度 . 

(1) 用 球 坐 标 96.p (坐标 原点 取 在 碗 心 ), 写 出 粒子 相对 于 转动 参考 系 的 运动 微分 方 


租 . 证 明 , 如 果 0 所 ,除了 硫 底 这 个 平衡 位 置 以 外 ,存在 第 二 个 平 多 位置, 并 求 出 这 第 
二 个 平衡 位 置 的 8 值 . 

(2) 考虑 粒子 在 碗 底 这 个 平衡 位 置 附近 的 运动 . 在 此 平衡 点 取 一 个 固定 的 肖 卡 儿 举 
标 系 zx、y\z，, 除 计算 重力 提供 的 恢复 力 以 外 ,不 考虑 碗 的 曲率 .证 明 : 对 于 jzj| 拉 Rijy| 扫 
R, 粒 子 的 一 个 特 解 为 

X= Re(l(zroe’'), y= Rel(yoe’’) 
其 中 4 满足 
e+ 各 + 仙人- 
(3) 求 碗 的 角速度 (2,, 对 于 此 角速度 ,粒子 的 运动 是 周期 性 的 ， 
解 (1) Ma=Mg—kvi+N— MA X(N Xr)—2MAN Xv 
4 一 (一 > 六 一 mp sin20)e， + (roO+270— rp sinbcosb)ey 
十 (rosing 十 27psing 十 2r0pcosg)e。 
取 >z 轴 竖 直 问 下 ， 
一 gcoste, 一 gsingdes 
六 一 六 e, 十 rber 十 ?Vsinbe。 
N=— Ne,,r = Re,,r = 上 
1) = fcoste, +- flsinteo 
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今 v= ROe+t Rosinge, 
a 一 (一 Rb — Rosin0)e, + (RO — Rosinbcost)es 十 (R gsind + 2R 0 9cosO)e, 
关于 6.9 的 两 个 运动 微分 方程 为 
M(RO—R 9 singcosg) 一 一 Mgsinbg — kR 9+- MR{YsinOcos0 一 2MRO Psinbcosb 
M(R psing 十 2ROocos0) 一 一 ARpsing 十 2MRROcosb 
质点 处 于 平衡 时 ,0 一 0,0 一 0,9 二 0,9 二 0. 由 关于 9 的 微分 方程 得 
— Mgsin0 十 MRf}’sinGcos0 一 0 
sin0(R(}cos0 — g)=0 
可 得 sin6 二 0,0 二 0 为 平衡 位 置 . 


如 ;<1, 则 有 RDzcos6 一 5 一 0, 即 


0 = arccos 


8 | 
RO: 


为 第 二 个 平衡 位 置 , a; 过 1 也 即 o> &. 

关于 9 的 微分 方程 在 平衡 位 置 是 0=0 的 恒等式 ,说 明 只 要 0 
合适 ,任何 9 值 处 都 可 以 是 平衡 位 置 . 

(2) 在 碗 底 取 一 个 以 碗 底 为 原点 的 固定 的 军 卡 儿 坐 标 系 zyz ,xz 
轴 竖 直 向 上 . 

重力 Mg 在 x、y 方 辣 的 分 量 为 

一 Mgtany(cospi 十 singj) 

|X|<R,|y|<R,..0o=~V TX+y KR 


sinyg = 5 1,tanyg 人 sing 


一 Mgtany (cosoF sing]) 
一 Mgsing(coso?i 十 singj) 


一 一 Mpg fC (cosgi 十 singj) 一 一 ME (i 十 yJ) 
dr dr 
dt dt taxXr 
dr dr ，， ，， ， , 
Tq Xr=oiit yi kx (rity)) 
二 〈 守 十 0 十 (3 一 人 2z)7 
dr 


认 擦 力 F= 一 地 一 一 k[( 十 Qy)it (3 一 Q7) 让 
支持 力 与 重力 的 男 一 个 分 量 的 合力 为 等. 
现在 用 的 是 惯性 参考 系 ， 


M# —— Ez — ki kNy 


.84. ”力学 (上 贡 ) 


M3 =— Ey — kyt kr 


令 Z 一 Toe yy 一 yoe To yo、 均 为 复数 ,代入 方程 ,可 得 


人 


M0 


i a et, 
方程 组 有 非 零 解 , 必 有 系数 行列 式 等 于 零 ,得 
#0)*_, 


I 二 加 十 费 ) 二 
= Re(xoe’'), y = Relyoe’’) 
为 一 个 特 解 ,x 二 Im (zoe*') ,y= 二 Im (yoe’ 是 另 一 个 特 解 . 
(3) 粒子 的 运动 是 周期 运动 ,要 求 4 为 纯 虚 数 , 即 4=iw,w 为 实数 ， 代入 4 必须 满足 的 
方程 , 令 = 人 2， 


加 下 .号 |” {kl 
和 +) = 一 [全 
等 号 两 边 实 部 、 虚 部 分 别 相等 ,得 
一 o 十 大 — 0 
解 出 《2 一 士 w 一 土 元 
_ /&, 6 __/g 
即 ,一 RE 或 ”20 Rk 


粒子 的 运动 都 是 周期 性 的 . 
2.1.59 一 个 质点 在 重力 作用 下 沿 一 粗糙 的 竖 直 的 加 
周 运 动 .如 从 水 平 直径 的 一 端的 静止 状态 开始 运动 ,到 圆 的 
最 低 点 时 刚好 静止 . 求 摩擦 因数 y 必须 满足 的 关系 . 
WA 解 ” 设 圆周 半径 为 >, 质点 质量 为 ,用 目 然 坐 标 ， 
LN 


mm 红 一 MEcoSsO 一 ALAN (1) 
mg mY 一 NO— mgsing (2) 
图 2. 41 式 (1) 十 式 (2)Xp, 约 去 隔 边 的 772 ， 
P+ 一 gcosg 一 Agsing (3) 
用 id 
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式 (3) 可 改写 为 
六 du 十 pv2db = gr(cos0 一 js1n0)d0 


dz 十 2(CUpr 一 grcosl 十 persing)d0 一 0 
试用 (0) 作 积 分 因子 ,代入 上 式 ,得 /0) 满 足 的 微分 方程 为 


解 出 f(0)=e” 
edzx 十 2e2 (pur 一 gzrcosg 十 persing)d0 = 0 
edzx 十 2e2pzdb = d(xe’”) 


用 分 部 积分 ,计算 | ecos0d9 和 | e~sinbdl Mi 


210 _ 
| cos0d0 = + py el(sing 十 2 jc0s0) 
p10 ee 0 
| sin0d2 ] 二 CNsing cos0) 
积分 (4) 式 得 
2 
Xe 一 Tsing 十 2pcosO) 十 3pEre (2jsing 一 Cosy) = ce 
整理 后 ,上 式 化 成 
_ 287 _ |=- 
过 十 T A ;[ (2p2 一 1)sing 一 3Hcosb | 
由 0 一 0,x 一 到 一 0 定 出 c 一 一 -AS7 


1 十 4 
再 用 0= 了 时 xz 一 只 一 0, 可 得 人 需 满足 的 方程 为 
3 太一 1 十 3pme “=0 
2.1. 60 一 个 质量 为 M 的 小 球 , 用 一 根 劲 度 系数 为 k、 目 然 长 
度 为 零 的 无 质量 弹 筑 悬挂 于 天 花 板 下 ,小 球 下 面 挂 一 根 相 同 的 强 
筑 , 原 处 于 平衡 状态 . 今 有 一 个 力 F(t) 作用 于 下 面 弹 得 的 下 端 ,如 
图 2. 42 所 示 . 求 上 面 弹 赞 的 长 度 zi 与 瓦 (的 的 关系 ;如 下 () 一 和 
为 常量 , 求 x1(t). 
解 ” 小 球 和 下 面 弹 筑 的 运动 微分 方程 为 
MI = Mg — kx kz 
一 kx, 十 F(t)= 二 0 
从 两 式 消 去 z* 得 
Mi kr = Mgt F(t) (1) 
与 (1) 式 相应 的 齐 次 方程 的 两 个 特 解 为 


。86 。 力学 (上 册 ) 


WE 
Tu1 二 Sin A/ Wi X= cos A/ ny 


非 齐 次 方程 式 (1) 的 通 解 为 [参看 强 元 竺 编著 的 《经 典 力 学 》 上 册 p. 51. 


Xi1(t)= Asin . /全 t 十 Becosal 1 十 工 Fy | 一 in ,fs | | Gy 
十 Megycos ,| LS COS /s :| (F(1) + Meg)sinal 人 id | 
8 Mm 入 2 M 


用 初 条 件 :t 二 0CF(C) 开 始 作 用 时 ) ,二 二 28 , 吉 一 0, 可 得 4 二 B= 一 0; 并 可 进一步 简化 为 


k 
M 1 M | : | 
Tt) 一 -过 十 MNE sin yal F(t)cos td 
sr| | & | (t > 0) 
va F(t)sin Nytdt 


z(t) 一 人 有 (0) 
当 瑟 (一 烷 时 ,经 计算 可 得 
A 
nD) = ME + Msin /br| (t 之 0) 


2. 1.61 单位 质 景 的 质点 在 嚼 力 与 速度 成 正比 的 介质 中 运动 ,比例 系数 为 8, 在 一 个 
按 指 数 衰减 的 力 Fue- (其 富 Fo、Y 均 为 常量 ) 作 用 下 贞 廊 止 开 始 运 动 . 用 拉 普 拉 斯 变换 法 
求解 该 质点 此 后 的 运动 规 津 . 

解 区 = 二 一 Br 十 Fos 

一 0 时 ,z 一 0, 守 = 0 

今 原 函数 (4)= 二 zy) (0) 一 0,F(0) 一 0. 象 函数 为 Fb)， 

由 拉 普 拉 斯 变换 将 运动 淡 分 方程 变 为 象 函 数 的 代数 方程 : 


F 
‘ -一 A _ 0 
pf(p) 一 六 PFC0) — F' (0) 7 
解 出 fl ,fo 
7 二 
把 f(p) 写 成 1(p)=F, S++ 


Ad 十 7) 二 Bp(p 十 7) 十 Cp(p 十 hp)=1 
比较 等 号 两 边 p 的 各 次 响 的 系数 , 令 其 分 别 相 等 ， 
A 二 BC=0 
A(B 十 7) 十 BY 二 CB8=0 
ABY = 1 


1 , 1 ”1 
解 出 “一 87， 2 一 505 二 力 儿 一 7Y(B—7) 
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[1 1 1 1 3 
f(p) = Fol By pI BB PHB 7B—Y) 7 二 7 
变换 为 原 也 数 
Url ee ee 
T(t) = | 部 十 BE 一 芒 zl 
2. 1. 62 用 积分 因子 法 求解 上 上 题 . 


解 ” 用 初始 条 件 , 先 积分 下 式 ， 
区 二 一 Bz 十 Foe 


。 ， Fo, . 
得 2 一 一 pz 一 了 4 2 一]) 


dz 十 | Bz 十 Ce 一 1) ld = 0 


df _ A 
dr Bf,， j=e 
pt Bt Fo pry By 
ef‘dz 十 e€ prdt 十 了 (e — er)dt = 0 


Xe 十 | Eee — ert]dt=0 
( 瑟 上 式 时 已 考虑 初始 条 件 ;t= 二 0 时 ,x 二 0). 


F ] 一 1 1 _ 1 
Br 0 _ 1 AnD ,一 应 二 | 
Xe + 6 一 7 Be + 方 |=。 


解 出 zx, 整理 后 可 得 到 与 上 题 相同 的 结 采 . 

2.1.63 质量 为 m 的 质点 在 图 2. 43 所 示 的 力作 用 
下 做 直线 运动 . | 

(1) 求 F() 的 拉 普 拉 斯 变换 的 象 酒 数 f(p); 

(2) 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求 此 运动 的 通 解 ; 

(3) 直接 用 逐次 积分 的 方法 求 通 解 . 


提示 Ye (> 0) 的 原 函 数 为 


(ft 一 有 ) 
IT'(p) 


0 tt<=k 
—k ~ 
其 中 u(t—k) 1 sk 


1 CA) 一 (HA 一 1)1 


u(t 一天) 


解 〈1) 


PF (2) = Fo tt 之 


0 :之 1， 


f(p)= | ee (dt 


。88 。 力学 (上 册 ) 


i F {2 
一 | e ?tdt 十 | Foe ?dt 
0 | #) 


F _wmw、 1 _ 1 
si "si Foe I 
(2) mi =F() 
为 区 别 于 力 的 象 函 数 ,z(#) 的 象 函 数 改写 为 f* (p)， 
rF,] Fe tn 已 一 产 2 
2 其 一 一 02 . -8~ _ 
m[ zj (pp) — prx(0) 一 这 (0)] pp F, ; 
‘ip x0 0) Fol_ Foem Fe” 
f (p) ~ 一 p 十 p? 十 mt ps mt] ps 177 p’ 
查 拉 普 拉 斯 变换 表 ， 
(zt ) 一 z(0) 十 二 (0) 十 二 op tai Et) 
一 Omt 6mti ! ! 2m ‘ < 
其 中 
. ) 0 ft 之 4) 
t:—t) 一 
“ 1 上 之 三 
即 
Fo 
TX(0) 十 之 (0)t 十 上 0 三 1 过 
bmt: 
Fo 3 . Fo 
X(t) = x0) 十 一 丰 十 之 (0)t 二 二 1(t 一 1) 上 < 上 < 
bm ?7 
Fo 之 2 。 Fo 
X(0) 十 Gm 一 3tz) 十 之 (0) 十 gm (27 tt)t 之 
(3) 
了 2 0 三 th 
1 
TF, nti<w 
0 tt 之 t, 
t==0 时 ,z= 二 x(0) ,二 一 公 (C0)， 
在 0 二 t 志 ti 期 间 ， 
mx 二 fo, 
| 
， Fo , 
二 YL0) 十 2mt. 
. Fo ，, 
TX 二 X(0) 十 (0)t 十 t 
Omt] 


在 刀 志 + 过 ts 期 间 : 


mz 一 F, 


Ff ， ， F 
t= 时 ; 研 一 和 (0) 十 去 (0) 丰 十 经 ,之 一 人 (0 十 让 
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(fz) 一 之 《0) + 3 + th) 


X(t)= 7T(0) T+ TO 十 于 二 士 工 CO) 一 万) 二 ptilt 一 t1) 十 六 z(t — £1) 


一 X(0) 十 a 十 之 0) 十 zt — 6) 


在 t 之 t, 期 间 ， 
0 


0 Fo 
-一 时 ， 站 一 (0) 十 二 2 好 十 二 (0)22 十 六 tz (如 一 6 证 一 羡 (0) 十 2 三 十 二 (一 二 ) 
z(t) 一 冯 (0) + htt) 
zt) 一 CO) 十 2 十 (0)z, 十 7 tt — £1) 


十 之 (0)G 一 六 ) 十 an 一 t,) 十 人 — £1)(t — 1,) 


F F 
= Xz(0) 十 合计 (0) 十 (2 — tt 


2. 1.64 质量 为 和 2 的 质点 在 恢复 力 一 Az 和 阻力 一 7 之 以 及 周期 性 驱动 力 ( 每 个 周期 ) 
jm 0 < 上 二 二 
(ft) = 


区 焉 <: 赤红 


的 共同 作用 下 做 受 迫 振动 . 用 健 里 叶 级 数 求解 稳 态 时 的 运动 学 方程 (要 求 写 出 级 数 的 前 四 


项 ). 
解 ” 运 动 微 分 方程 为 


mri 一 一 RT 一 yz 十 下 人) (1) 
区 十 28 六 十 wx 一 f(t) 
7 F(t) 
其 中 /一 7 0 一 ,J (t) 一 py 
将 f(t) 展 成 全 里 叶 级 数 . 
TT 
Q, 一 Tt) rf )cosnwt' dr 


A 


CO | 『0 站 A. 
一 一 | 0. cosnwt' dr +| Sinwt cosnwt dt 
一 OD 


et 


Awrs 
(iw . 
一 | Sinct cosnwt' Qt 

mr)o 


用 sinAcosB= 二 sin (A 十 B) 十 六 sin(A —B), 可 得 


2 
_ 2 十 1 _. 
A [(—1) 1 0 


mx 二 1) 一 1) 
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24 


rs, 和 2 4 A 
有 时 几 项 c0 一 Q1 一 ay 一 -一 -一 -一 一 , 
为 0 A ] 5 (之 2 3772Tr 243 0 ,24 ] Smzx 
了 ie 
2 [3 . Awfw . . 
| 7 Ct’ )sinnowt' dt 一 | Sinozt sinndwt' dr! 
一 写 7M 开 | 0 


用 sin4sinB 一 六 cos (4 一 B) 一 二 cos (4 十 召 ) ,可 得 
D =0 7 称 1 


A 


Awrs . , 
pb) = | sinwt' sinwt' dz = 
0 2m 


1 . 
Qo 十 人 >》， (Qa.CoOsnwt 十 bsinnwt) 
722 一 1 


f(t) = D3 
A .4. , 24| 1 1 / 
一 到 郊 十 Dm sit mn 3 COS2twt 十 ] 5cOs Act 十 
第 一 项 的 稳 态 解 满足 方程 
Xl 十 20 之 十 wiXI 一 
mA 
人 
1 mr? 


稳 态 解 为 
第 二 项 的 稳 态 解 满足 方程 


区 ;十 28B 二， 十 ci， 一 om snot 


稳 态 解 为 
22 = Aisin(wt — @) 
代入 方程 ,可 定 出 
A/2m 


A = 一 
NV C08 一 ww?)? 十 48zo 


A 


HD 一 arctan wi 
第 三 项 的 稳 态 解 满足 方程 
,。 . ? 24 
区 十 20 十 olzy 一 一 COS2wt 
3mn 
TX3 一 A,cos (2wt 一 9) 
其 中 A4= 和 2 
3 NM (wi— 4 )’+16B 
Carctan | 
第 四 项 的 稳 态 解 满足 方程 
.. ， 24 
tg 十 2p | 十 wat, 一 -一 omac os 
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24 
.之 二 jmail 
15727 ~V (wi 一 16o2) 十 64p2oi 
a ; 
2 一 arctan 6 
方程 (1) 的 稳 态 解 为 
ZT 一 TXTl 十 Ta 十 Ts 十 4 
一 二 十 和 一 天 一 :mw — 9) 
2 C0 — 7)? + 4Pre 
一 过 -一 sczu 一 g) 
AAA (ws 一 4 六 十 16p8o 
-一 -wo 
AM (ui CO— 16w0) + 64B°w 
k 2pnw / 
2_ _ 
其 中 w= P=77 arctan ne 


2. 1.6$5 考虑 一 阻尼 振子 ,其 运动 微分 方程 为 
苑 十 之 | 之 | 十 oz 一 0 

4 为 小 的 正 值 常量 ,初始 条 件 为 z(0)=a,z(0) 一 0. 用 微 扰 法 证 明 第 一 个 后 半 周 位 移 与 前 
半 周 位 移 之 比 (精确 到 1 的 一 次 方 ) 为 1 一 人 

证 明 ”前 半 周 ,十 <0，, | 之 | 一 一 宗 

运动 微分 方程 为 

区 十 woz 二 一 A 评 | 计 | 二 A 
用 微 扰 法 ,精确 到 4 的 一 次 方 , 令 z=zo 十 4z1, 代 入 上 式 ， 
区 0 十 AZ 十 w(xzo 十 AX1) 一 ACE 十 人 AZ) 
2 十 uizo 十 (2 十 oszl 一 如 ) 一 0 

( 写 上 式 时 ,只 保留 4 的 一 次 方 项 ). 

由 的 各 次 寡 的 系数 分 别 为 零 , 得 


2Zo 十 wzZo 一 0 (1) 
Xz! 十 il 一 0 (2) 
式 (1) 满 足 初始 条 件 :t= 二 0 时 ,zo 二 a ,zo 二 0 的 解 为 
Xo 一 aCcoOswot (3) 
将 零 级 解 式 (3) 代 入 式 (2)， 
区 十 cj 二 Qa“wtsin’wot 一 Fa $i(1 一 COS2coot ) (4) 


式 (4) 是 一 个 非 齐 次 线性 微分 方程 ,不 难 找 出 它 的 一 个 特 解 x? = Fa + COs2wot 
式 (4) 的 通 解 为 
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21 一 Acos (wt 十 9) 十 ps 十 atcos2auf 
由 初始 条 件 :t==0 时 ,zi 二 0,z1 二 0, 可 得 


Acosgp 十 ja 十 a 一 0 


定 出 p=0,A= 一 Sa 
_ 2， 1 ,,， 1， 
ZX1 一 一 3 4 COStwot 十 7 十 GZ COS Lot 


X= Xo 二 Mrl = | 1 一 Sa QCOSwot 十 全 Ma2(3 十 COS 20wot) 


这 个 解 只 适用 于 + 志 0 的 情况 , 即 前 半 周 时 (从 + 二 0 开始 ,接着 过 0 到 + 二 0 为 止 ) 适 
用 . 
2 


让 二 一 [一 2 


， 1 . 
AwWonSIN wot 四 3 ha wosin2wot 


由 之 一 0 得 t= 二 0 及 t= , 帮 前 半 周 位 移 为 


# 


z[ 王 | —z(0) 一 [2+ 
再 计算 后 半 周 的 运动 学 方程 ,"“* 评 之 0, | 祥 |= 计 ,运动 微分 方程 为 
区 十 wat 一 一 人 
为 方便 计 , 后 半 周 也 从 :一 0 开始 计时 . 初始 条 件 为 :一 0 时 ,x 一 | 一 1 十 各 
Z 一 To Ar 


2 立 一 [0 


Xo 十 Wixo 二 0 


初始 条 件 为 :一 0 时 ,zo 一 | 一 1 十 人 i4]a, 加 一 0, 解 出 


CCOSCoot 


2 


| 十 cj 一 一 2 一 一 | 一 十 全 Ma Q2coxsinecoot 
2 一 pe — COS2w0t) 
1 ,1 
通 解 为 T= Beos(wot|p)— oa 一 4 cCOS2cot 
满足 初始 条 件 :t= 二 0 时 ,21 一 0 一 0 的 解 为 
2 ] 1 

xX! 一 Sa COSwot 一 了 0 一 2 COs2wot 

后 半 周 的 运动 学 方程 为 


立 一 Xo 十 Axi 二 (一 1 十 2Aa)acoswot 一 Ma2(3 十 COS20w0t) 
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让 二 一 (一 1 十 24a)acoslncot 十 Mrwosin2eot 


祥 二 0 时 ,t= 二 0 及 1 二 一 
后 半 周 位 移 为 
z| 工 | — 7X(0) 一 (2 一 444)a 
| 第 一 个 后 半 周 位 移 / 第 一 个 前 半 周 位 移 | 一 | 一 人 一 42a)a 
一 2 十 34 a 
= -1 一 200)|1 十 全 | 一 1 一 分 
?| 1 一 | 


2. 1. 66 一 物体 在 北纬 40* 的 地 球 表面 上 方 高 h 处 从 静止 降落 , 若 h=100m ,计算 由 


于 科 里 奥 利 力 引 起 的 着 地 点 的 横向 位 移 ， 
解 ” 按 题 意 ,物体 除 受到 地 球 的 引力 以 外 ,只 受到 科 里 奥 利 力作 用 . 
: mr = mg 一 2mw Xi 
今 取向 上 为 z 轴 , 向 南 为 z 轴 , 则 向 东 为 y 轴 . 在 北半球 ,纬度 4 处 . 
Ww = w(— cosN 十 sinaAk) 


t= 2w yy sina 
y=— 2wL sinA — 2w 2 cosa 


z =— g++ 2w ycosAh 
今 w 是 个 较 小 的 量 ,、y$ 与 z 相 比 也 是 小 量 , 式 (2) 可 近似 为 


二 0 
» =~— 2w 2 cosA 


二 一 pg 
宵 吗 条 件 :t 二 0 时 ,x 二 y= 二 0,z 二 ;之 二》 二 之 二 0. 


(1) 式 的 分 量 方程 为 


二 一 gt 二 有 一 et 
y= 2wgtecosA 
y= wpt’cosA,y = wgticosA 


元 一 0， 工 二 0 


着 地 时 ,z= 二 0,: 二 UL 
Vg 
so | 1 
Cw = a% oA -cos 
号 
= 于 x 7.27 x 10-5 /8 cos40° ~ 0.017m 


人 


(1) 


(2) 


(3) 


* 94 ， 力学 (上 册 ) 


物体 着 地 点 向 东 横 疝 偏 物 0. 017m. 

2.1.67 由 于 地 球 的 自转 而 引起 的 下 列 偏离 的 大 
小 和 方向 是 什么 ? 

(1) 从 北纬 参 、 高 过 的 塔 顶 到 底部 悬挂 的 铅 垂 线 
下 的 摆 锤 ; 

(2) 从 顶部 降落 的 物体 的 着 地 点 . 

解 (1) 由 于 地 球 的 自转 , 摆 锤 处 于 平衡 时 受到 
三 个 力作 用 ,它们 是 绳子 张力 T; 地 球 的 万 有 引力 mg。 
和 惯性 离 轴 力 下 . 三 个 力 平衡 . 

mgo 十 了 十 下 一 0 
图 2. 44 mgo 是 重力 ,7 的 反作用 力 W 是 表 观 重力 ,可 表 为 mg， 
8 为 表 观 重力 加 速度 . 由 于 上 自转 的 影响 , 铅 垂 线 将 向 南 偏离 a* ,二 mw:Reos4,R 为 地 球 半 
径 . 


由 余弦 和 定理. 
me= (migs 十 Fi — 2mgoF .cosA)’® 
2 1/2 
-= mgo| 1 十 | Ls / 一 2 A cosA | 
MBO ME oO 
F 2 
略 去 | 2 项 ,代入 Ff. 二 mw?*Reos4, 可 得 
0 
2 
mp 人 mgol ] 一 Kw oan 
go0 
g ~ go — Rw cos’A 
了 。 
由 正弦 定理 ,< 二 一 一 


sinA sina 
slna 一 Le inA _ WRsin24 一 wRsin24 _ 
Mi ”28 2(go 一 Ro cos’A) 

故 摆 锤 将 向 南 偏 离 的 距离 为 


Za Lsina 一 


Low: Rsin24 
2(g0 一 Rowcos’A) 
(2) 取 同 上 为 z 轴 , 问 南 为 z 轴 , 向 东 为 y 轴 . 考虑 目 由 落体 受到 地 球 引 力 、. 惯 性 离 
负 力 和 科 里 奥 利 力 、 列 出 在 地 球 表面 附近 的 运动 微分 方程 . 在 x 二 y 二 0、z== 工 目 由 下 落 的 
物体 ,落地 点 不 在 (0,0,0), 作 一 级 近似 : 


zx — 0,y - swgticosA, 2 一 了 一 六 8 
作 二 级 近似 ; 

TX 一 [ee 十 1h w tsinAcosAa 

y'? 一 Btcos) 


z(2) 一 了 一 Bt 十 Lge 十 pa wt COS’A 


第 二 章 ”质点 动力 学 。 95 。 


作 一 级 近似 时 ,落地 点 为 (0,y2 ,0); 作 二 级 近似 时 ,落地 点 为 (x82，y8?,0),y 中 与 y% 
虽 有 相同 的 式 子 ,但 由 于 落地 时 间 不 同 ,也 有 所 不 同 . 我 们 考虑 一 级 近似 ,落地 时 := 


\ 守 ,落地 点 东 偏 距离 为 y89 一 广 w 和/ ScosX 


2.1.68 S 系 是 坐标 原点 固定 在 地 球 中 心 ,z 轴 指 向 北 随地 心 做 平 动 的 惯性 参考 系 ， 
S' 系 与 S 系 相似 放置 (原点 与 > 轴 完 全 重合 ) 但 是 随地 球 目 转 的 参考 系 ， 
(1) 写 出 任意 矢量 对 时 间 的 微 商 ,从 S' 系 到 S 系 的 非 相 对 论 变 换 方 程 ,利用 这 变换 方 
程 推 导出 在 S' 系 中 运动 的 物体 受到 的 科 里 奥 利 力 的 表达 式 ; 
(2) 求 出 在 北半球 水 平 同 东 和 垂直 加 上 运动 的 物体 受到 的 科 里 奥 利 力 ， 
解 (1) Ozyz、Oz' yz 分别 固 连 于 S 系 和 ,9 系 ,S 系 中 任意 天 量 4 可 表 为 
A= Azx'i 十 4y 7 十 4z' 天 


人 表示 在 S 系 中 矢量 4 对 时 间 的 微 商 ,为 4 对 时 间 的 绝对 微 商 ,5 表示 在 5' 系 中 矢量 4 


对 时 间 的 微 商 ,为 4 对 时 间 的 相对 微 商 ,在 S' 系 中 心 、 户 大 是 不 随时 间 变 化 的 ,在 8$ 系 中 
i'、7' 是 随时 间 变 化 的 ,Kk =k, 故 Kk' 在 S 系 中 不 随时 间 变 化 . 
S' 系 对 S 系 做 纯 转 动 , 角 速度 w 一 wj ， 


di OO_ J i | di Ti .de 
=2oXi= wk ti=w ,=XJ= wi yd 一 0 
人 | dAy,, Tp’ 
dt \dr” 下 dt 下 de 
i dy a 
TA df ¢ Ay dt TA dt 
= ox A +A +AK) 一 5 二 wxX4 (1) 
对 于 这 里 S' 系 坐标 系 的 取 法 . 
dA4 d4 , 
dd /A 
dr dr 
用 云 (1), 求 地 及 本 
dr dr 
”一 -wxr 
dr didr} dw dr 
: dr di To "Tox 
dir dr dr 
= toxX Ty tox gg toxr 
dr oxdriwox (wxr) 
dz dt 


推导 中 用 了 只 一 5 十 w xxow 一 0. 
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对 惯性 参考 系 , 由 牛顿 运动 定律 有 


其 中 下 是 真实 力 ， 


di2r dr 
m 2 十 mw X 于 mwx (wxXr)=F 


在 S' 系 中 ,f=a', 虹 二 v1, 分 别 为 加 速度 、 束 度 

ma =F— 2mw Xv — mwxX (wxXr) 
其 中 一 2mw Xv ' 为 科 里 奥 利 力 , 即 

F. = 2mw XY! 

(2) 在 北半球 4 处 , 取 固 连 于 地 球 的 oz yz 坐 
标 如 图 2. 45 所 示 ,zx' 轴 在 赤道 面 上 通过 4 所 在 的 
经 线 ,y 轴 在 赤道 面 上 与 4 点 所 在 的 纬 线 的 切线 平 
行 

在 北半球 , 沿 水 平 同 东 运 动 时 ,v = 二 =v 了 

下 .一 一 2mw Xv 一 一 2mok’ Xv = 2mowov i 
在 北纬 4 处 ,物体 垂直 向 上 运动 时 ， 
U 一 mW 人 cos 好 二 sinaAk’) 
Fo=— omw Xv = omwk’ X v' (cosA’ 十 SInAK ) 
-= 一 2xptot COSAT 


2. 1. 69 证 明 :一 和 钉 寅 度 为 .河水 以 速率 向 六 流 的 运河 ,在 北纬 4 处 , 东 岸 的 河水 


水 面 比 西岸 高 2 ze ， 其 中 * 是 地 球 的 自转 角速度 ,g 为 当地 的 表 观 重力 加 速度 . 

证 明 “方法 一 ;在 河 枉 上 到 一 质 元 ,无 加 速度 , 表 
观 重力 . 科 里 奥 利 力 和 阅 国 河水 的 作用 方 的 合力 应 为 
零 ,周围 河 水 的 作用 力 叭 直 于 水 面 , 故 科 里 奥 利 力 与 表 
观 重力 的 合力 与 水 荔 化 言 , 取 竖 直 向 上 为 = 轴 , 向 南 为 
Zz 轴 , 向 东 为 y 轴 , 如 图 .46 所 示 , 由 图 可 见 , 东 恒 水 
面 比 西岸 水 面 高 h. 


图 2. 45 


F. 
mg 
其 中 m 是 质 元 质量 ,Ff 是 质 元 受到 的 科 里 奥 利 力 . 

— mw Xv=— 2m(— weoshi wsink) XxX (— vi) 


LA 
= 


一 2mwvsinAj 


科 代 力 癌 东 , 与 图 所 夯 一 致 . 
ho pF 9pervsinA 
ME Bs 
图 2. 47 方法 二 :介绍 一 种 更 严格 的 解法 . 取 坐 标 原点 在 启 流 中 人 
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处 ,y 轴 仍 阿 东 ,z 轴 仍 疝 上 . 


F,= EF. = 2mwvsinA 


之 Fr. 2cuvs1n 人 人 
证 一 tana 一 一 一 
dy mg 8 
dz 二 ZwvsinA yy 

b 
之 | 一 -2)=[ 2cwvsinA 
hi=z 7 之 > | 一 本 8 dy 
加 2pcuvsinA 
8 


说 明 ;对 南半球 ,如 4 取 人 负 值 ,上 式 也 能 适用 . 
2.1.70 在 北纬 和 处 ,一 个 质量 为 m 的 质点 三 直上 抛 , 可 达 高 度 疡 处 . 问 它 在 何 处 返 


回 地 面 ? 
解 ”用 一 级 近似 ,运动 微分 方程 为 
y= 2w 2 cosA (1) 
= g (2) 
之 一 vo 一 gt,2 = vot 一 et 
2 
之 一 只 时 ， 二 一 0 一 了 六 一 也 
8 CE 
所 以 0 一 人 2gh,， 1 -一 
将 之 二 vo 一 gt 二 ~vV 2gh 一 gt 代入 (1) 式 ， 
y= 2wgtcosAa 一 2w VV 2ghcosa (3) 


迁 次 积分 ,用 初 条 件 :* 一 0 时 ,y 王 0,》y 一 0, 得 
y= osetecosA 一 2w VV 2ghtcosA 


y 一 wgticosA — 0 ^V 2ght’cosA (4) 
微分 方程 式 (3) 对 质点 向 上 向 下 的 运动 均 适 用 , 故 其 解 也 适用 于 从 抛 出 到 落地 的 全 过 


程 . 微分 方程 式 (2) 也 适用 于 全 过 程 ， 上 升 阶段 历时 \ 此 ,下 降 阶 段 又 历时 \ 中 ,全 过 程 历 
2h 
证 
4 2h 
落地 时 ,t ? /下 


2 
COSA 


3 
cosA—w~v2gh 


WE 


» /2 
8 
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一 一 号 / 妆 whcosh, 故 在 擅 出 点 西边 8 2 eos. eh eo 
2.1.71 一 个 质点 在 地 球 北 纬 和 处 的 一 完全 光滑 的 水 平面 ( 它 与 那个 纬度 的 铅 垂 线 
垂直 ) 上 滑动 . 选 z 轴 铅 直 向 上 ,z 轴 向 南 ,y 轴 疝 东 .各 开始 时 质点 位 于 X= 二 0,y 二 a, 计 二 
zy yy 一， 


(1) 证 明 : 寿 上 略 去 运动 微分 方程 中 的 wr? 项, 则 坐 在 平面 上 的 观察 者 看 到 的 轨道 方程 


为 
2 Hi |_| 
TTIyTaT | \ 2wsinA 
(2) 说 明 略 去 史 项 是 不 合理 的 . 
解 ww =w(—cosAtsinaAk) 
MU 一 一 1 XXX (wwXr)— 2mwxXv 


rr 二 Xi 二 yj， = 一 十 7 
mz = mw zsin’A 十 2mw y SinA 
my = mwy 一 2mw sina 


(1) 知 略 去 w 项 ,运动 微分 方程 为 


= 2w yy sinA (1) 
y= 二 2w XsinA (2) 
用 初始 条 件 ;:t==0 时 ,zx 二 0,y 二 0， 
3 一 一 2wxsinA (3) 
将 式 (3) 代 入 式 (1)， 
区 二 一 4w zsin“A 


= Acos(2wtsin4) 十 Bsin(2wtsin4) 
二 一 2wAsinAsin(9wtsin4A) 十 2wBsinAcos (2wtsin4) 


用 初始 条 件 :上 一 0 时,z 一 0 一 z 定 出 A 二 0,B 一 一 上 一 


2wsinaA 
所以 二 imsin (2etsind) (4) 
将 式 (4) 代 入 式 (3)， 
y= — usin(2wtsinA) 


对 上 式 积分 ,并 用 初 条 件 :t=0 时 ,y=a， 


u u 
ya goind t oweinAcos (2tsind) (5) 
将 (4)、(5) 两 式 消去 :得 
之 2 
2 __ G3 | 
TyTaTt rd ey] 


(2) 将 上 面 得 到 的 zy(Gb (3 代入 原 微 分 方程 中 各 项 ,比较 工 式 中 的 两 项 
和 y 式 中 的 两 项 . 
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比较 o2zsin214 与 2w ysinA: 
mw2zsin21 一 六 wusinhsin《 2wtsinA) 


2w Y sinA 一 一 2wusinAsin (2wtsind) 
前 者 并 不 比 后 者 小 多 少 , 而 是 同 数量 级 的 ,不 必 再 对 wy 与 一 2w Zsin4 作 比 较 , 已 是 以 讽 
明 栈 去 w 项 是 不 合理 的 ， 

2. 1.72 ” 当 从 正 上 方 俯视 时 ,发 现在 海洋 表面 之 下 有 一 个 相当 分 明 的 孤立 层 中 有 一 
海洋 环流 做 逆 时 针 旋 转 , 旋 转 周 期 是 14 小 时 . 问 此 洋流 是 在 什么 纬度 和 哪个 半球 探测 到 
的 ? 

解 ” 此 题 难于 作 精 确 计 算 . 作 近 似 , 略 去 微分 方程 中 的 wi 项 . 


二 2w yy sin4 (1) 
Y=— 2w 2 sind (2) 
式 (1) 十 式 (2) Xi, 并 令 ww 二 ZX 十 iy ,得 
r 一 -- 2w ivwsinA 
特征 方程 为 r= (2wisinA)r 
2 人 r 一 一 2cozsinA 


w=A++Bi 二 Ce Vt? 

T=: Rew = A Ccos(2wtsindA 一 9) 

y= Imw = 2 7 Csin(2wtsind 一 9) 
可 见 , 如 略 去 微分 方程 中 的 wi? 项, 不论 祈 娩 条 件 如 何 ,一 定做 圆周 运动 ,角速度 为 
2w|sinX|. 男 一 方面 ,已 测 得 局 沁 了 = 二 ji X3600(s) 


2w|sin4| = 
. 2x/Ud4 X3600) 6 
sin4| = Fx gn/(24 x 3600) 一 了 一 08571 
14| 二 59° 


沿 z 轴 向 负 方 向 看 ,洋流 做 逆 时 针 转 动 . 设 某 时 刻 洋流 
位 于 图 2. 48 中 一 点 ,此 时 ,过 >>0,y>0, 三 <0, >0. 由 式 
(1), >0, 工 <0, 必 有 sinAM<0; 由 式 (2) ,也 能 得 出 sin4 过 0 
的 结论 .可见 ,一 一 59" 
此 洋流 应 是 在 南半球 探测 到 的 . 考虑 到 上 题 说 明 的 略 去 o 
项 不 合理 . 59" 显 然 是 不 精确 的 ,洋流 也 不 做 圆周 运动 . 

2.1.73 在 北纬 和 处 ,以 初速 we 回 东 发 射 炮 弹 ,发 射 角 
为 a. 若 不 计 空 气 阻力 , 视 重 力 为 常 值 , 且 忽 略 其 与 铅 研 线 的 
偏差 , 即 认为 重力 指向 地 心 . 求 炮弹 的 运动 方程 以 及 者 地 点 
的 偏差 

解 ” 取 发 射 点 为 坐标 原点 ,z 轴 竖 直 向 上 ,发 射 的 水 平方 向 沿 y 轴 . 

一 级 近似 的 运动 微分 方程 为 
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人 一 0 一 一 2 这 cos 芝 一 一 上 太 
初始 条 件 ::* 一 0 时 ,一 y 一 > 一 0, 之 一 0 一 zocosa) 这 一 zosina 
zz 一 一 gt 十 slna 
y= 2w(— gt + vosina)cosA = (2wgt 一 2wvosina)cosA 


y= wocosa 十 wpgt’cosA 一 2wvotsinacosA 
二 级 近似 , 略 去 项 


工 二 2w yy sinA 一 2wvocosasinA 


y=~— 2w2 COsA = 2wgtcosd 一 2wvosinacosA 
之 一 一 8 十 2wycos4 一 一 g 十 2awvocosacoSsSA 
用 初始 条 件 积分 上 述 各 式 ， 


让 二 2cvotcosasInA 
y= Vocosa 十 wSt cosA 一 2wvotsinacosA 
之 一 WoSlna 一 gt 十 2cuvwotcosacoSsA 


X= votecosasinA 


1 . 
y 三 Votcosa 十 3 wgt cosA 一 wvuot’sinacosAaA 


之 一 votsina -一 pa 十 wvuot COSaCOSA 
z 一 0 时 , 除 t 二 0 外 , 男 一 个 值 满足 
voSine 一 方 2 十 covoticosacosA 一 0 
故 二 2v0oSina 2vosina ] _ 2ovocosacos4 
区 一 2wvocosacosA g £ 
者 地 点 的 偏差 Az、Ay 分 别 为 
4wv 


z ». 
Az = X(t) — 0 ~ ~ sin:acosasinA 


Ay = y(f]) — voCOsa 。 2vosina 
2. 1.74 设 有 质量 为 m 由 原 忆 在 棚 球 思 
安 十 点 -十 Cz) - 1=0 


的 最 低 点 做 微 振动 ,z 入 坚 直 向 上 求 其 运动 规律 及 约 来 力 义 如 a= 二 5, 且 椭 球 绕 z 轴 以 等 
角 速 “转动 , 求 质 点 在 相对 平衡 状态 时 与 椭 球 最 低 点 的 高 度 差 . 
解 ”用 拉 格 关 日 乘 子 法 解 此 约 东 运动 . 


rx < (> 一 CC) 
= 二 十 3 十 £2 1 二 0 
mz = A = 207 (1) 
ox a . 
. ,0 _ 24 
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mE 一 mg 十 A 这 一 一 meg 十 f(z — 0) 


因为 是 微 振 动 ,可 认为 z 之 0, ?之 0, 所 以 
0 = 一 mg 一作， 1 一 一 二 cmg 
将 4 代入 式 (1)、 式 (2)， 
CS :。 C& 


TT， 2 p27 


/t+ 
/t+ 0 


X= Acos 


y 一 Bcos 


约束 力 NN 的 xz、y、z 分 量 为 


如 a 二 5b, 椭 球 绕 > 轴 以 等 角 速 w 转动 , 设 质点 相对 平衡 位 置 在 > 一 疡 处 . 
取 固 连 于 椭 球 面 的 x、z 坐标 为 参考 系 . 


mz = A 十 moptxz E+ mor 0 

中 一 一 mg 十 4 此 一 | 240% ) _ 0 
由 前 式 得 4 一 一 六 2 
代入 后 式 解 出 1 一 < 一 与 


2.1.75 一 个 质量 为 m 的 质点 ,在 重力 作用 下 在 一 个 光滑 的 旋转 抛物 面 的 内 表面 上 
运动 . 用 柱 坐 标 zp.p、z 表示 ,抛物 面 的 方程 为 p= 二 az (a 为 常量 ),z 轴 竖 直 同 上 .开始 质点 
于 p 二 a、9 一 0.z 二 a 处 被 抛射 时 ,具有 在 水 平方 向 的 速率 v. 求 质 太 运 动 过 程 中 z 的 最 大 
值 和 最 小 值 . 

解 ”用 拉 格 关 日 乘 子 法 处 理 此 约束 运动 . 

太一 0 一 az 一 0 
3/ 


m(p 一 2) 一 435 一 201 (1) 

md 2 af _ | 

0 di? DPD 一 4 为 一 (2) 
mi —— mg+ hd =— mg— a (3) 
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式 (2) 积 分 ,用 初始 条 件 ;:: 二 0 时 ,p= 二 a,p 8 二 vp 二 0 


D 0 一 av (4) 
用 式 (4) ,将 起 (1) 改 写 为 
有 2 2 
mp — 2 = 24p (5) 
0 
2 , 2 + 2 +», 。2 
由 5 一 0Y ,光一 一 OO 芝 一 一 (OO 十 0 ) 
式 (3) 改 写 为 
(0 万 十 记 ) 一 一 mg 一 和 (6) 


式 (5)Xa 十 式 (6) X2p, 可 得 
2 > 3。2 
1 十 多 上 5 二 名 < Tagp 一 < 一 


A 


4 2 。2 4 3 2 
4 | 1 十 -jdp + | + 2gp— do 一 0 

因为 元 | 公 1+ 给 | = 9 |4pp _ 4p 

ja ap a a 
上 却 是 恰当 微分 ,积分 得 

1 4 2 1 了 之 

分 1 十 6 +er tor =e 
由 初始 条 件 :t 二 0 时 ,p= 二 a,p = 二 0 定 c 得 

2 .2 
5 | 1 十 4 | 十 gp” :十 ar 


在 x 的 最 大 值 和 最 小 值 ,p= 二 0, 与 它们 相应 iy 请 是 的 方程 


用 约束 方程 p :一 az, 换 成 zmx、zmin 满 足 的 方程 . 


CQ 1 
apgz 十 52 = ga” 十 Fav 


2g2z* 一 2 z 十 az 一 0 


ga 十 nv 
之 一 [2ga 十 v 十 ~~ (2ga 十 了 芭 ) 一 8gaz | 
1 2 2 

一 47L28Q 十 十 (2ga — v) | 


zmx .zo 分别 为 a 与 让 中 的 较 大 者 和 较 小 者 . 
2. 1.76 一 个 单位 质量 的 质点 在 一 个 旋转 抛物 面 内 表面 上 运动 ,旋转 抛物 面 的 柱 从 
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慰 方程 为 2? 一 4ax,z 轴 竖 直 向 上 ,a 为 常量 , 该 质点 受到 一 个 垂直 于 > 轴 向 外 的 大 小 为 wp 
的 斥 力 ,摩擦 力 可 忽略 不 计 , 开 始 质 点 位 于 z= 二 0, 具 有 垂直 于 > 轴 的 速度 2aia. 用 拉 格 朗 
日 来 子 法 求 质点 所 能 达到 的 最 高 点 . 

解 0 一 4az 一 0 


af _ af _ of 
36 二 20， p= 0， 因 一 4a 
Pp—p9 = pp + 2p (1) 
d . 
广 和 (PD 一 (2 ) 
之 一 一 & 一 44a (3) 
式 (2) 积 分 ,并 用 初始 条 件 ,t==0 HH ,z=0 亦 即 po 一 0, 得 
02 0 一 c 一 0 
用 上 式 , 式 (1) 改 为 
Oo 一 mo 十 2hp (4) 
式 (3)XPp 十 式 (4)X2a, 得 
PZ 2ap =— pg + 2pap 
了 , |: :| 
Za “一 20 > 一 3200 十 O) 
上 式 改 写 为 
1 > 
Lp 十 Zi0 十 ?500 一 《2Hpa — 8)P 


用 5 一 六 人 ,上 式 改 写 为 


| 过 2 2 

2 30 十 24jd2 + 3 Pr? dp= (2pa — 8)pdp 
| 2 22 2 2 _ 
ae 0 十 40 2» (Zua 一 8S)0 一 

出 初始 条 件 :: 一 0 时 ,o=0(……z 一 0),o 一 2ap2 , 定 c, 得 
二 3? 2 了 2 3 
[2p 十 alp 2 (2Ha — 8)P = 4ap 


1 (2pa -apt — sasp 
:2 8ap 
fxg— 2ua 
Oitax 2a° py 
4a 8 一 2La 
2. 1.77 ”一块 均 习 的 面 密 度 为 c 的 边 长 为 2a 和 26 的 矩形 平板 ,一 个 质量 为 m 的 质 
点 位 于 通过 定形 板 的 中 心 且 垂直 于 平板 的 直线 上 的 一 点 ,质点 距 平 板 的 距离 为 z. 求 矩 形 


之 Fnax 
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平板 作用 于 质点 的 万 有 引力 . 
解 ” 取 平板 为 zy 平面 ,原点 位 于 中 心 ,x、y 轴 分 别 与 两 条 矩形 边 平 行 ,原点 至 质点 的 
方向 为 z 轴 正 向 .根据 对 称 性 可 判断 出 引力 沿 一 kk 方向 ， 


} 
P=—— kGmo| dy| Z 十 十 和 二 于 了 于 5 


= tomot| dy|, tt Fm 
被 积 函 数 中 0 二 za 是 质点 到 平板 上 位 于 (zx,y,z) 处 质 元 的 连 线 与 z 轴 的 夹 角 的 
余弦 ， 
、 “ 之 
设 = | Gy Fm 


在 此 积分 中 ,y、z 均 视 为 常量 , 作 变 量 代 换 , 令 x 一 Vy 十 z’tant,dr 二 Vy 十 z?sec’tdi 
en er Za/v 十 2? y 十 zsec’t 
| Cy? 十 z2) (1 十 tan2t) 


ATCtAN < 和 
= costd 
yy 十 之 


0 


di 


之 ， 人 
一 -一 一 一 一 SInI arctan 
人 十 by 十 Pp 
ww 
令 arctan —a 
yz 
- a 
Pi 
， ?| 
COS 人 一 
a 十 y 十 之 * 
. Fm y 十 a 
SITCG 一 2 7 OO 
z 十 y 十 2 /a 十 多 十 > 
空 ， 这 之 
[sn 
》 TT 这 (十 2 ) 十 y 十 之 


jl (2 Tt 5756 


, ” 


设 1T'= | | 
o (ye Va ty te 


令 y=~MVa’ 二 ztant,dy=~MVa’+z’sec tdt 
arctan 2 2 
大 一 | Vi azMatzset |U 
0 [Ca 十 z2)tan2t 十 z2] NV (az 十 z2)(1 + tan’t) 
2 AZsecr 


arctan 
__ 2 Hv 
一 一 a 十 之 1 
| ai:tan’t 十 zsec’t 
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arctAn Se 
— | a2 2 Qazsect 由 


习 a 
0 ~ sec?t(z? 十 alsin’t) 


t=arctan 2 
Pa 
t=? ] 十 | 全 sint 
ba 
t FE | arctan —— 2 —— | 
一 arctan| —sin 
pe /7 十 ~? 
b 
AAA ~ ~ 
~ arctan = 一 
CQ 十 之 
b Q2 十 人 十 之 CQ2 十 之 b 
出 anp Vai: StC A a 二 2? COS pb a 十 5 十 之 * sinp a:b? 
1'=arctan -< 
2 /CQ2 十 人 十 之 
F=— 4Gmoarctan 0 k 
z Va’++b’ 二 xz* 


2. 1. 78 求 一 个 质量 为 M 的 均 质 球 作用 于 位 于 离 球 心 距离 为 7 的 质量 为 m 的 质点 
的 万 有 引力 . 设 球 的 半径 为 R. 

解 ” 可 像 上 题 那样 , 取 球 心 到 质点 m 的 方向 为 z 轴 正 向 , 球 心 为 原点 ,采用 柱 坐 标 ， 
先 求 出 zx 一 = 十 dz 的 薄 阅 盘 对 质点 的 引力 ,再 对 各 薄 圆 盘 积 分 . 这 种 方法 比较 麻烦 ,可 伞 
用 静电 学 中 讲 的 高 斯 定理 , 求 具 有 高 度 对 称 性 的 质量 分 布 对 质点 的 万 有 引力 . 比较 两 种 力 
(用 球 坐 标 表 达 ): 


静电 声 万 有 引力 志 
本 47reo7r2er / 一 一 fe, 
E 是 带 单 位 正 电 蓓 质点 受 的 力 ,f 是 单位 质量 质点 受 的 力 ， 
静电 场 有 高 斯 定理 | 
bE ‘dS 一 a 2 


万 有 引力 场 应 有 类 似 的 关系 
bf “dS =— 4xG DM, 


用 此 关系 求解 本 题 , 质 量 为 M、 半 径 为 R 的 均 质 球 ,质量 密度 p 一 也 人 


对 于 位 于 离 球 心 距离 > 的 质量 为 mm 的 质点 的 万 有 3 引力 的 计算 需 分 别 两 种 情况 :zr 过 R 
及 rr 之 R. 
rr 之 R 的 情况 ，; 


m bf ‘dS 一 一 4XGm， arip 


。 1472 4 3 .34 
F.4dnr’ 一 一 4rGm 3 TY * AR 
GMmr 


F = R3 
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ap 
za 二 + 


Fr = 4Gmoarctan 


仙 号 表示 引力 ， 


今 a— 00 pbp—oo, 


F=— 4Gmo lim |limarctan 6 
bo0 | pb 2 > 2 

zAjl1 十 | 人 十 | 一 

A ww 


一 一 4Gmolim arctan 之 一 一 2XCGmoa 
b— oo 之 


上 式 表 明 一 个 面 密 上 度 为 o 的 无 穷 大 平面 对 位 于 平面 外 距离 z 处 质量 为 m 的 质点 的 
引力 为 2xGmo. 它 与 z 无 关 . 可 见 , 质 量 为 m 的 质点 换 成 质量 为 M 的 任意 有 限 大 小 的 物 
体 ( 包 括 半 径 为 a 的 均 质 球 吝 ) 受 到 无 穷 大 面 密度 为 o 的 平面 的 引力 均 为 2xGMo. 

方法 二 :用 2.1.78 题 得 出 的 关于 万 有 3 引力 的 “高 斯 定理 ” 


bf “dS =— 4xG SM. 


取 图 2. 49 中 的 “高 斯 面 ”, 法 线 方向 总 取 闭 合 面 问 
外 的 方向 为 正 , 考 虑 引力 ,Ff 的 正 向 如 图 2. 49 所 示 , 在 
圆柱 “高 斯 面 ”的 侧面 ,f，。dS = 二 0. 的 面 面 积 为 S， 


hf +ds __ fs—_/s——2fs 
之 1M; 一 05 


_ 2js =— 4xG5, 了 一 2xGo 图 2. 49 
这 是 单位 质量 质点 受到 的 引力 ,与 质点 的 位 置 无 关 . 质量 为 M 的 球 沉 受 薄 板 的 作用 力 大 
小 为 


F = Mf= 2xrGMo 

球 壳 对 薄板 的 作用 力 是 它 的 反作用 力 ,方向 垂直 于 薄板 .指向 球 心 

2. 1. 82 ”考虑 一 块 洁 自身 引力 维持 的 由 液态 物质 构成 并 处 于 流体 静 力 平衡 的 平板 ， 
其 总 厚度 为 24, 横 向 范围 (x 和 y 方向 ) 是 无 限 的 . 平板 密度 只 是 的 函数 o(z) ,与 zy 无 
关 , 且 对 于 一 0 的 中 间 平面 是 对 称 的 求 中 间 平面 的 压强 pC0) ,把 它 写成 o= | pz)dx 
的 函数 

解 用 关于 万 有 引力 的 “高 斯 定理 ”, 在 * 和 一 z 处 取 两 个 平行 的 面积 为 $ 的 形状 完 
全 相同 的 平面 ,其 边缘 相应 的 点 的 连 线 都 平行 于 = 轴 , 构 成 一 个 如 上 题 所 画 的 那样 的 “高 
斯 面 ”. 

| 让 .ds 一 一 4zG| pody 


| .oay 是 “高 斯 面 "所 围 体积 V 内 的 质量 
根据 质量 分 布 的 对 称 性 可 以 判断 ,只 有 两 个 底面 处 f，d$ 关 0. 设 了 癌 n 的 方 同 为 正 . 
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2fS 一 一 47rC 。 2| ec )dz | 
0 


f(z) 一 一 4rG| pl )dz: (1) 


在 xz 一 zx 十 dx 处 取 一 平行 于 平板 .面积 为 AS 的 质 元 , 受 
力 情 况 如 图 2. 50 所 示 . pf(z)ASdz 是 平板 对 质 元 的 万 有 引 
力 ,p(z)AS 和 plz 十 dz)AS 是 质 元 在 = 平面 和 = 十 dz 平面 党 
到 周围 液体 的 压力 ,侧面 受到 周围 液体 压力 相互 抵消 ,图 中 
未 通 . 

由 静 力 平衡 

plz 十 dz)AS = pf (z)ASdz 十 p(z)AS 


‘2 = pf (z) 


dp = p(z)f (z)dz 
两 边 积 分 ,z= 二 0 时 ,p= 二 pp(0),z 二 hh 时 ,p= 二 0， / 


| dp 一 | pz)f Cz)dz (2) 
p(0) 0 


将 式 (1) 代 入 式 (2)， 
nn 仑 
_ p(0) = | ee- 4nG| pC dz jd 
h 
p(0) = 4zG| plz)dz | ‘plz dz (3) 


今 Plz) -一 | D(z! )dz! ,$= pz) , 式 (3) 可 改写 为 


各 一 大 


_ 2 一 .1 
p(0)= 4zrG| 区 > 一 47Cr 2 eog 


到 一心 


二 由 


2rG | ce )dz! | 


让 一 一 


| 


2rC [ec )dz | 一 2rCd- 


2.2 质点 的 动能 定理 和 机 械 能 守恒 定律 
2.2.1 一 质点 在 力 下 一 4 巡 十 2z7 二 大作 用 下 党 一 螺旋 线 xz 一 4cosg,y 一 4sing,z 一 20 
从 9=0 到 8=2x. 求 此 力 在 这 过 程 中 对 质点 所 做 的 功 . 
解 W = |F .dr= |4ydz + 2rdy + ds 
一 | [iesing( 一 4sing) 十 8cosO 。 4cos0 十 2 1d0 


一 一 28 
2.2.2 ”作用 在 骑 自 行车 的 人 身上 的 摩擦 力 和 空气 阻力 合 在 一 起 ,其 大 小 =av, 其 
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中 vv 是 骑 车 人 的 速度 ,而 a 二 4N，s/m, 该 骑 车 人 最 多 能 产生 600W 的 推动 功率 . 问 在 无 
风情 况 下 在 水 平面 上 他 的 最 大 速度 等 于 多 少 ? 
解 ” 当 达到 最 大 速度 时 ,就 其 大 小 而 言 , 推 动力 等 于 阻力 ,此 时 推动 力 等 于 下 ,最 大 速 


VU 


又 有 F =av 


所 以 av,v—A =A/ =12.2Cm/s) 


2.2.3 一 辆 2500kg 的 卡车 在 水 平面 上 以 30m/s 的 速度 行驶 . 现 突然 推 入 空挡 ( 即 
做 滑行 ) ,于 是 速度 按 下 列 规律 变化 : 
30 


v 一 7 (m/s) 
] 十 30 
其 中 上 以 秒 作为 单位 . 求 在 这 条 路 上 以 15m/s 的 速度 驱动 该 卡车 所 需要 的 功率 . 
角 -30 本 
1 十 30 
按 牛 顿 运 动 第 二 定律 ,滑行 时 党 芭 鬼 阻力 为 

f= 1 一 -- 2500。 一 (N) (2) 

上 1 二 吉 


由 式 (2) 可 知 ,阻力 苞 时 筷 而 变化 , 式 (1; 座 明了 速度 与 时 间 变 化 的 关系 , 式 (1)、(2) 两 
式 消去 t 可 得 阻力 与 选 度 的 葡 估 关系 


太一 2500 
(30) 
今 在 这 条 路 上 保持 v' = 二 15m/s 的 速度 行驶 ,受到 的 阻力 为 
1/、_ .2500 713 
1(v) 一 一 0302 
所 需 驱动 功率 
， ， | 2500 ， 加 
P' = | Fo)lu = 20 X 15?|X 15 = 9375(W) 


2. 2. 4 ”一 个 无 限 大 的 均 质 薄 板 割 出 一 个 半径 为 e 的 圆 孔 ,一 个 半径 为 a 的 均 质 球 这 
放 在 和 孔 中 , 贺 孔 中 心 和 球 壳 中 心 重合 . 薄板 和 球 壳 单 位 面积 的 质量 均 为 o. 要 将 质量 为 
的 粒子 从 孔 的 中 心 O 点 移 到 在 过 O 垂直 于 薄板 的 直线 上 离 O 点 距离 为 h(h 之 a) 的 了 扩 ， 
至 少 要 做 多 大 的 功 . 

解 取 O 为 原点 ,OP 方向 为 z 轴 , 薄 板 在 zy 平面 上 . 

先 计 算 位 于 z 轴 任 意 位 置 的 质量 mx 的 粒子 受到 薄板 的 万 有 引力 


°° Gmo 忒 
Fz)=—k| 2 i CF HF ee) »* oNrdr 
DOMmAO 人 


(z? 十 C2)L 


。 110。 力学 CC 上册) 


粒子 从 z==0 移 到 z= 有 ,薄板 对 粒子 所 做 的 功 为 
4» 2xrGCmoaz 
W= 上书 dr = (2? 十 Q27173 
= — 2xGmol (h? 十 cc2)12 一 C] 
现 计 算 菏 球 壳 对 粒子 的 作用 力 . 用 关于 万 有 引力 的 “高 斯 定理 ”, 粒 子 在 球 壳 内 部 时 ， 
不 受 球 壳 的 作用 力 , 而 在 球 壳 外 部 ,所 受 的 力 如 同位 于 球 心 的 具有 球 壳 质量 的 质点 施 给 的 
力 . 由 此 计算 在 此 移动 中 球 党 对 粒子 所 做 的 功 ， 
W, 一 一 | Cm * 4ra cd。 =— 4xGmo(h — a)a/h 


之 


在 此 过 程 中 所 需 做 的 最 小 功 W 必须 克服 上 述 两 个 引力 所 做 的 功 . 


_ 有 2 2\172 22- 
W =— (WW,) = 2rGmoa| (h 二 a )“ 十 a 一 2 | 


2. 2.5 一 重量 为 w 的 人 处 于 一 个 重量 为 w 的 电梯 内 ,电梯 以 加 速度 a 问 上 上 加速, 在 
某 一 瞬时 的 速度 为 V. 

(1) 问 人 的 表 观 重量 等 于 多 少 ? 

(2) 车 此 人 以 相对 于 电梯 为 v 的 速度 疏 上 安放 在 电梯 内 的 一 个 垂直 梯子 ,此 人 的 能 
量 消 耗 率 ( 功 率 输出 ) 等 于 多 少 ? 

解 (1〉 人 的 表 观 重量 是 指 电梯 内 磅 秤 的 指示 数 ,数值 上 等 于 磅 秤 给 予 人 的 支持 力 
9 一 人 人 一世 (用 惯性 参考 系 ) 
设 w' 为 人 的 表 观 重量 ， 


dz 


w 二 N= wl 1 十 和 
(2) 在 电梯 中 人 假 上 垂直 梯子 ,速度 不 变 , 需 克服 表 观 重力 做 功 ,做 的 功 等 于 表 观 重 
力 势 能 的 增 量 . 在 某 瞬 时 ,电梯 对 惯性 系 的 速度 为 了 ,人 消耗 的 功率 为 


P 一 uv 一 al1 十 公 
8 


人 所 消耗 的 功率 不 因 参 考 系 的 选择 而 不 同 ,在 惯性 系 中 ,此 刻 人 的 速度 是 v 十 V ,可 人 消耗 
的 功率 不 是 ww| 1 十 和 | (V 十 v); 仍 是 名 | 1 十 和 | 人 消耗 的 功率 是 人 与 梯子 相互 作用 力 
这 一 对 作用 反作用 力 的 功率 之 和 . 任何 一 对 作用 反作用 力 做 的 功率 之 和 或 在 同一 时 间 段 
内 做 功 之 和 都 是 与 参考 系 如 何 选 取 无 关 的 . 

2.2.6 一 质量 为 m 的 质点 ,能 在 半径 为 a 的 圆 环形 小 
管内 无 摩擦 滑动 , 圆 环绕 铅 直 直径 以 恒定 角速度 w 转动 ,如 
图 2. 51 所 示 . 写 出 质点 的 运动 微分 方程 ;如 果 质 点 在 6 一 0 的 
不 稳定 平衡 位 置 , 受 轻微 扰动 , 求 出 其 最 大 动能 位 置 ， 

解 ” 取 圆 环 为 参考 系 , 写 自然 坐标 的 切 向 微分 方程 

ma 0 一 11ia2asinbcosb 十 megsing 


> _d0 1d0 


VV 


第 二 章 ”质点 动力 学 


adb = (2wiasinbcosl 十 2gsin0)d0 
考虑 初始 条 件 :上 一 0 时 ,2 一 0;0 二 0， 
.2 0 
a 1 = | (2w’asinOcos0 十 2gsi1n0)d0 
0 


一 wasin’0 十 2g(1 一 cos0) 
对 静 参 考 系 , 质 点 的 动能 
T= Fm(a’ 人 + wzazsin2g) 
一 六 mm[wzazsinzg 十 2ga(1 一 cosO) 十 wa’sin’0 
= malw’asin’0 十 g(1 一 cosO) | 


由 5 一 0 解 出 了 有 极 值 的 9 值 ， 


5 一 mal 2w’asinbcos0 十 gsingj 一 0 
sinl 一 0， 0=0 
为 了 的 极 小 值 位 置 ， 
2w’acos0 十 2 = 二 0， 0 = arccos| 一 2 

为 了 的 极 大 值 位 置 

2.2.7 找 出 与 下 列 势 能 函数 相应 的 力 场 : 

(1) V=7ln(z+y +); 

(2) V(r,0,9) =—e”) 

(3) V(r,0,9)=7cos0. 

dV. oo, l . 。 
解 (1) FV i a ye rit yzk) 
VV, VV, 


W_W.r NB NWN. 
dar HY dr Wa WP A 


Or ya T 
r 二 (XT: 二 Ty 十 z!)! 7， a Cy 
aV aV 
作 一 一 一 一 一 
Hap 
, WV NWN o_ 1 kz__l i 
所 以 一 2 ee = -2 (kr 十 1) -ee 
同 理 ,可 得 
OV Ar 十 1 . yb dV kr 十 ] Zr 


* 11l* 
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万 一 2 1 一 Zi yzk kr 十 1 -ee 


rr rr 


方法 二 :直接 用 梯度 的 球 坐标 表达 式 . 


4 lo l om 
VY ye Ht yeing aper 
1 . 
信人 、 -= kr 
V -~ 
odV 
所 以 EE 一 一 Le 一 一 全 ee — Le 
2 一 0,3 — 0 
F=— VV=! 二 Kr we 
Jy _o 11% 1] oo 
(3) 方法 一 :用 VV= er 十 了 B+ aing 35er， 
__o 1% 1 % 
一 一 YY， 一 NW” r 为 rsing ap 
2CcosV 1 asing 
一 ee, 十 一 一 一 ep 
7 rr rr 
一 (2cosbe, 十 sinbey) 
方法 二 :把 V(r,0,9) 改 配 成 V(x,y,z)， 
acos0 arcosg az 
OV dV 
F=— VV = A ay wk 
3 , 工 ) S42); 13 .0& 
rt Fit -7 r4 r rs) 
3az a 
er yak 
一 aarcosee 一 “(cosbe, 一 Sinpbey) 


一 (2cosbe, + singe,) 


2.2.8 证 明 一 个 半径 为 a、 面 密 度 为 o 的 薄 圆 盘 , 圆 盘 
的 轴 向 距离 为 xz 的 点 的 引力 势 为 
V(z) 一 一 2rGo(wz2 + a:— |zx|) 
证 明 引力 势 是 单位 质量 质点 的 势能 . 
考虑 半径 为 >~r 十 dr 环 状 质 元 对 轴 上 离 圆 谷中 心 O 距 
离 z 处 的 单位 质量 质点 的 引力 ， 
Go » oxrdr 27CGorz 


dF =— rr * coOsSOi 一 一 rE 下 37 


dri 
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该 环 状 质 元 的 引力 势 , 取 x 为 co 处 dV 二 0， 


dv= | dF .dr=| | 


dri 


+ TT 7) 
二 十 2xGordr| CE id 
” 2 
一 十 XGordr。，。( 一 0) | 一 — 到 全 zirdr 
整个 圆 盘 的 轴 问 距离 为 z 的 点 的 引力 势 
V (x)— |av — [= LE dr 
_ er 二 2xrGo MP TA) 
or 十? 


一 一 2xGo(MVx 十 a 一 |z|1) 


rr 二 个 


注意 :在 求 dV 时 ,积分 路 线 是 从 oo 沿 z 轴 至 x,dr= 一 dzi, 而 不 是 dr 二 dxi 
男 外 ,Vz 已 表明 开 方 后 取 正 值 , 故 MVzi== |z| 对 


2. 2.9 计算 半径 为 a、 质 量 为 M 的 均 质 圆 环 对 位 
于 环 的 平面 内 ,但 在 环 的 外 侧 的 各 点 的 引力 势 . | 
提示 :可 表示 为 第 一 类 椭圆 积分 . 
解 ”图 2. 53 中 09~9 十 d9 质 元 对 PP 点 的 引力 势 为 
gy 二 Gnadd 


VX: 二 a:— Saxrcosl 


其 中 7 是 圆 环 的 线 密 度 ,z 是 已 点 至 环 心 O 的 距离 


X2 十 ac 一 2azcosB 


一 和 2 十 4 一 2Qzl2cos: 5 一 1 
2 2 »0 
二 X 十 a 十 Zax 一 4axcos 

一 (zz 十 cy) 一 azsin’| 二 S| 
2 2 


一 ( 垃 十 a)?| 1 一 


全 
Le 人 i 2 4ax 
| ? 9 sdU 2dom,k (riay 
27 
,MVE rod 
— -2| -一 一 4 1 
/zz 十 az 一 2axzcosb 


_ |. 一 一 一 一 一 一人 一 


2 (十 a) V1 ksin’y 


42 sinz| 二 一 
(Z 十 Q) 2 


2)] 


2)d9 


图 2. 53 
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4Gna F ] do 
并 十 Jo V1 — ksin’y 
4G7a . | 4 3 13) 1 3 ， | 

二 1+ | 十 kk* 十 k4 十 ks 十 | 
4G7a 
人 -a 

要 求 有 过 1, 今 如 二 一 24 一 < 之 1 是 成 立 的 ,证 明 如 下 : 

《Z 十 QI) 
(+ — a’)>0, Tx: 一 2axz 十 a 之 0 
， ? 4azx 
xX 二 2aX 十 a’ 之 4azx， Ta] 
oCralM 


MM 
代入 ~ 9xa Y(z) 一 一 和 Cr 十 四 全 


2. 2. 10 ”考虑 一 个 任意 形状 的 物体 ,证 明 : 对 物体 外 一 
个 球 内 各 点 的 引力 势 的 平均 值 等 于 在 此 球 心 处 的 引力 势 . 

证 明 ”只 要 证 明 物体 内 任何 一 个 质点 ( 设 质量 为 m) 在 
物体 外 一 个 球 内 各 点 的 引力 势 的 平均 值 等 于 该 质点 在 此 球 
心 的 引力 势 妈 可， 

取 球 心 0 为 原点 ,质点 至 O 的 方向 为 z 轴 正 向 ,如 图 
2, 54 所 示 . 设 质点 至 O 的 距离 为 RR. 考虑 球 内 PP 点 (位 于 球 


CC 坐标 rr,0,9 处 )， 
VCP) 二 一 Gm 


MVR: 二 rr 二 2Rrcosd 


图 2. 54 


设 球 的 半径 为 a, 球 内 各 点 引力 势 之 和 为 


| 不 2 
VCP)= 一 | dr| dg| -em singdp 
F 0 Jo Jo VR’ 二 rr 二 2Rrcosg 


一 一 2rGm| rdr| -一 一 Sn 

0 ~/ 民 2 十 天 十 Rd 
一 2xGm| 未 | | -dcRrcosb) 

ZR JR 十 天 十 2Rreos 
一 | 。2 ~ 人 / 民 : 十 7r 十 2Rreos0 | dr 
汪 习 

_ ee | [CR 7) CR+r)]dr 
4xGmrf* , 4ACm ， 
R [ra 3R 


2. 2. 11 判断 以 下 各 力 是 否 是 保守 力 , 如 果 是 保守 力 , 找 出 它 的 势能 函数 . 
(1) 开 一 (cz 十 by2 7 十 (az 十 20zy)7 十 (ay 十 oz) 、B 为 常量 ; 
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(2) FF 二 a Xr,a 为 党 拓 量 ， 

(3) FF 二 arya 为 常量 ; 

(4) FF 二 a(a，。r),a 为 第 矢量 . 

解 (1) 

i J 

9 -9 

dr dy 
F, F, 

一 (aa 一 0) 十 (0 一 0) 了 十 (227y 一 20y)K 一 0 


Po 位 


了 


此 FF 是 保守 力 , 取 (0,0,0) 处 为 势能 零点 ， 


(Ty) 


YY (zyyyz) 一 一 Fdzx + Fdy + Fdz 


(0.0,0) 


(xX,0,0) 


(xy,0) 


图 2. 55 
对 于 保守 力 , 作 上 述 积分 可 取 任 意 的 路 径 , 今 选 图 2. 55 所 示 的 路 径 ， 


Y CCZzyyyz) 一 一 | Fe,0,o)dz 
一 | ,FCzsys0)dy 一 | F.Cx,y,2)de 
0 0 
— 一 | .ardz 一 | .26rydy 一 | (ay 十 bz’)dz 
0 0 0 


一 一 Lz — brxy 一 Gyz 一 be 


2 

(2) F=aXr= (ayz— a yi (ar—az) (ary— ayr)k, 
9 oF 
9y Ur, ar 一 Uy 


两 者 不 相等 ,足以 说 明 五 是 非 保守 力 ， 
(3) 已 一 Cr 一 4 十 y7 十 > 无 ) 
VvV XEF=0 
F 是 保守 力 , 选 +==0 处 为 势能 零点 ,选用 (2) 问 所 用 的 积分 路 径 , 可 得 


Vo Lat y+ lar 


* lls。 
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(4) F=a(a * rr)=a(a * Piay(a * r)jta(a* rk 


L J k 
y Xx F= 之 
dzr(QzxT 二 GQyY 十 Csz) ayarz 十 QyY 十 Csz) arCazz 十 Cyy 十 Qxz) 
= (day 一 0yQs) 十 (axas 一 QA) 十 (ayaz 一 aQra Kk 
一 0 
此 五 是 保守 力 ， 


选 原点 为 势能 零点 ,用 前 述 的 积分 路 径 ， 
77 一 一 | F.Cz,0,0)dz 一 | Fe,y,0)dy 一 | Fz,y,z)de 
0 0 0 


-- 一 | aszdz 一 | wouz 十 avy)dy 一 | sea 十 ayy 十 Csxz)dz 
0 0 0 


一 一 Lz 一 QayTy 一 二 02 一 QxQzXZY 一 QA YZ 一 2 
2 2 2 
] 2 ] 2 

二 一 了 (artz 十 472 十 Qez) 一 一 742 六) 


2. 2. 12 一 个 密度 均匀 的 行星 绕 一 个 固定 轴 以 角速度 “自转 ,行星 的 赤道 半径 Re 
略 大 于 球 的 半径 R, 行 明 柚 极 的 半径 Re 略 小 于 球 的 半径 R, 用 参量 。 一 “元 描述 变形 
的 大 小 . 由 于 这 种 变形 引起 重力 势 有 一 二 


2 
AYVY (RO0) 一 一 四 EE Pp,(cos0) : 
_ ， i ， 2R 
其 中 0 是 球 坐 标 , Pa(cosD) 一 cos20 一 了 由 行星 表面 平衡 的 条 件 得 出 e 与 1 一 一 “的 关 


系 , 对 地 球 就 e 作 数 乌 仿 计 . 
解 ”行星 表面 为 一 旋转 槽 球面 , 取 通 过 两 极 的 对 称 轴 为 > 轴 , 行 星 与 zz 平面 的 交 线 
为 一 椭圆 ,方程 为 


可 引入 参量 a, 椭 圆 方程 表示 为 


T= Rrsing, 2 = Rpcosa 
参量 a 与 球 坐 标 9 的 关系 为 
他 Resina Rr 


tan6 一 一 一 一 一 一 tana 
之 Rpecosa Rp 


在 行星 表面 单位 质量 质点 处 于 平衡 的 条 件 是 它 受 到 的 重力 、 惯 性 离 轴 力 和 行星 表面 
的 支持 力 的 合力 为 零 ,表面 的 支持 力 垂直 于 表面 ,因此 平衡 条 件 要 求 重 力 .惯性 离 轴 力 的 
合力 无 沿 表面 的 切 同 分 量 . 
现 求 图 2. 56 中 PP 点 沿 椭圆 的 切线 单位 矢量 r , 设 r 与 > 轴 夹 角 为 9， 
加 dz (dzxr/da) Rrcosa 


*。 117。， 
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ke Re RE 


rp 
eh 


和 Rp Rptand 民 ftang 
tT = cospk singi 


Ritange 二 RE 


VV RE + Ritan’l ~ RE Ritan’g 


I 


图 2. 56 


单位 质量 质点 受到 的 惯性 离 轴 力 为 
六 = rwsint > Rowsindi 
单位 质量 质点 受到 的 重力 为 
2 
f:=— VV=Y | 十 Ep,(cos0) | 
2 2 
一 GM| 一 2 一 fe EP, (eos) |e, 一 Csinbcosbe 


e, 一 Sin 十 cosk 扰 


所 以 
@s 一 Costi 一 SInCK 
。 2 2 
f;= GM| — ny 一 SResingPa(cosb) 一 Csingcos2g |i 
2 2 
十 GM 一 os -一 fe EcosOP, (cos0) 十 SResinzgcosg |k 
pl ,op 1| 
一 GM (sing| Ri b 2 COS 0 2 i 
_1_ ,5 3 | | 
十 cosb| 2 | 2 COS 0 2 kk 
_ 6eRE 
其 中 4 一 5 尺 4 
在 表面 平衡 的 条 件 为 
(fi 十 /2) “T=0 


可 得 : 
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一 RasRE + GM| 3 + Pbcos’ 9| (RE — RE) — GMb RE 一 >R? -0 
只 保留 s 的 一 次 方 项 ， 
RoRE + GM 二 全 ‘TE ee | GMbRE — 0 
二 GeRE 
代入 一人 一 二 sR: ' 只 保留 e s 的 一 次 方 项 ， 
— Rw?RE 十 2GMe + GMe — 0 
。 5 RoRe 、 5 wRe 5) 
16 GM “16 gg 16 
GM GM 
其 中 用 了 BA R? ~ RReE 


对 于 地 球 , 用 w= 二 7. 3X10 ?rad/s,g 二 9. 8m/s’,Re 二 6.378X10'm,e1.1X10™. 


2. 2. 13 求 在 势能 为 


V (2) = 方 Raz2 一 mar 
(其 中 4 很 小 ) 的 保守 力作 用 下 的 非 线 性 振子 的 运动 的 一 级 近似 解 ,假定 1:=0 时 x==0. 
解 mz 二 一 一 —kr+mAz’ 
零 级 近似 : 71z 世 0) 一 一 下 雪人 0) 


xz" 一 4sin(owr 十 办 
由 + 二 0 时 ,zx 二 0, 定 出 9 二 0， 


Hoy 


一 级 近似 : 设 xr 二 x 十 人 zi ,代入 式 (1) ,了 略 去 高 阶 小 量 9 


zt 一 Asinwt 


1X 艺 ] 一 一 kri 十 mr 7 
2 2 
一 一 Xi 十 2 COSLZcut 
2 2 
2 2 
或 写作 区 十 w Xx! 一 全 一 今 cos2ou 


不 难看 出 , 式 (4) 有 如 下 形式 的 特 解 ， 
2Z1 一 A 十 有 cos2cut 


代入 式 (4) ,得 B= 
式 (4) 的 通 解 为 


. A’ A’ 
Z1 二 C1COSQ@t 十 cssSInwt 十 Do 十 GOs et 


满足 初 条 件 上 一 0 时 ,zl 一 0, 阅 一 0 的 解 为 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 
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A: 


A’ 
Z1 = msCOswt + 全 pa 5 十 : 人 5cos2ou 


3w 
故 一 级 近似 解 为 
2 2 
一 Asinwt 十 2 一 2 COScjt 十 人 RECOSZCULt 


其 中 /上 ,4 由 一 0 时 的 ZZ 值 决 定 . 


2.2.14 (1) 质量 为 m 的 粒子 在 势能 V(x)= i 一 一 的 保守 力 场 中 运动 ,其 中 c 和 a 
是 正 的 常数 . 求 稳定 平衡 位 置 及 在 它 附 近 做 小 振动 的 周期 . 

(2) 如 果 粒 子 从 所 求 的 平衡 位 置 以 速度 v 开始 运动 ， 求 忆 值 的 范围 ,粒子 将 做 :(a) 振 
动 ;(b) 逃 到 一 oo0;(c) 逃 到 十 oo. 


解 (1) 平衡 位 置 ,fF 二 一 dr _, 


dz 

dV cla’—Zzx’) 

即 3 一 2025 一 
二 X=*Qa 和 X= 二 Xs 一 一 a 
均 为 平衡 位 置 . 
由 dV _2cx(x’—3a) 
dir: (六 2 十 C2)3 
2 人 
7 | 一 一 5 和 0 


可 见 x 二 a 为 不 稳定 “分 位 置 ， 


C 
dz TT a 加 24- > 9 
可 见 x 二 一 a 为 稳定 平衡 位 置 . 
在 ZX 二 一 a 附近 , 令 X= 二 一 a 十 x ,为 小 量 ， 
,、. dV 时 Cc(2ax' 一 x’'’) 
f(z) 一 dz (xX? 2ax’' + 2a:): 
只 保留 z' 的 一 次 方 项 ， 
f(x') 一 一 2 
， Cd 
mi 一 me 一 一 7 
C 1 /ce 
Noma’i a 9ma 


(2) z= 二 0 时 ,V(x) 二 0;z> 十 co 时 ,V(x) >0,x 一 4 时 ,9 一 0,9 a 0,V (zr) 有 极 大 


值 ,V (a) 一 万,z 一 一 4 时 ,V (一 a) 一 一 左 为 极 小 值 ,在 一 a<x<a, 守 之 0, 在 xz>a 及 z< 


。120 ， 力学 (上 册 ) 


图 2. 57 


—Qa ,9 < ,V 一 工 关系 曲线 如 图 2. 57 所 示 ， 


(a) 从 x== 一 a, 以 速度 vv 开始 运动 ,要 以 后 的 运动 是 在 有 限 范围 内 振动 ,由 图 有 可见, 要 
求 
k= V<=0 


mv 十 VY( 一 a)<0 


u 一 /2 一 2 jc 
mi nid 


要 五 二 0 即 可 . 


mv 十 V( 一 aa) 全 0 


/287( 一 a) fe 
| 人 > m VNma 


如 开始 v 二 0, 要 防止 x 一 十 oo, 必 须 有 EV (a)， 
六 mnt 十 YY( 一 &) 达 V(a) 


2c 


ma 


得 "~ 
结论 是 从 z= 一 a 开始 运动 ,开始 v<0 时 ,要 求 |v| 之 -2 ;开始 v 之 0 时, 要求 三 


二 |v| 二 、/ 红 ,粒子 将 逃 到 一 co. 


F720 " 
(c) 从 二 一 a 开始 运动 ,要 逃 到 十 co ,首先 必须 开始 >0, 且 要 求 
my’ 4+ VC a)>V(a) 


由 此 得 o > |/ 和 


nia 


2.2.15 比 地 面 高 h 的 平台 上 有 一 质量 为 m 的 小 车 系 于 强 子 一 端 , 绳 子 跨 过 一 小 滑 
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轮 在 另 一 端 被 地 面 上 的 人 拉 着 并 以 匀速 vo 向 右 运动 ,如 图 2. 58 所 示 . 若 小 车 与 平台 间 的 
摩擦 力 可 以 不 计 , 求 ， 


Fr 


h 


图 2. 58 
(1) 当 人 位 于 离 小 滑轮 正 下 方向 右 距 离 ; 处 小 车 的 速度 和 加 速度; 
(2) 人 在 上 述 位 置 拉 绳 的 力 ; 
(3) 在 人 从 滑轮 正 下 方 到 上 述 位 置 的 过 程 中 人 所 做 的 功 . 
解 〈1) 兰 一 汪 十 产 : 
24 和 一 2s 5 » , 
ds 人 人. 
dt VirRd Vth 


dv US ] svo * 2svo vsh’ 


Xi 二 一 一 一 一 


一 0 
v、a 的 方 同 均 同 厂 . 


(2) F =ma= 


mush’ 
(32 十 有 7)37 
(3) W= 二 mv’— Em[v(0) = PS D0_ 
2 2 243 十 ) 

2. 2.16 一 质量 为 m 的 小 球 系 于 不 可 伸 长 的 轻 强 的 一 端 , 穿 过 桌面 上 的 一 小 筷 后 在 
光滑 的 水 平 桌 面 上 运动 ,绳子 与 小 孔 间 无 摩擦 力 . 问 ， 

(1) 要 使 小 球 以 小 孔 为 中 心 做 半径 为 ri、 和 角速度 为 wi 的 圆周 运动 , 绳 的 男 一 问 需 用 
多 大 的 拉力 ? 

(2) 要 使 小 球 圆 周 运 动 的 半径 从 r=ri 缩小 到 +=7;, 拉 力 需 做 多 大 的 功 ? 

解 〈1) F 二 mriei : 

(2) 在 小 球 的 矢 径 缩小 过 程 中 受到 的 力 是 径 同 的 , 列 横 癌 的 运动 微分 方程 


,， . d . 
m(ro 十 27 9) = Tr = 0 


”~ 0 一 c 
2 | 
2 
1 ] 1 六 
W = mw) 一 二 Mr 一 一 Mi7zic 一 一 1 
2 2 2 73 
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2,2.17 火车 质量 为 m, 其 所 产生 功率 为 渭 数 PP, 奢 车 受 的 阻力 为 第 数 f, 试 证 时 间 


与 速度 的 关系 为 :一 ln 二 万 一 地 ; 若 所 受阻 力 与 速度 v 成 正比 , 则 :一 Zin 六 一 


P—fv 
证 明 fm) =P—A 
mv Pf 
d= pe dv = $ FF 
=- + FA) 
| + | BA 
-一 他 + 守 np 
若 f 与 速度 v 成 正比 , 设 f==cv,c 为 常数 , 则 
lm Pp fu=P— ce 
4 = Pm pr 
‘= Fm| Fes =— Yln(P — eo)| 


[ — Puy _i 
Pcev 2f Po— fv 
2.2. 18 一 质量 为 m 的 质点 , 受 引 力作 用 在 一 直线 上 运动 . 当 x 之 a 时 ,引力 值 为 
Ma /x ; 当 Xa 时 ,引力 值 为 mxx/a, 式 中 人 是 相对 于 线 上 某 一 点 ( 取 为 原点 ) 的 距离 st 
及 a 为 常量 . 如 质点 在 离 原点 2a 处 从 静止 开始 运动 , 求 到 达 原 点 时 的 速度 及 走 此 段 路 程 
所 需 的 时 间 . 
解 在 coc 委 z 委 2a 段 , 


nm 
一 zcln 


mi 一 一 mua /x 
o 9 一 ka /x 
t 二 0 时 ,X= 二 24,v 二 0， 
- Ka 1 2 | 二 一 学 
| vav = | ze dr 2 /A(z 9a 
二 sil 1 
2pa’| 2 2a 
dz | 二 一 二 
di | “Ha 式 2a 
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:一 加 [ dr | ] | 个 
- | d = 一 = 一 | 一 dx 
0 20 , 1 1 ~vV pa 2a 2dO—X 
V “Hi XX 2a 
今 24 一 x 二 ww’, 则 二 2a 一 w? ,dx 二 一 2udu， 
:= 一 一 一 | 24 (一 2 )du = -| Va — wida 
pua Vua 


用 积分 公式 


2 
[~ 一 udu = 六 MO 一 ww 十 arcsin 7 


| 
! 一 -去 一 TX。*。 和 VX 本 2oarcsin /2 一 三 
当 xX 二 a 时 ， 


| 1 1 /一 
VU 二 Vi 于 2pa | D0 一 一 入 


] jo — 
一 6 cr 十 2aarcsin 二 a | 


一 Mpa)’ = Er — a) 
v 二 一 2pa 一 x 
-吉庆 -。 
1 Ca 1 一 liz 
t=t1 一 本 arcsin -万 - 一 人 


到 达 z= 二 a 时 ,v= 二 一 ~vV 2ya ,=| 1 十 吓 Vs 


说 明 :此 题 不 必 解 运动 微分 方程 ,用 动能 定理 即 可 得 与 的 函数 关系 . 


* 1]123。 


* 1 124。 
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2.2.19 轴 套 4 的 质量 为 0. 5kg, 沿 着 位 
于 铅 敢 平面 的 曙 线 形 杆 无 摩擦 地 滑动 . 螺 线 形 
方程 为 + 二 0. 30, 式 中 7 以 米 计 ,9 以 弧度 计 , 轴 
套 在 大 小 不 变 的 径 辣 力 T==10N 作用 下 ,从 4 
点 静止 释放 , 滑 到 位 置 B 处 ( 见 图 2. 60). 求 轴 套 


到 达 B 处 时 的 速度 . 
解 ” 由 质点 的 动能 定理 ， 
图 2. 60 m0 — 0= | mg dr 十 | Tedr 
ra 
|mg “dr=—mg: | dr ==mg* (rg— ra)=mg*r 到 
在 上 述 计算 中 用 了 4 . rs 一 0 一 7118 和 rA=me sy | 

他 , dr 一 |7e (dre, + rges) = |Tar — [7 0. 3d0 = 0. 3T ,于 
ra z 


A 


2 1 
v= |0.3g + 0.3 


代入 g 二 9.8m，s 习 ,T= 二 10N,m 一 0. 5kg, 可 算出 


v= 5.3m*s! 


2. 2. 20 ”一 质量 为 80kg 的 人 由 lm 高 处 跳 下 , 当 他 落地 时 ,他 忘 了 弯曲 他 的 膝盖 ， 
体 减速 的 距离 只 有 lcm. 求 在 减速 阶段 ,作用 在 他 腿 上 的 力 . 


解 一 1m,* 一 lcm 一 0.0]m 
六 ~ meh, 0 一 Fm = (me 一 NN)s 
其 中 N 是 在 减速 阶段 作用 在 用 上 的 力 ， 
和 
= 80 X 9.8 Xx + j= 7.9X 104N 
2. 2. 21 ”一 质点 无 摩擦 地 在 环形 轨道 上 滑 下 ,如 图 2. 61 所 示 ,轨道 弯曲 段 的 曲率 半 


径 为 RR, 该 质点 由 高 hh 处 由 自 静 止 开始 下 滑 , 在 茶 处 质点 开始 和 轨道 脱离 接触 ,说 明 脱 离 
接触 的 位 置 并 计算 出 发 生 这 种 情 帝 的 有 的 最 小 值 . 


4 
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解 ” 开 始 与 轨道 脱离 接触 的 位 置 是 拐点 4 ,在 到 达 4 点 以 前 ,质点 要 脱离 轨道 ,需要 
轨道 的 支持 力 为 零 ,可 这 支持 力 不 为 零 , 因 此 ,到 达 4 点 以 前 不 可 能 脱离 轨道 . 另 一 方面 ， 
如 在 4 点 未 脱离 轨道 , 则 在 4 到 互 的 过 程 中 , 因 速率 减 小 ,而 重力 的 法 向 分 量 增 大 ,轨道 
的 支持 力 必 然 增 大 ,自然 是 不 能 脱离 轨道 的 . 过 B 点 以 后 ,直到 与 4 同样 高 度 处 ,根据 对 
称 性 考虑 ,也 和 从 4 到 B 的 过 程 一 样 ,不 能 脱离 轨道 . 再 以 后 脱离 轨道 是 可 能 的 . 问题 是 
发 生 脱离 轨道 情况 的 最 小 的 疡 多 大 ? 开始 脱离 轨道 的 位 置 是 在 4 点 还 是 别处 ? 

现 考 虑 在 A 点 开始 脱离 轨道 需要 的 最 小 高 度 h. 先 求 在 4 点 脱离 时 所 需 的 最 小 速率 


2 
和 一 SCOS60 ”一 -mn 


2 


也 — FgR 


由 机 械 能 守重 ， 


mpgh = lm| TgR| 十 mgRsin30° 


3 
i= 


要 越过 轨道 高 度 的 极 大 值 B 点 ,h 必须 大 于 R. 可 见 ,发 生 脱离 轨道 的 最 小 疡 值 为 宇 尺 , 开 
始 脱离 轨道 的 位 置 只 能 是 4 点 . 

2. 2. 22 一 个 转动 的 球形 行星 ,其 赤道 上 的 点 的 速率 为 V ,赤道 上 的 g 是 两 极 处 g 的 
一 半 . 问 粒 子 从 极点 逃逸 的 逃逸 速度 多 大 ? 

解 若 用 &g 和 g' 分 别 表示 极点 和 赤道 处 的 重力 加 速度 和 表 观 重力 加 速度 


在 极点 ， mg G) 
其 中 M、R 分 别 是 行星 的 质量 和 半径 ,m 是 质点 质量 

在 赤道 ， 和 一 一 CA mg | (2) 

g! 一 六 5 (3) 


其 中 N 是 行星 表面 对 质点 的 支持 力 ,其 反作用 力 是 表 观 重力 
由 式 (1)、(2)、(3) 可 得 
27 
sR 


取 无 穷 远 处 行星 的 引力 势能 为 零 ,在 行星 表面 的 引力 势能 为 一 (对 质量 m 的 质 


点 而 言 ), 设 在 极点 的 逃逸 速度 为 w， 它 是 对 行星 参考 系 的 相对 速度 ,也 是 对 惯性 参考 系 
( 静 系 ) 的 绝对 速度 ,对 惯性 系 用 机 械 能 守恒 定律 ， 


1 2:_ CmM 1 
2 R | 
v= 0M oR = 47 
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所 以 v= 2V 

2. 2. 23 一 跳伞 员 在 3000m 高 处 起 跳 . 在 降落 伞 张 开 之 前 他 达到 一 极限 速度 30m/s. 

(1) 假定 空气 阻力 正比 于 速度 ,他 达到 这 个 极限 速度 需 多 久 ? 达到 这 个 速度 时 ,运行 
了 多 少 距离 ? 

(2) 为 了 经 受 一 个 不 大 于 10g (g 为 重力 加 速度 ) 的 减速 度 ,在 他 的 伞 张 开 以 后 , 当 他 
碰 到 地 面 时 ,速度 已 降 到 3m/s, 他 弯曲 膝 部 以 减缓 冲撞 , 需 将 膝 部 弯曲 多 少 ? 假定 他 的 肤 
部 像 弹 乱 一 样 具 有 正比 于 位 移 的 阻力 . 

(3) 空气 阻力 正比 于 速度 的 假定 是 否 合理 ? 

解 (1) 根据 空气 阻力 正比 于 速度 的 假定 ， 


积分 得 v 一 全 (1 ”era 


极限 速度 wx 一 二 ,t >co 才 能 达到 此 极限 速度 ,运行 距离 为 xco. 

(2) 在 跳伞 员 碰 到 地 面 以 后 ,空气 阻力 的 减速 作用 是 可 以 忽略 的 . 

设 肤 部 弯曲 时 具有 势能 为 二 Mt", 则 碰 地 时 开始 弯曲 ,弯曲 上 时 ,动能 降 为 零 ,由 机 
械 能 守恒 ， 


p23 一 -2 二 mgé (1) 
义 由 最 大 减速 不 大 于 i0g 的 条 件 , 有 
22g — ke = ma =— l10meg (2) 


(3) 在 空气 阻力 止 比 六 速度 的 假定 下 ,和 需 运 行 无 穷 远 的 距离 ,经 无 穷 长 的 时 间 才 能 达 
到 极限 速度 ,实际 上 运行 距离 不 到 3000m ,所 需 时 间 也 是 有 限 的 ,就 到 达 极 限 速 度 30m/s， 
砚 明 所 述 假定 与 实际 不 符 ， 

2.2.24 一 个 光滑 球 固 定 在 水 平面 上 ,一 
个 点 粒子 在 最 高 点 从 静止 开始 沿 球 面 滑 下 . 令 
球 的 半径 为 尺 , 描 述 粒 子 落 到 平面 以 前 的 路 径 
( 见 图 2. 62). 

解 ”粒子 在 离开 球面 以 前 ， 


Fm —mgR (1—cosg) 


172 


图 2 6? R = mgcos0 一 N 
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离开 球面 时 ,N= 二 0, 此 时 


[oe 


OU 


页 二 2g(] 一 COSDO ) 


Ct» 


U 


R 
解 得 9 一 arccos $=48. 2° ,也 一 人 | SgR. 


在 9 一 48. 2" 时 粒子 离开 球面 ,以 \/ 万 gR 的 速率 朝 水 平 线 向 下 48. 2 的 方向 做 抛物 运 
动 , 落 到 平面 以 前 ,运动 轨道 为 抛物 线 . 

粒子 运动 的 路 径 可 定量 描述 如 下 

在 0 三 0 过 48. 2" 期间, 粒子 运 动 轨道 为 圆 , 轨道 方 程 为 


一 gcosl 


z+ Cy— R):=R’, 0< zr R 


此 后 运动 轨道 为 抛物 线 , 设 离开 球面 时 为 :==0, 轨 道 的 参数 方程 为 


-Eee 
i olt < 之 了 
| 3 gRceos48.2 3 3 ek 


_S5&K 2 , 1 2 . _|~D5D 2 1 2 5 
>” 3 Rsints zz， 2 2! VE SER t 2 821 十 a 
消去 上 可 得 不 含 参数 的 轨道 方程 ， 
~ D 2 ， 5 5 4 三 一 /一 
或 zi 十 (y 一 RD) 一 R2， RCy<2R 
Op >Xo 4/ 3 


2.2.25 若 在 北京 和 天 津 间 用 一 条 直 的 地 下 铁道 联 
结 , 如 图 2. 63 所 示 , 两 市 间 的 火车 在 地 球 引力 作用 下 运 
行 ,两 市 间 直 线 距 离 为 130km, 地 球 半径 尺 二 6400km. 忽 。“《 一 一 上 中 一 一 
略 摩擦 ,计算 火车 的 最 大 速度 以 及 从 北京 到 天 津 坐 此 火车 


所 需 的 时 间 . ” 
解 ” 方 法 一 :由 2.1.78 题 求 得 质量 为 m 的 质点 在 地 
球 内 外 受到 地 球 的 引力 为 图 2. 63 
一 Ce 0 三 rr 三 民 
太一 
一 Ce， r 之 KK 


其 中 M 为 地 球 质量 ,R 为 地 球 半径 . 
由 此 可 计算 质点 mr 在 地 球 内 部 的 引力 势能 ， 
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R 
V(r)= | | 一 Ce 


dr+ | | GMm 
R 


Co :~ GMm GMm,, 2 
人 2 R3 (Kk 7”) R oR (一 一 3R’) 
由 机 械 能 守恒 ， 
my? 十 ee (六 一 3R’) 一 一 2 
GM R’:— < 
解 得 v= Ri (Rr)=g Fi 


由 图 2. 64 可 得 
r= 二 (sx) = (Rs)++ (sO— zr)’ 
= R*— 2sr 二 x’ 


所 以 v= 六 (25 一 工 ) 


由 9 一 0 得 
图 2.64 Umax 一 VU(S) gs- 80. 4m/s 
从 北京 到 天 津 所 需 时 间 


r=| 全 =| IRK dr | 
0 Vv oY & VX(2s— 7) 


用 积分 公式 ， 
dz 一 | arctan — bu 
UV VO— bb bv 
其 中 zx 一 az 十 pzmp 一 al 十 以 7 
今 一 一 05 一 4C 一 0,0 一 1 wx 一 25,0 一 一 1， 
25 Ts 
| dr 一 2arctan 人 一 A 
0 VX(25 Oo 7) 25—X|,o 


3 
所 以 T= = = 2539() 一 42.3min 


方法 二 :用 牛顿 运动 第 二 定律 ， 


RR rr Ri? R’ 
,££. 8& 
= RT 
通 解 为 TX 二 $s 十 Acos tte 


所 需 时 间 了 一 六，- 径 -rs 
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JJ 人 
r! 
vrsx 一 SA/ 大 


T 与 无关, 说明 在 地 球 上 任何 两 个 城市 间 铺 设 这 样 的 地 下 铁道 ,运行 时 间 都 一 样 ， 
火车 运行 中 的 最 大 速度 是 与 ;有关 的 . 

2. 2. 26 ”估计 一 下 通过 跳跃 就 能 脱离 的 小 行星 多 大 . 

解 ” 一 般 来 谨 , 跳 除 前 人 们 总 要 弯曲 他 的 膝 伪 使 身体 的 重心 降低 约 50cm ,然后 跳 起 
能 使 重心 比 正常 高 度 高 出 60cm, 则 在 此 跳跃 中 人 能 产生 的 动能 为 


Fm — mg(0,.50 + 0.60) (1) 


其 中 m 是 人 的 质量 ,g 是 地 球 表 面 的 重力 加 速度 ， 
设 小 行星 半径 为 RR. 质量 为 M, 并 设 人 小 行星 的 密度 与 地 球 相 同 . 


初始 条 件 :* 一 0 时 ,z 王 0, 过 一 0, 定 出 A、a, 得 


让 二 $5 $COS 


3 
M 一 M.|&| (2) 
其 中 M.、R。 分 别 为 地 球 的 质量 和 半 往 ， 
跳跃 能 脱离 小 行星 的 条 伟 是 
me Em —0 (3) 
GM. 
又 知 才 一 R? (4) 


由 式 (1)、(2)、(3)、(4) 可 得 


R=N1.10R. = V1.1 Xx 6.4 Xx 10° = 2.7 Xx 10m 
其 中 用 了 R。 二 6. 4X 10im. 
”2.2.27 求 ,(1) 月 球 表面 的 重力 加 速度 ;(2) 从 月 球 表 面 出 发 逃离 月 球 所 需 的 最 小 
速度 , 月 球 质量 为 7. 35X10”kg ,月 球 半 径 为 1.74X10*km. 
解 (1) 设 Ms, 和 Rs 分别 为 月 球 的 质量 和 半径 ,gw 为 在 月 球 表 面 的 重力 加 速度 . 
质量 为 m 的 物体 在 月 球 表 面 的 重力 为 mg 


GM m 
men RS 
， GM, 6.67X10 x7,.35X10% ， 
所 以 Sm Ri (1.74X10°)? 1. 62m/s 
(2) 设 逃 逸 速度 为 v, 逃 离 条 件 为 
1 5 CMam _ 
7 mv R. = 0 


5 一 /2 一 V2goR, = M2 X 1.62 XxX 1.74 XxX 10° 


= 2.37 X 10°m/s 
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2.2.28 一 质量 为 m 的 质点 从 置 于 光滑 水 平面 上 
的 .质量 为 M 的 光滑 的 、 半 径 为 R 的 弧 形 槽 的 项 问 滑 下 ， 
如 图 2. 65 所 示 . 开始 滑 下 时 ,m、M 都 是 静止 的 , 求 质点 离 
开 孤 形 权 时 质点 和 绝 形 槽 的 速度 . 
解 ” 方 法 一 :用 质点 系 动 力学 理论 ,m、M 系统 在 水 平 
方向 动量 守恒 和 机 械 能 守恒 ,可 列 出 下 列 两 个 方程 : 
mv MV=0 (1) 


图 2. 65 


1 
2 


其 中 v.V 分 别 是 质点 离开 弧 形 槽 时 质点 和 引 形 模 的 速度 , 均 规 定 同 右 为 正 ， 


， /2MgR /| 2gR 
解 得 vaiM’ ~ Nim 


方法 二 :限于 只 用 质点 动力 学 的 理论 . 
设 N 为 弧 形 槽 对 质点 的 作用 力 ,z 轴 沿 水 平 回 右 为 正 . 对 质 扣 、 浙 形 槽 分 别 用 动量 定 
理 ( 只 写 水 平方 向 的 分 量 方程 ) 和 动能 定理 . 


mo + MV — mgR=0 (2) 


mv—0 一 | Nd (3) 

MV 一 0 = | 一 N,)dt (4) 

Fm 一 0= |n “drn 十 mgR (5) 
FMV* — 0= |(—N) “dru (6) | 


式 (3) 十 式 (4) 即 得 式 (1) , 式 (5) 十 式 (6) 可 得 式 (2), 其 中 用 了 
|n dra + |(— N) » dr = jw 。 (dr, 一 drv) = |N “dry 一 0 


式 中 drmm 二 drm 一 drm 是 质点 对 弧 形 槽 的 相对 位 移 ,drmm 沿 弧 形 槽 的 切线 方 同 , 任 何 时 刻 
都 有 
N | drmm, N*.drim=0 


2. 2. 29 ”如 图 2. 66 所 示 , 小 球 质量 为 m ,连接 ; A 
在 绕 水 平 轴 O 旋转 的 BD 杆 的 DD 端 , 连 杆 BC 穿 过 € >A 
绕 4 点 转动 的 套 简 ,并 能 在 其 内 滑动 , 劲 度 系数 为 ,I 
k 的 弹 筑 套 在 BC 杆 的 AC 段 , 当 球 下 降 时 压缩 弹 0 


簧 ,9 二 60° 的 位 置 时 , 弹 筑 无 伸缩 . 从 此 位 置 静止 释 
放 , 求 6 二 90° 时 BC 杆 的 角速度 . 设 BC 杆 及 BD 杆 


的 质量 及 各 处 摩 氛 可 略 去 不 计 . 六 
4 六 4、 
解 ” 方 法 一 ;用 质点 的 机 械 能 定理 SS 
至 终 态 时 ,弹簧 的 压缩 量 等 于 B4 段 的 增 量 ， | ”SA 
取 终 态 时 的 位 置 ,小 球 的 重力 势能 为 零 , 弹 簧 在 初 A 


态 时 无 伸缩 , 取 为 弹 自 势能 的 零点 ， 图 2. 66 
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-ao 十 Fh(Y bb 6) = mpebcos60° 
解 得 终 态 时 小 球 同 下 的 速度 也 即 B 点 同上 的 速度 


|] kp:(3— 2~ 2) 
"一 人 /80 一 Pe: 


在 终 态 9=90° 时 ,BC 杆 的 位 置 及 此 时 B 点 的 速度 及 
杆 上 与 4 点 重合 的 点 的 速度 如 图 2. 67 所 示 ,此 时 而 且 任 
何 时 刻 BC 杆 上 与 4 重合 的 点 受 套 简 约束, 其 速度 总 是 沿 
套 简 的 方向 . 此 时 ,BC 杆 必 绕 上 述 两 点 速度 的 垂 线 的 交 
所 也 转动 ,BD 距离 为 22, 放 BC 杆 此 时 的 角速度 为 


也 1 /jg k(3—2~V2) 


——— oo- 


“Ep 2Nb m 
方法 二 :上 面 求 wac 的 方法 用 了 刚体 平面 平行 运动 求 
瞬 心 的 办 法 . 现 用 相对 运动 的 知识 求 wac. 
取 此 时 以 与 4 重合 的 BC 杆 上 的 点 的 速度 作 平 动 的 参考 系 ,B 氮 的 绝对 速度 等 于 替 
连 速度 和 相对 速度 的 矢量 和 ， 


图 2. 67 


VU 二 Ve 十 Vv 
ve 即 图 2. 67 中 画 在 4 点 的 沿 4B 方向 的 速度 , 它 与 ov 的 夹 角 为 45°,v: 是 B 点 围绕 与 4 重 
合 的 点 以 角速度 wac 转 动 的 线 速度 ,wo 与 v 的 夹 角 也 是 45°， 
v, 一 wsec * Mb + Bb, Vr = VCOS45° 

可 得 wac 一 7 

2. 2. 30 ” 求 质 量 为 m 和 具有 能 量 瓦 的 质点 在 势 场 了 一 Votan?az( 式 中 Yo 和 a 为 妆 
量 ) 中 做 一 维 运 动 的 周期 , 

解 mz? 二 Votaniar=—E 


, /2(E — Votan az) 
< nt 


| | 2 de , dz 加 | cosaxzdz 
71 / / . 
五 一 站 Ecos’ax 一 了 | 


dsinax | dx 


| BEV | ME 


A| ET Vo inaxr 
E 


0 — 1t,) 一 — 1 rcsin 
| ,) 一 
A aNVE Vo 
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Esinar = sin a /2E 二 You on 
nt 
bi [2(E + Vo) | 


加 2(E+Vo) 工 2 
I EN ELE a NE+YV. 


2. 2.31 一 根 长 度 为 a 的 不 可 伸 长 的 轻 绳 ,一端 连 着 一 个 质量 为 m 的 粒子 已 , 另 一 
端 连 着 一 个 质量 为 >m 的 环 @, 此 环 穿 在 一 根 固定 的 粗糙 的 水 平 的 金属 丝 上 . 从 环 和 粒子 


处 于 平衡 的 状态 给 粒子 一 个 沿 水 平方 向 的 速度 /2ag ,证 明 : 在 小 环 不 在 金属 丝 上 滑动 的 
情况 下 , 绳 中 张力 为 3mgcos9, 其 中 6 是 绳子 与 铅 垂 线 间 的 夹 角 ; 并 证 明 : 如 环 与 金属 丝 间 


摩擦 因数 大 于 一 二 , 环 就 不 会 滑动 . 


1 . 
T= arcsin 
a 


显然 运动 周期 了 为 


证 明 在 让 束 不 在 金属 丝 上 漠 动 的 情况 下 ,粒子 运动 时 机 核能 守恒 
mo + mgall — cos0) 一 Sm/2ga)’ (1) 
再 列 目 然 坐 标的 法 癌 方 程 ， 
Pi 一 全 一 mgcosO (2) 
从 式 (1)、(2) 两 式 解 得 
T = 3mgcosb 


环 受到 四 个 力 ; 重 力 -> mg; 金 属 丝 的 支持 力 N; 金 属 丝 给 予 的 静摩擦 力 和 绳子 张力 


7. 环 在 金属 丝 上 不 滑动 的 条 件 是 始终 有 最 大 静摩擦 大 于 等 于 强 子 张力 在 水 平方 向 上 的 
分 量 . 


AN 之 Tsing 
今 一 mg 十 Tcosg， T=3mgcosd 
， 2sinbcost 
-之 
得 /二 1 十 2cos20 


对 运动 过 程 中 经 历 的 一 切 9 值 均 成 立 , 即 要 在 | 0, 艺 | 区 间 内 ， 
2sinbcosl 
1 十 2cos20 


9sintcoso 
] 十 2cos’0 


“| 


d 
d0 


inax 


二 0 


1 
得 cos20= 7 ， 6 3 


~ vsinGbcosg 
/过 1 十 2cos26 


0—n A 3 
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如 果 在 所 给 的 初 条 件 下 ,能 达到 的 9 的 最 大 值 小 于 sx,w 可 以 再 小 些 , 因 此 需 计 算 在 

此 初 条 件 下 的 boss， 
Fm(YV 2ga)’ = mpgall — costnx) 

i T 
2 3 

2. 2. 32 一 质点 自 一 光滑 的 抛物 线 上 一 点 Q 自由 滑 下 ,该 点 在 轴线 上 方 h 处 ,抛物 
线 的 方程 为 y 二 2px,y 轴 竖 直 厅 上 . 问 质点 滑 至 何 处 时 ,曲线 对 质点 的 约束 力 将 改变 符 
号 ( 求 出 此 点 的 y 坐标 满足 的 方程 即 可 )》. 

解 ”约束 力 改变 符号 处 ,约束 力 为 零 , 设 此 点 为 4 点 ,如 
图 2. 68 所 示 . 在 此 处 ,用 自然 坐标 , 写 出 运动 微分 方程 的 法 
向 方程 ， 


得 CoOsOmax =0, 0 一 


pp 一 mpgcosa (1) 
由 机 械 能 守恒 ， 
mv +mey= meh 
v= 2g(h— y) (2) 
用 曲率 半径 公式 ;0 二 (2 二) 图 2. 68 
| 著 一生》 | 


2 
t= Ty y= xy 将 一 9 六 十 一 2 六 十 
p 的 公式 可 改写 为 


1 12~\3/2 
0 二 dtr) 


> 
全 
SQ 


人 2 ) 2 (3) 


可 得 cosa 一 CT I (4) 


闪 式 (2)、(3)、 避 ;代入 式 (1), 即 得 曲线 对 质点 的 约束 力 改变 符号 的 点 的 y 坐标 满足 的 代 
数 方 程 
》 十 3 一 22 六 一 0 
2. 2.33 一 个 质点 在 恒定 的 重力 作用 下 在 xy 平面 内 运动 ,重力 沿 y 轴 负 方 网 . 找 出 
该 二 维 运动 的 四 个 独立 的 运动 沉 数 ,其 中 有 三 个 独立 的 运动 肖 数 不 显 含 时 间 . 
解 mi=0, my=—meg 
并 即 可 得 ， Z 一 Cl1yy 十 gt 一 C? 
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由 机 械 能 守恒 ， mz + Tmagy=e 
可 得 
Zz 十 十 28y 一 cs 

归咎 d \ 日 二 下 A 量 各 

:pe y》 二 一 g ,得 Xd y= — gdz 
并 

.. di. ， , ，， 。 

由 六 二 yy 区 二 0, 得 yd 之 一 0 
上 述 两 式 相 加 ， 


示 dy 十 yd 一 一 gdz 
积分 得 Zy 十 SBZ 一 c4 
2. 2.34 当 一 个 正在 收缩 的 星体 收缩 到 它 的 Schwarzschild 半径 R, 以 下 时 , 它 变 成 
一 个 黑洞 , 光 和 任何 粒子 都 不 能 逃离 它 . 导出 R, 和 它 的 质量 M 的 关系 . 
解 ” 一 个 质量 为 m 的 粒子 从 星体 逃逸 所 需 的 最 小 速率 设 为 v， 
1 


my’ 一 


2 人 


其 中 R 是 星体 的 半径 ， 
将 粒子 的 逃逸 速率 vv 换 成 光 在 真空 中 的 传播 速度 c, 所 得 的 R 即 为 R,， 


~ /26M » ,2GM 
TT R. 和 § £2 


在 R=R, 时 ,任何 粒子 都 不 能 逃离 ,R<R, 时 , 光 也 不 能 逃离 . 
2.3 质点 的 角 动 量 定理 和 角 动 量 守恒 定律 


2.3.1 一 质量 为 m 的 质点 在 光滑 水 平面 上 以 速 
率 ve 做 半径 为 Ro 的 圆周 运动 , 该 质点 系 在 一 根 不 可 
伸 长 的 轻 强 上 ,绳子 又 穿 过 该 平面 上 的 一 个 光滑 小 筷 ， 
如 图 2. 69 所 示 . : 

(1) 强 中 的 张力 多 大 ? 

(2) 质点 对 小 了 筷 的 角 动 量 多 大 ? 

(3) 质点 的 动能 多 大 ? 

2. 69 (4) 奇 使 强 中 的 张力 逐渐 地 增 大 ,最 后 使 质点 做 

半径 为 二 Re 的 圆周 运动 ,质点 最 终 的 动能 多 大 ? 

(5) 如 果 张 力 不 是 逐渐 增 大 ,上 问 的 答案 还 对 吗 ? 

解 (1) T=- 

(2) J =mvuoRo 
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(3 ) 太一 or 


(4) 质点 对 小 孔 的 角 动 量 守恒 , 设 当 半径 为 二 Re 时 质点 的 速率 为 w ,动能 为 Ti, 则 
MUT1 " 广 R。 一 mvok,,， V1 一 LV0 
] 


7 一 一 mv 一 Fm(200)’ 一 2mvs 


2 


(5) 如 果 张 力 不 是 逐渐 增 大 ,不 影响 角 动量 守恒 关系 ,因此 当 半径 减 小 到 方 Ro 时 ,mn 
一 2v6 仍然 是 对 的 ,但 张力 不 是 逐渐 增 大 ,质点 的 径 向 速度 分 量 不 能 忽略 , 则 Ti= 2mvg 没 
有 计算 径 向 速度 分 量 对 动能 的 贡献 ,因而 是 不 正确 的 . 如 果 “ 最 终 "意味 着 质点 到 小 孔 的 距 
离 不 再 变化 (虽然 在 过 程 中 不 是 “逐渐 ”), 则 71 二 2mvs 还 是 对 的 . 

2.3.2 一 质量 为 m 的 小 孩 坐 在 一 秋千 上 , 秋 干 的 质量 可 以 忽 
略 ,悬挂 在 一 端 固定 的 \、 长 度 为 ! 的 绳 的 另 一 端 . 小 孩 的 父亲 拉 他 的 
后 背 使 绳子 和 铅 直方 向 的 夹 角 为 lrad, 然 后 以 力 正 一 mg 沿 圆周 的 
切线 方向 推 小 孩 直 到 绳子 到 达 铝 直 位 置 放 开 该 秋千 . 问 孩子 的 父亲 
推 秋 于 用 了 多 少时 间 ? 在 6 过 lrad 时 可 作 近 似 sin6~~0. 

解 用 质点 对 固定 点 的 角 动 量 定理 ， 


ml’ 6) =— mepel 一 Mglsinb 


., gg. & 
0 二 sind = 7 


今 (1 一 人 ， 用 近似 SinO=z2， 


0 十 oz 一 一 oo 
方程 的 通 解 为 
0 一 一 1 十 4cosor + Bsinwt 
初始 条 件 :t 二 0 时 ,9=1,0 = 二 0, 可 得 
0 = 1+ 2cosat 


当 0 一 0 时 ,coswt 一 本 


2.3.3 一 质量 为 m 的 质点 受到 两 个 力 的 作用 ,Fi 二 f(r)e,,Fi 二 一 Xv(4 这 0, 为 常 
量 ) ,v 是 质点 的 速度 . 若 该 质点 初始 时 对 原点 的 角 动 量 为 J。, 求 以 后 时 刻 它 对 原点 的 角 动 
量 . 

解 ” 用 质点 对 原点 的 角 动 量 定理 ， 


一 一 广 X (FF,) 


取 J 的 方向 为 z 轴 正 辐 , 用 柱 坐 标 , 根 据 受 力 情况 、 初 始 条 件 可 以 判断 ,质点 限 在 zy 平面 
上 运动 ,对 原点 的 角 动 量 总 兴 = 轴 正 方向 ， 


一 一 Ar? 9 一 一 二 J 
满足 初始 条 件 :=0,J=.Jo 的 解 为 
J=Je™ 
了 总 沿 J 的 方 同 ， 
J=Je” 


2. 3. 4 一 质量 为 m 的 粒子 ,在 半 顶 角 为 a 的 锥 体内 表面 无 摩擦 地 滑动 . 
(1) 找 出 使 该 质点 绕 竖 直 轴 做 图 轨道 运动 在 初始 条 件 方面 的 要 求 ，; 
(2) 说 明 这 种 轨道 运动 是 否 稳 定 , 何 故 ? 
解 (1) 用 球 坐 标 ， 
m(7 —rO — rosin?) = F,=— mecosa (1) 
在 正 圆 锥 内 表面 运动 ,0 二 a, 故 6 二 0. 要 求 质 点 绕 竖 直 轴 做 圆 轨道 运动 ,如 圆 轨 道 高 锥 体 顶 
点 距离 /, 则 > 一 0 一 0, 基 一 0, 上 式 简 化 为 
一 mto P sin2a 一 一 mgcosa 
可 见 9 应 为 常量 ,初速 度 vo 二 Losina，y, 深 水平 方向. 
(lo sina)’ = glocosa 
vs = glocosa 
即 要 求 初速 度 是 水 平 的 ,wo 满 是 上 二 关系 , 则 粒子 在 离 顶 点 lo 处 做 绕 竖 直 轴 的 圆周 运动 . 
(2) 考虑 对 r= 的 贺 丙 运动 第 一 个 微 扰 ， 
-一 1 十 rp 一 由 十 Ap 
代入 (1) 式 ,注意 仍 有 86=a,9 =0. 
Ar — (lo Ar) (9 十 和 Am?sinza 一 一 gcosa 
用 lo。 posinze 一 gcosae, 略 去 二 级 小 量 Ar .Ap 及 (Ap): 项 ,得 
Ar — 2lo sinzw .Aco- msinzwe .Ar 一 0 (2) 
因 k，[rX (CN 十 mg)j==0( 其 中 入 是 锥 面 对 粒子 的 支持 力 ) ,粒子 对 坚 直 转轴 的 角 动 量 守 
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A =— Ar (3) 
将 式 (3) 代 入 式 (2), 得 
dz? 
其 通 解 为 Ar 一 4cos[( 3 posina)t 十 B] 
Ar 始终 为 一 小 量 ,> 的 变化 在 附近 做 小 振动 ,说明 粒 
子 的 圆周 运动 是 稳定 的 . : 
2.3.$ 质量 分 别 为 m、2m、3m、4m、5m 的 五 个 质 
上 尽 ; 用 八 根 长 度 均 为 i 的 轻 质 杆 连 成 图 2.71 所 示 的 锥 
体 ,以 角速度 w 绕 连 接 4m 与 5m 的 线 转 动 . 求 锥 体 对 图 2.71 
O 点 的 角 动 量 的 x、y、z 方 同 的 分 量 . 


解 ”和 ,2m,… 五 个 质点 的 位 矢 依次 用 rm ,ri,… 表 示 , 坐标 分 别 为 ,一 、 


A7 十 3 msin2a “Ar 一 0 


2 | £2 | LL (0,0,0). 
2 2 2 2，2， 2 2”2’ 2 
n= Sj+V2h, r= Si j+V2k 
m= ititV2h, m= tij+tV2k), r=0 
w // rr,, w= Foti+ V2k) 
5 5 
J 一 SMe X mv;) 一 > Er X mi(w X r,) | 
:二 1 {二 1 
5 
一 > miLor? — rr(w*。r,)| 
{==] 
,| 7, 5， 
= mal?| Ti+ Sj+2~ 3 
所 以 =m, J=mol, J=2M ?mol 


2 2 

2. 3.6 一 有 方向 的 直线 工 ,其 方向 余弦 为 Lm、n, 且 通过 点 Ca,5,c). 求 在 ry 平面 上 
通过 原点 与 + 轴 夹 角 为 a、 与 》 轴 夹 角 为 了 一 “的 单位 矢量 对 有 向 直线 工 的 矩 

解 ” 这 个 单位 矢量 为 cosai 十 sinaj ,通过 原点 , 它 对 点 (a,b,c) 的 位 天 为 一 Cai 十 bj 十 
ck ), 

单位 矢量 对 点 (Ca ,pc) 的 定 为 

M =— (ait bick) xX Ccosai 十 sina]) 
单位 和 拓 量 对 有 向 直 线 工 的 窍 为 
hf 一 有 (Hi 二 mi tnk) 
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= [— (aif bi ek) X Ccosai 十 sina 门 ]，( 红 十 Ma 十 7 ) 


一 《cl 一 az)sina 十 (pr 一 cm)cosa 


2.3.7 (1) 如 果 加 给 x 个 质点 的 所 有 力 的 矢量 和 等 于 零 ， 


一 证 明 ; 加 给 这 个 质点 的 力矩 之 矢量 和 与 计算 它 的 参考 点 (和 矩 
» 心 ) 无 关 ; 
: (2) 如 果 n 个 质点 的 动量 之 矢量 和 等 于 零 ,证 明 : 这 个 质 
) “ 点 的 角 动 量 之 矢量 和 与 计算 它 的 参考 点 ( 矩 心 ) 无 关 . 
1 证 明 〈1) 考虑 加 给 个 质点 对 任意 点 O 的 力矩 ,O 点 对 
原点 O 的 位 矢 为 OO ,mi 对 O' 点 的 位 矢 r= 一 O00' 十 ri, 如 图 
2. 72 所 示 . 


Mo' = Sr x Fi= YO00+r)xF, 
i=1 一] 
~ WOO xF+ Sxh, 
i 二 1] :二 1 


=— OO0' x SF;+ Mo= Mo 
i=1 


对 任意 点 的 力矩 都 等 于 对 原点 的 力 冠 . 

(2) 将 (1) 的 证 明 中 的 F; 改 成 miv;,Mo' 改 成 Jo', 即 能 得 到 Jo,=Jo. 

2. 3.8 一 个 质点 在 重力 作用 下 , 沿 一 个 对 竖 直 轴 对 称 的 光滑 旋转 面 上 运动 . 用 柱 坐 
标 表示 的 该 旋转 面 的 方程 为 p= 了 f(z). 如 质点 在 高 度 zi 处 ,速度 是 水 平 的 .大 小 为 和 ,在 
高 度 z; 处 ,速度 再 次 是 水 平 的 .大 小 为 v2. 求 v1 、vs, 把 它们 写成 zx 、z; 的 函数 . 

解 ” 用 机 械 能 守恒 和 对 z 轴 的 角 动 量 守 恒 ， 


mo 十 mgzi 一 Smo 十 mpz, (1) 
MOTV1 一 Mp2v? 
lL mf (z1) vi 一 mf (zs,)v, (2) 
J (z1) 
U2 一 f(z,) 1 (3) 


将 式 (3) 代 入 式 (1) ,得 


2 2gf’° (x2) (z1 一 Zs) 
: f° (z1) f° (z2) 


v2 一 2gf (zi) (ZI 一 之 2 ) 
f° (z1) 一 f° (zs) 


2.3.9 一 个 原 长 为 a、 弹 性 模 量 为 4 的 弹性 强 一 端 固定 在 一 个 光滑 水 平面 上 的 固定 
点 O, 另 一 端 系 一 个 质量 为 m 的 质点 ,原先 在 平面 上 处 于 静止 ,突然 给 质点 施加 一 个 大 小 
为 v、 方 向 垂直 于 绳 的 速度 ,以 后 运动 中 , 绳 被 拉 伸 到 最 大 长 度 3a. 求 质点 的 初速 度 vw. 


解 ”弹性 绳 的 劲 度 系数 = 弹性 模 量 / 原 长 , 即 上 一 孝 . 
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设 绳 被 拉 伸 到 最 大 长 度 时 ,质点 的 速度 为 w ,方向 与 绳 垂直 ,由 机 械 能 守恒 和 对 O 点 
的 角 动 量 守恒 . 


1 1l4 2 1 
2 NEV1 十 -7 (3a a) = pmv 
3adv1 一 QU 


可 解 出 o 一 人 /22 


2. 3. 10 质量 为 m. 带 电量 为 。 的 点 电荷 ,在 强度 为 g 的 磁 单 极 子 场 中 运动 , 磁 单 极 
子 可 以 看 成 无 限 重 、 位 于 原点 ,点 电荷 受 磁 单 极 子 的 作用 力 为 一 ge ,不计 重 力 . 

(1) 证 明 动 能 了 一 广 必 六 * 7 是 运动 积分 ， 

(2) 证 明 工 = 了 十 全 7 是 运动 积分 ,其 中 J 一"XX7 六 

(3) 利用 上 述 工 是 运动 积分 ,证 明 这 个 带电 粒子 的 运动 轨道 在 一 个 半 顶 角 为 a 的 图 


锥 面 上 ,L 是 该 圆锥 的 对 称 轴 ,a 满足 cose= LT 
提示 :考虑 r*°L 


证 明 (DD) m ?=—g 2 
df 证 : 1 py he | 一 了 
了 
_ | | (FX) 
一 六 Be 一 一 ge 一 0 
r 
上 式 积分 ,了 二 二 m( 关 。 六) 一 常量 ， 
d 
(2) Ee Sr x mit Er 
iXmitrxmrit eg > 
广义 地 六 1. 
=rx| 一 ae rr | eg 2 
+ 天 一 于 
BC 3 & y 2 
r rrr 六 rr 加 
= ge( 二 一 +egl—-— |)=0 
其 中 用 了 AX (BXC)==BX(h4 ,C0C) 一 CxX(h4.，B) 
.1 ,| ， ld _1ldr ., 
Tr* rr 2 Cr 7 7) 一 2 jr 六 ) 一 > 42 一 六 7 
所 以 5 一 J 十 eg 二 一 常 矢量 
(3) rr Lo=r. J+ Er 一 egy (1) 
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其 中 用 了 rr* J=r* CrX 了 站) 一 0， 
设 r. 工 的 夹 角 为 a, 如 图 2.73 所 示 ， 


r*L=r|Llcosa (2) 
将 式 (1) 代 入 式 (2)， 
C 6€87 <S .. 
cosa = LI LT 


w 二 arccos < = 二 常量 
图 2.73 I 
由 图 可 见 ,点 电 蓓 的 运动 轨道 在 芽 为 对 称 轴 、 半 顶 角 为 
a =arccos 7 的 圆锥 面 上 . 
2. 3. 11 两 个 同 轴 的 长 半圆 简 ,其 截面 如 图 2.74 所 示 ,分别 带 正 、 负 电 , 使 其 间 电 场 
为 E=—?e,, (k 为 常量 ) ,一 质量 为 m. 带 电 一 gCq 之 0) 的 粒子 ,从 左 方 以 垂直 半圆 简 的 轴 和 
垂直 半径 方向 的 速度 v 进 入 两 极 之 间 ,如 图 2. 74 所 示 ， 粒子 将 在 图 平面 内 运动 . 


图 2.74 


(1) 如 果 粒 子 在 两 极 间 滑 圆 轨 道 运动 ,其 轨道 半径 > 多 大 ? 

(2) 假定 粒子 进入 场 区 时 , 离 轴 的 距离 与 速度 w 的 大 小 均 与 (1) 中 相同 ,但 z 的 方 网 
偏离 一 个 小 角 p. 新 办 道 与 (1) 中 的 轨道 将 再 次 相交 于 了 上 感 ,了 点 的 位 置 与 86 无关, 求 出 P 
点 的 位 置 (粒子 进入 场 区 时 仍 没 有 轴 向 的 分 速度 , 仍 在 图 直面 内 运动 ). 

(3) 如 果 把 电场 改 为 平行 于 半圆 简 轴 的 均匀 磁场 ,粒子 沿 圆 轨道 运动 ,轨道 半径 ~ 多 
大 ? 

解 用 平面 极 坐标 ,原点 取 在 粒子 运动 平面 (图 平面 ) 与 两 半圆 简 的 轴 的 交 太 ， 


(1) m =gE= 


已 


可 见 , 只 要 速度 满足 上 式 的 关系 则 它 能 以 入 射 时 的 任意 半径 在 两 极 间 做 圆周 运动 ， 
(2) 对 于 有 8 角 偏 离 的 新 轨道 ,粒子 进入 场 区 后 ,由 能 量 守恒 和 对 原点 的 角 动 量 了 


恒 ， 
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证 7 十 ghln 二 一 mv (1) 
其 中 gkln 二 是 带 电 粒 子 的 电势 能 , 取 +=r。 处 为 势能 零点 . 


r 太 rr 
V(r) 一 一 | 一 9) dr 一 gpln 志 


mr? p= mrovcosB 2 mrov (2) 
(8 很 小 ,cosB~1 一 方 F 十 …, 略 去 二 级 及 二 级 以 上 小 量 ,cosB~1). 
7 一 70 十 Or 
rv 也 ] 
1 
70 
v sr) 
2 = (2 (Ty yo 14 +10 ?0 | 
2 
In 工 一 In[1 十 全 _or 1 Or 
ro ro ro 2\r 


在 写 p ln 六 的 近似 式 时 均 保留 到 二 级 小 基 ,因为 将 它们 代入 到 式 (1) 中 时 ,一 级 小 量 项 为 
零 ， 


代入 式 (1) ,整理 后 得 
pa rr) 十 | 3 “全 一 各 (6r)2 十 中 0r 一 0 
用 上 问 得 到 关系 wv 一作 ,上 式 简 化 为 
两 边 对 t 求 导 ， 
: 4 + 2 r= 
其 解 为 6r= Asin V2 tal 


由 初始 条 件 :r(0)= 二 ro,7*(0)= 二 vsinB, 或 1 二 0 时 ,r=0, 6r = vsinp 定 出 a 二 0,A4= 


7 0 


sinf, 


ro . ,. 
一 sinpsin 
2 


0O7 一 


Vas, 


ro 


当 6r 一 0 时 ,新 轨道 与 (1) 问 的 圆周 轨道 相交 . 交 于 P 点 的 时 间 上 由 下 式 给 出 : 
M2v Xx ro 
t 


一 和， 一 一 一 
f 


下 面 求 己 点 的 位 置 ,需求 出 pg(z)， 
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= = ?1+| =2|1-2Y 
rr rr nn ro rn 
一 a 一 人 2 sinpbsin ev, | 
7 0 ro 
积分 上 式 ,注意 1=0 时 o 一 0， 
0 一 E+ sing | cos VY 2v, 一 1 | 
0 
P 点 的 角 位 置 为 
nt 六 站 ， Fi 
PP)=C—， — — 2sinpB > 一 一 
oo V2Y V2 


i 
ro 一 -一 


基本 上 与 8 无 关 . 己 点 的 位 置 为 |): 
(3) 如 用 平行 于 半圆 简 轴 的 均匀 磁场 代替 电场 ,均匀 磁场 B 的 方 同 必须 答 直 图 平面 
向 下 ， 


mv 


7 一 gvB 


圆 轨 道 的 半径 将 为 


iv 


7 一 一 一 


gqB 
这 个 半径 > 不 一 定 是 (1) 问 中 以 原点 为 圆心 的 .要 和 (1) 问 一 样 以 原点 为 圆心 , 则 mv、g 
和 B 和 进入 场 区 时 的 7 必须 满足 上 述 关 系 ， 
2. 3. 12 证 明 : 在 两 个 质量 为 mi 的 质点 按 库 仑 定律 相互 作用 的 问题 中 ,矢量 L= 


VXJ 十 全 是 运动 积分 ,其 中 V 是 相对 速度 ,r 是 相对 位 矢 ,J=yCr XV) 是 与 相对 运动 相 联 


mi 十 72 
提示 :要 考虑 质点 2 相对 于 质点 1 的 运动 . 
证 明 mz? :二 f(r) 二 7, 其 中 六 -一 六 ”一 六 ， 
mi 7] 一 一 f (7) 


mm (Fs 一 1) = (Cm 二 m2)f (7) 


pr 一 fr) = Sr 


其 中 y= 一 上 


mi 十 m2 


SVxD=-VxJI+vVxy 
1 = (rr XV) 
JJ 一 pCFXYVYJ) 十 prXYVY) 王 Ap XY) 十 mr XF 


Ud 
一 广义 一 
六 
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SV X D=VXI=FX px) 


= 7 xX pr Xi) = [Lr re 
因为 rr 
所 以 VXD= 和 Gr rr i)=—a | 


VXJ 十 二 一 常 矢量 


2. 3. 13 ”一 宇宙 飞船 围绕 质量 为 M 的 恒星 作 半 径 为 
的 贺 周 运动 , 字 窗 飞船 的 火箭 可 以 迅速 点 燃 , 使 飞船 速 。 一 
度 瞬时 改变 Av, 点 燃 的 方位 用 飞船 的 速度 v 和 Av 之 间 的 = 
夹 角 来 说 明 , 如 图 2.75 所 示 , 为 了 保存 燃料 ,在 连续 N 次 


发 射 中 ,希望 Ao 一 >，|Avi | 减 至 最 小 , 称 Ao 为 比 冲 量 ， 


(1) 假如 我 们 要 利用 飞船 的 火 第 逃离 这 个 恒星 , 且 只 点 燃 一 次 ,需要 的 最 小 的 比 冲 量 
多 大 ? 在 什么 方位 点 燃 ? 

(2) 假如 我 们 要 在 半径 为 一 (六 ro) 的 圆 轨 道上 视察 一 颗 行星 ,让 火箭 再 次 点 人 燃 , 达 到 
该 行星 轨道 所 需 的 最 小 比 冲 量 多 大 ? 

(3) 假如 我 们 要 用 飞船 的 火箭 使 它 拉 上 恒星 (假定 恒星 的 半径 可 以 忽略 ), 对 下 列 两 
种 点 火 策 略 计 算 最 小 比 冲 量 ; (a) 在 96==180° 一 次 迅速 点 燃 ;(b) 在 06= 二 0 一 次 快速 点 燃 , 然 
后 在 上 晚 些 时 候 在 6=180" 第 二 次 点 燃 , 为 使 总 的 比 冲 量 最 小 ,选择 第 二 次 点 火 的 时 间 和 每 
次 突 发 的 强度 . 

解 (1) 设 v 是 飞船 作 半 径 为 ro 的 圆周 运动 时 的 速率 ,oo 是 从 这 轨道 逃离 的 速度 ， 


图 2. 75 


则 
mv GMm 1  ， GMm 
一 mit — voe 一 一 0 
Lt La -» a 
GM 2GM 
人 U0 一 人 | Yoe 一 
Mo 7 0 
因为 voe Vo |A vicos0=vo++ AVecosol 
Voe 一 了 
AVY = cosg 


当 6-=0" 时 ,所 需 的 比 冲 量 Av 最 小 ， 


AV = vw — v= Ne 2 一 1) 
0 


(2) 在 第 一 次 点 燃 后 ,飞船 从 围绕 恒星 的 圆 轨 道 沿 抛物 线 轨 道 逃 离 , 当 飞船 到 达 该 行 
星 的 圆 轨 道 + 二 ri 时 ,再 次 迅速 点 燃 , 如 图 2.76 所 示 . 
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图 2. 76 


飞船 沿 半生 为 ri 的 圆 轨道 运动 时 ,应 有 速率 
GM 


7 1 


设 为 飞船 到 达 ”= 六 第 二 次 引爆 前 的 速率 . 由 角 动 量 守 和 恒 ， 


或 7 0 
1 


VU] 一 


由 机 械 能 守恒 ,有 


1 2 GhMm 1 2 GMm 0 
9 le 7 TT 9 Oe ro 一 
2GM 
Ule 一 rp 
所 需 的 最 小 比 冲 量 为 
Av = | Vi 一 Vie | 


(Av) := vi vi CO— 2vljeviCcOS9 


_ 20M | S |2GM 2 . 4 


7 1 
_CGM 2ro 
六 ， 3—2 ri 
所 以 Av = 2 3 — 2 
1 广 


(3) 分 别 考虑 两 种 点 火 策略 . 
(a) 在 9==180 一 次 点 燃 , 因 飞船 原作 =z 的 圆 轨道 运动 ,恒星 的 半径 又 可 忽略 ,只 
有 角 动 量 为 零 时 才能 到 达 > 一 0, 撞 上 恒星 ,因此 必须 使 飞船 的 速率 习 一 0， 
v' 二 vo 十 Avcos180° 二 
GM 


Am 一 vo 一 
7 0 
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(b) 如 第 一 次 在 9 一 0* 方 位 引爆 使 飞船 获得 逃逸 速度 ww 一 人 /22 一, 即 Aw 一 ze 一 wm 一 


| he (V2 一 1), 它 能 从 轨道 逃逸 . 由 机 械 能 守恒 ,飞船 的 速率 v 与 它 离 恒星 的 距离 有 


下 列 关 系 ， 
1 ， GMm 1 GMm 


2 rr 2 2V0e 一 ro =0 
为 使 第 二 次 点 燃 的 Ao; 尽 可 能 小 ,显然 , 当 ”一 coy,o 一 0 时 在 6==180" 方 位 第 二 次 点 燃 ,使 
飞船 朝 恒星 转向 ,所 需 的 Avss0, 总 的 比 冲 量 为 


Av > Av, = VE 一 ]) 
下 面 说 明 这 样 的 比 冲 量 是 最 小 的 ， 
假定 第 一 次 在 9=0° 方 位 的 发 射 
Ami < Voe 一 Vo 


则 飞船 将 沿 椭圆 轨道 运动 ,为 了 使 第 二 次 在 6==180° 的 点 燃 Au* 最 小 ,根据 角 动 量 守 恒定 
律 应 在 飞船 抵达 远 星 点 (此 时 速率 最 小 ) 进 行 第 二 次 点 燃 . 

在 第 一 次 点 燃 后 ,由 机 械 能 守恒 和 角 动 量 守恒 , 设 w 是 在 近 星 点 或 远 星 点 飞船 的 速 
率 . 


2 >» 
mrvU, 一 Mr (vo 十 Ar ) 


两 式 中 消去 rz 得 


2GM 2CM > 
V2 — ro(vo 十 Av1) : + ro (vo Tt Av1) 
2 GM GM 加 
解 得 re ey Eales (wot Av) | 
因 (vt Av) >= ,vt Ah) <0 
在 远 星 点 , 取 U2 的 较 小 的 解 ， 
GM GM 加 
“2 ro(vo 十 Al ) 下 roCvo 十 Ai ) (vo TT Av1) 
206M 
于 


第 二 次 在 9=180° 方 位 点 燃 的 结果 必须 使 飞船 的 速率 等 于 零 , 才 能 落 问 恒星 ， 
vs 十 Av2c0os180" 二 0 


2GM 


Av2 = V2 = roCvo 十 AZzi ) 


一 《ve 十 Av1) 


总 的 比 冲 量 
2GM 


人 Ai 
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下 面 证 明 
2GM 
“0 Vo Cv Av.) “0 
因 
AZ1i<<zoe 一 Z0 
2GM 2GM _2GM 路， 
ro(vo 十 Av1) ro(vVo 十 Uoe 一 Vo) ToUoe | UOe YY 

帮 , vo vO 2GM 


ro(vo ot Avl) 0 


因此 ,为 使 总 比 冲 量 最 小 ,第 一 次 引爆 的 强度 应 为 son 一 /SU (V3 一 由 ,然后 经 无 
限 长 时 间 后 进行 As*0 的 第 二 次 引爆 . 

补充 说 明 :(2) 问 的 回答 未 对 比 冲 量 是 否 最 小 的 问题 加 以 论证 ,这 里 补充 说 明 一 下 . 显 
然 ,飞船 在 沿 抛物 线 运 行 途 中 不 是 在 到 达 > 王 时 再 次 点 燃 火 稍 , 而 是 在 此 之 前 或 之 后 点 
燃 , 使 之 达 7==ri 后 又 一 次 点 燃 , 使 飞船 的 运动 轨道 变 成 半径 为 ri 的 圆 轨 道 都 不 可 能 有 更 
小 的 总 比 冲 量 . 可 以 一 比 的 是 当 沿 抛物 线 轨 道 ,在 r 一 oo0,v 一 0 时 ,给 一 个 Av1~~0 的 比 冲 
量 , 使 之 落 同 恒星 ,在 7 一 时 再 给 Au: ,使 它 获 得 在 r+ 二 7 做 圆周 运动 的 速度 . 这 Av 之 Av， 


3 一 2 、 22 | 的 ,因由 机 械 能 守恒 知 ,从 无 穷 远 落 到 "一 rm 处 的 速率 也 是 


ol 但 它 与 w 的 赤 角 为 90" ,我 们 用 的 方案 w<90" ,因而 我 们 用 的 比 冲 量 小 . 


和 


2.4 页 


2. 4.1 一 质量 汶 mx 的 子 浊 射 入 置 于 光滑 水 平面 上 质量 为 M 并 与 劲 度 系数 为 & 的 轻 
弹 赞 连 着 的 木 块 后 使 弹 先 最 大 还 缩 j 工 ; 求 子弹 射 入 前 的 速度 vo. 


图 2. 77 


解 ” 子 弹射 入 木 块 到 相对 木 块 静止 的 过 程 是 一 个 完全 非 弹性 碰撞 ,时 间 极 短 , 木 块 获 
得 了 速度 ,尚未 位 移 ,因而 弹簧 尚 未 压缩 . 此 时 木 块 和 子弹 有 共同 的 速度 w ,由 动量 守恒 ， 
(m+ M)v = mvo 
此 后 ,弹簧 开始 压缩 ,直到 最 大 压缩 ,由 机 械 能 守恒 ， 


1 2 _ | ,r: 
2 m+ M)vi = 2 kL 


由 两 式 消去 U1 , 解 出 UD 得 
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2.4.2 质量 为 m、 速 度 为 v 的 子弹 射 问 质 y 
量 为 M 的 靶 , 靶 中 开 有 一 了 筷 , 筷 内 装 了 一 个 劲 度 < 玫 
系数 为 下 的 弹 筑 ,如 图 2.78 所 示 . 丢 在 初始 时 刻 本 一 
处 于 静止 状态 ,能 在 无 摩擦 的 水 平面 上 滑动 . 求 
子弹 射 入 靶 后 弹 乱 的 最 大 压缩 距离 Ax. 

解 ”整个 过 程 机 械 能 都 是 守恒 的 ,弹簧 最 大 压缩 时 ,子弹 和 靶 有 相同 的 速度 ,整个 过 
程 ,m、M 系统 动量 也 是 守恒 的 . 设 弹 筑 最 大 压缩 时 ,子弹 和 靶 的 相同 速度 为 了, 则 

mv = (m+ MV 
1 1 


了 2 | 了 >» 了 2 
7 MV 2 mV 十 2 MY 十 2 RCAT) 


Ax 一 : [mM 
kl(m + M) 
2. 4. 3 一 辆 质量 为 m 的 车 以 速度 vw 驶 向 另 一 辆 原来 静止 的 质量 为 3m 的 车 ,在 两 车 
正人 页 时 弹 筑 被 压缩 ,如 图 2. 79 所 示 ， 


图 2. 78 


消去 两 式 中 的 V, 解 得 


U 


SHO SHEN 


图 2. 79 


(1) 若 机 械 能 是 守恒 的 ,那么 在 弹 篇 压缩 最 大 的 瞬间 ,质量 为 3m 的 那 辆 车 的 速度 多 
大 ? 
(2) 契机 械 能 不 守恒 的 话 , 结 采 是 否 不 一 样 ? 
(3) 若 机 械 能 守恒 ,经 过 较 长 的 一 段 时 间 后 , 较 重 的 车 的 末 速 度 多 大 ? 
(4) 对 于 完全 非 弹 性 碰撞 的 情形 , 较 重 的 车 的 末 速 度 多 大 ? 
解 (1) 弹簧 处 于 最 大 压缩 时 ,两 车 的 速度 相同 , 设 为 V, 由 两 车 的 总 动量 守恒 ,有 
(mm 3m)V = mv 


故 重 车 的 速度 。 了 一 二 
(2) 若 机 械 能 不 守恒 ,上 述 结 果 不 变 ,因为 两 车 的 总 动量 仍然 守恒， 
(3) 由 机 械 能 守恒 和 动量 守恒 ， 

1 十 (3m) 一 1 


2 2 


mv 十 3mv, = mv 


其 中 w su 分 别 是 轻 , 重 两 车 的 末 速 度 , 均 规定 向 右 为 正 . 可 求 出 ， 
l 
2 
(4) 车 碰撞 是 完全 非 弹性 的 ,两 车 有 相同 的 未 速度 ,由 动量 守恒 ,未 速度 为 二 


Ul 一 一 
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dA 
此 时 ,质点 .物体 和 弹簧 系统 具有 的 动能 为 
] » mgh 
了 一 《7 + M)v* = 二 
取 弹 和 揭 为 原 长 时 弹簧 势能 为 零 , 物 体 在 此 位 置 时 重力 势能 为 零 , 则 碰撞 后 系统 的 势能 为 


2 
_ | Me — (m+ Mg SE =— M2m 十 Mg 


2 k 
系统 具有 的 机 械 能 为 
_ mgaeh 1 
E=1+V=% A EM 2m 十 M)g 


弹簧 最 大 压缩 或 最 大 伸 长 时 ,系统 动能 为 零 . 设 最 大 压缩 量 为 xwwx ,由 机 械 能 守恒 ， 


了 2 一 (m+ M)gxmx = EE 


2 
1 2 mgh 了 21 
有 2 kTmex — (m+ M)g Tm ny / 2 (2m 十 MI)S |=0 
Xmax = i i 2 2 1 22 gh 2 
mx | (m+ M)g -i | ‘mi 十 M)'g ti FM Mmt+ Mg 
二 和 2kh 
一 0m 二 DB Tg Mi 十 | 


pe 


时 1 | 、 不 Le 


因为 x 二 二 Cm 十 M)g 是 平衡 位 置 时 的 压缩 量 ,最 大 压缩 自然 比 它 大 , 另 一 个 根 比 它 小 ;还 
要 指出 的 是 , 另 一 个 根 也 与 弹簧 最 大 伸 长 量 毫 无 关系 ,最 大 伸 长 量 满足 的 代数 方程 与 最 大 
压缩 量 满足 的 方程 不 同 ,它们 一 次 方 项 的 系数 的 正 负 号 相反 人 

弹簧 对 地 面 的 最 大 压力 为 


| 2kh 
kXxmax = (m+ Mg + meallt+ Cm + ME 


2. 4.6 一 质量 为 M 的 车 上 装 有 一 根 杆 ,用 一 细 绳 将 质量 为 wk 的 球 挂 在 杆 上 已 点 ， 
车 和 球 的 初速 度 为 v, 这 辆 车 撞 到 另 一 辆 质量 为 m 的 原来 静止 的 车 上 并 且 和 它 粳 在 一 起 . 


若 细 绳 的 长 度 为 R, 试 证 明 能 使 球 绕 P 点 转 贺 图 的 最 小 初速 度 为 一 | 要 十 党] M56, 忽 
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略 摩 擦 并 假定 M、m 污 jx. 

证 明 两 车 相 拉 后 的 速度 为 
MM, 

M+i+m 

在 静止 的 车 上 一 个 质量 为 y 的 小 球 要 绕 忆 点 做 半径 为 R 的 圆周 运动 所 需 的 最 小 水 
平 速度 设 为 w, 小 球 到 达 最 高 点 时 的 速率 设 为 vmin. 


VU 


2 
人 jg. 
解 出 起 1 一 人 人 v Skg 


今 在 以 速度 v' 运 动 的 车 上 ,小 球 相 对 此 车 的 最 小 水 平 速 度 为 ww. 小 球 刚 能 绕 已 扣 侯 
圆周 运动 ,小 球 要 在 对 静 参 考 系 的 速度 v 在 两 车 碰撞 后 能 刚好 绕 P 点 做 圆周 运动 , 则 应 
有 


vv 二 v= 人 VRe 
M 
即 2 一 对 十 台 7 一 Skpg 
_m M Rg 
m 


2. 4.7 一 弹子 球 从 阶梯 上 弹 下 ,在 每 一 台阶 都 落 在 辣 
一 位 置 , 都 弹 起 相同 的 高 度 ,每 个 台阶 的 高 度 和 宽度 相等 为 
/, 每 次 碰撞 恢复 系数 为 e. 求 弹子 球 所 必需 的 水 平 速 度 w 和 
每 次 弹 起 的 高 度 太 . 

解 ” 设 i 为 水 平 向 左 的 单位 矢量 ,j 为 竖 直 同 下 的 单位 
矢量 . 由 于 水 平方 向 不 受 力 ,弹子 球 水 平方 向 的 速度 分 量 保 
持 不 变 . 

设 弹 子 落 到 台阶 上 时 的 速度 为 

VI = vt vj, 
从 台阶 上 弹 起 时 的 速度 为 
Vs 一 ZE 十 vr 


从 台阶 上 弹 起 到 落 到 下 一 个 台阶 上 ,机 械 能 守恒 , 设 弹子 球 质量 为 m. 


图 2. 83 


pmvi = ~mv; 十 met 
1 2 了 ; 
或 7 MV 一 2 mvf + meg! (1) 
由 恢复 系数 的 定义 ， 
— vr— 0 
“TT vw—0 


有 Vf 一 一 ev; (2) 
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从 弹 起 到 落 到 下 一 个 人 台阶 上 所 需 的 时 间 为 上 在 此 期 间 , 水 平方 网 运动 的 距离 为 台阶 
的 宽度 2, 可 写 出 下 列 两 个 式 子 ， 
一 一 vy 十 gt (3) 
[= ov," (4) 
由 式 (1)、(2)、(3)、(4) 可 解 出 


/28!l _ /ie,& 
?Nie ”N11+e 2 
对 弹 起 到 达到 每 次 弹 起 的 最 大 高 度 的 过 程 考虑 机 械 能 守恒 ， 


mo 十 v7) 一 mv 十 mg 五 


得 H=7 = 7 = 7 


2. 4.8 一 质量 为 mw、 荷 电 为 g、 初 速 为 v 的 粒子 ,和 男 一 个 处 于 静止 的 全 同 粒子 发 生 
正 磁 , 求 ， : 

(1) 两 个 粒子 最 接近 时 的 距 亢 ; 

(2) 最 接近 的 瞬时 两 个 粒子 的 速度 ， 

(3) 两 个 粒子 的 末 速 度 . 

解 ” 两 个 粒子 实际 上 并 没有 相遇 ,但 由 于 相互 作用 ,两 个 粒子 的 速度 发 生变 化 ,可 以 
视 为 发 生 了 碰撞 . 磁 撞 前 后 ,两 粒子 的 速度 都 在 同一 直线 上 , 故 为 正 碰 ; 碰 撞 过 程 中 ,只 有 
静电 势能 和 动能 之 间 的 相互 转化 ,可 认为 碰撞 是 弹性 的 . 

两 粒子 最 接近 时 ,相对 速度 为 零 , 在 静 参 考 系 中 具有 相同 的 速度 , 设 此 速度 为 v ,由 
动量 守恒 ， 


F _ 
om = mv, vy 二 VU 


没有 给 出 运动 粒子 与 静止 粒子 开始 时 的 距离 ,说 明 具有 初速 v 的 粒子 距 静 止 粒子 足 
够 远 , 可 视 为 无 穷 远 ,相互 间 开始 无 库仑 力作 用 . 由 弹性 磁 挤 , 即 动能 和 静电 场 能 之 和 为 恒 
量 ,达到 最 近 距 离 时 ， 


aa 9 了 工 ， 
MU ”十 2 MV + 村 一 7 MY 
代入 v'== 专 v, 即 得 两 粒子 间 的 最 近 距 离 
a 
< 
TEoMY 


”达到 最 近 距 离 时 ,两 粒子 相互 作用 是 斥 力 ,其 大 小 达到 最 大 ,作用 的 结果 , 原 运 动 的 粒 
子 速 度 继续 减 小 , 原 静 止 的 粒子 速度 继续 增 大 ,根据 对 称 性 可 以 作出 结论 :两 个 全 同 粒 子 
作 弹 性 正 碰 的 结果 是 最 终 交 换 速度 , 即 原 运 动 的 粒子 的 末 速 度 vi 二 vwo 王 0, 原 静止 的 粒子 
的 末 速 度 v= 二 vo 二 v, 脚 标 1、2 分 别 标记 原 运动 和 原 静 止 的 粒子 ,ua 表示 原 运 动 粒子 的 初 
速度 ,vi 表示 它 的 末 速 度 . 

2. 4.9 小 球 1 从 离 硫 底 高 h 处 静止 滑 下 ,与 静 置 于 碗 底 的 完全 相同 的 小 球 2 发 生 非 
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弹性 碰撞 , 知 恢 复 系 数 为 e, 求 第 一 次 碰撞 后 两 球 达到 的 高 度 ( 忽 略 一 切 摩 探 力 )， 
解 球 1 与 球 2 健 撞 前 的 速度 为 YoY 2gh , 倍 撞 后 两 球 的 速度 设 为 Ul V2 由 动量 


守恒 ， 
Vv] 二 VY = Vo 二 ~ 2gh (] ) 
由 恢复 系数 的 定义 ， 
| 
‘TT UO 一 0 
有 v».— v1 二 evV2gh (2) 
由 式 (1)、(2) 解 得 


Ul 一 (1 一 6E) 人 2gh 


v= 方 (1 十 e) M28h 
对 球 1 . 球 2 碰撞 后 分 别 用 机 械 能 守恒 ,可 得 第 一 次 碰撞 后 两 球 能 达到 的 高 度 . 


2 
mgh! 一 mo? 有 一 束 一 证 一人) 
1 1 ,, 
mgh, = 2 M2 hh = 70 一 4 (le) 


2. 4. 10 ”质量 为 mi 和 ms 的 两 个 小 球 悬 挂 在 长 度 分 别 为 和 4 的 不 可 伸 长 的 轻 强 
下 ,两 球 恰好 相 切 . 在 两 线 所 在 的 平面 内 把 第 一 个 小 球 拉 到 与 铅 垂 线 成 a 角 的 位 置 , 静 目 
后 再 放 开 , 摆 下 与 静止 的 第 二 个 球 发 生 弹性 碰撞 , 求 第 一 次 碰撞 后 两 球 偏离 铝 垂 线 的 最 大 
角度 wm 和 as. 

解 ” 先 求 第 一 个 球 碰撞 前 的 速度 vio， 


工 oa 一 migli(l] 一 COSa ) 


2 
vio 一 人 28 — cosa) 
设 UI] U2 分 别 为 两 球 碰 撞 后 的 速度 ,FH v0 的 方 同 为 自 同 9 


Mv 十 11702712 一 MIU10 


1 ] 2 
Dp mv 十 D2 一 9 i010 
可 解 出 
Di ~ Mi, 
Ul U10 及 V1 一 m 十 j12 10 


前 者 是 碰撞 前 的 速度 ,后 者 是 碰撞 后 的 速度 ,应 取 后 者 . 故 


T 一 一 
mi 十 jj12 


Ui0 


277?z1 


U10 
mm] 十 mm, 


Hil 
Vv = 一 (7 CO— vi) = 
2 m1 1 


Lv 一 migli(l — cosai) 


2 
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Lv -一 jg (1 ~ 一 COSQ, ) 


2 

经 计算 可 得 第 一 次 碰撞 后 两 球 偏离 铅 慌 线 的 角度 w 和 as 为 

mi Tm 
A4717] 


(11 十 m,) “Ll, 


| a 一 cosa | 


4a1 一 arccos| 1 一 | 


] 一 cosa) | 


,二 arccos| 1 


oa vasz 的 正 问 规定 与 a 相反 z 

2. 4. 11 一 个 运动 粒子 与 男 一 个 静止 的 全 同 粒 子 发 生 弹 性 碰撞 , 试 证 明 : 碰 后 两 粒子 
的 运动 方向 相互 垂直 . 

证 明 取 碰 撞 时 两 粒子 连 心 线 方 同 为 xz 轴 . 设 运动 粒子 
碰撞 前 速度 v1o 写 zx 轴 的 夹 角 为 a。 

考虑 到 两 粒子 质量 相同 ,由 动量 守恒 和 弹性 碰撞 机 械 能 
守恒 ,有 下 列 关系 : 


i 十 Us 二 UioCOSA (1) 
UIY 十 22 一 mosSInw (2 ) 
方 (中 十 克 ) 十 广 ( 吃 十 鸭 ) 一 了 oo (03) 


式 (1) 的 平方 十 式 (2) 的 平方 一 式 (3)X2, 得 
2 (vizU2z 十 ou ) 一 0 
ov 一 0 有 即 mv (4) 
结果 与 运动 粒子 的 初速 度 vio 无 关 , 如 果 两 粒子 间 有 摩擦 力 , 式 (2) 照 样 成 立 , 因 此 在 
式 (3) 可 近似 成 立 的 前 提 下 可 不 必要 求 两 粒子 (或 两 球 ) 是 光滑 的 . 需 特别 说 明 的 是 , 当 a 
0 时 ,发 生 正 磁 , 碰 后 ,运动 粒子 静止 , 原 静 止 的 粒子 获得 运动 粒子 的 速度 , 因 式 (4)v。 
vs 一 0 仍 成 立 , 可 视 为 互相 垂直 的 一 种 特殊 情况 ,同样 当 = > 时 ,ww 一 "ov 一 0( 不 论 摩 所 
因数 是 否 为 零 , 因 无 正 压力 ,摩擦 力 均 为 零 ) ,也 是 可 视 为 互相 垂直 的 特殊 情况 . 
2. 4. 12 ”两 个 完全 相同 的 光滑 小 球 ,一 个 静止 , 另 一 个 以 we 的 速度 与 之 发 生 非 弹性 
似 檀 . 测 得 原 静止 的 小 球 以 vo 的 速率 向 着 偏离 ve 方向 60* 的 方向 运动 . 求 : 
1) 葡 复 系 效 8， 
(2) 原来 运动 的 小 球 的 散射 角 ， 
解 ” 取 被 碰撞 小 球 碰撞 后 的 运动 方向 为 + 轴 ， 
如 图 2. 85 所 示 . 碰撞 后 , 原 静 止 的 小 球 的 速度 
3 


Us = vo, Vy 二 0 
8 
2“:= 半 wm% 原 运 动 的 小 球 碰撞 后 的 速度 设 为 vi;、viy,; 因 yy 方向 
两 球 无 相互 作用 力 ;U1y 二 VoSIn60", 由 元 方 回 动量 守 


Y 恒 ， 
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Uilz 十 Uzx 一 VVoCOS60° 一 六 tx 
和 一 1, 一 3, 一 i, 
lx 2 0 & 0 8 蕊 
Cox U1lzr _ 
“ vlor 一 0 0.» 
原 运 动 的 小 球 ( 即 小 球 1) 的 散射 角 0 为 vi 与 z 轴 的 夹 角 与 60° 的 差 的 绝对 值 ， 
0 = |arctan — 60°|1 二 21.8°" 


2. 4. 13 一 个 质量 为 mi 以 mo 的 速度 运动 的 粒子 1, 与 一 个 质量 为 m; 的 静止 粒子 2 
发 生 弹 性 和 斜 碰撞 ,碰撞 后 ,在 质心 平 动 参考 系 中 ,粒子 1 的 散射 角 为 a. 试 证 ;在 实验 室 参 
考 系 中 两 粒子 的 速度 与 vio 的 夹 角 a、P 满足 下 列 关 系 : 


Mt2SITLG。 sina. 
tana = — ,tanf = 
mi 十 mCOSAa. ] 一 cosa, 
证 明 质心 速度 oo 一 一 一 一 
m1 二 1 


在 质心 平 动 参考 系 中 ,两 粒子 碰撞 前 的 速度 分 别 为 


nio 


icc 一 V0 ~ Ve 二 m, 十 mm 忆 10 
_ _ Dil 
V20¢ 一 UV. 一 mm) 十 mm V1o 
两 粒子 碰撞 后 的 速度 设 为 vi U2cs 总 动量 为 零 和 
Ni Ulc 十 m2 V2 一 0 
vic\ zx 方 问 相反 ,其 大 小 有 下 列 关 系 : 
Uy 一 一 | (1) 
因 弹 性 碰撞 ,机械能 守恒 ， 
PER 十 mv 一 六 mac 多 十 方 meat 针 
1 m2 “1 | m1 | 
加 2 ml Pi 十 m1 下 2 2 11 十 m2 1 (2) 
1 mm, , 
| 2 mi 十 mm， 四 
由 式 人 1) 2) 两 式 解 出 
A | 
Vlc 一 m1 十 7177。 10， Uzc 一 mi 十 ma! 


在 实验 室 参 考 系 中 ,碰撞 后 两 粒子 的 速度 分 别 为 v= 
Vic 十 VeyvV2 二 Vz 十 Ve, 如 图 2. 86 所 示 , 注 意 v。 与 vo 方 同 相 
同 . 因此 ,图 中 wi 与 v. 的 夹 角 为 v1 与 vo 的 夹 角 a,v， 与 
的 夹 角 为 v2 与 v1o 的 夹 角 8. 由 图 立即 可 得 
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VS1N a msS1na. 
tane 一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 
Ue 十 UcCOSGQ. mi 十 Ni»COSAQ. 
UseSINna sina 
tanp 一 一 全 一 -一 — 


2. 4. 14 一 质量 为 m 的 质子 以 vo(vo&c) 的 速度 去 撞击 静止 的 质量 为 4m 的 氨 核 ,用 
实验 室 参 考 系 ,质子 以 > ve 的 速率 和 30* 的 角度 散射 
求 RW Ai 
(1) 用 实验 室 参 考 系 ,撞击 后 氮 核 的 速率 及 运动 ， 一 
方向 ， | 
(2) 用 质心 平 动 参考 系 , 质 子 的 散射 速度 . 》 CN | 
解 (1) 取 m 的 方向 为 xz 轴 正 向 ,质子 和 氧 核 碰 ” 
撞 后 的 速度 如 图 2. 87 所 示 . 图 2. 87 
由 动量 守恒 ， 


NTO0 一 IT * 4, cos30° 十 4772Z2> 


2 


0 一 ml 一 二 oosin30" 十 4772m2， 


得 v2 — |1— V3)v = 0.1420 


Uyy -一 ev = 一 0U， 0625Dvo0 


vs = Mv + vi, = 0.155vo 


Us 
a 一 arctan 了 一 23. 8 


2 工 


1 
9 


(2) (m+ 4m)ve=mvo, 一 


Uo 


2 
1, cos30。 一 4 


2 5 
vic 与 x 轴 的 夹 角 ( 癌 一 y 轴 的 转角 ) 为 


1 . 
vosin30°| 一 0. 342v0 


+ (3 


vosin30° 
B= arctan | 一 一 一 一 一 一 | 一 47.0? 


一 oacos30 ”一 下 Yo 


2 


第 


三 章 振动 和 波 
3.1 简 谐 振动 


3.1.1 一 平台 在 竖 直 方向 做 简 谐 振动 ,振幅 为 cm ,频率 为 二 s-!, 在 平台 到 达 最 低 
点 时 ,将 一 木 块 经 轻 地 放 在 平台 上 ( 设 木 块 质量 远 小 于 平台 质量 . 问 

(1) 木 块 于 何 处 离开 平台 ? 

(2) 木 块 能 达到 的 高 度 比 平台 能 达到 的 高 度 高 多 少 ? 

解 取 z 轴 向 上 为 正 ,原点 取 在 平衡 位 置 . 平台 到 达 最 低 点 时 开始 计时 , 则 平台 的 运 
动 学 方程 为 


ZX。 10, =- 一 DCOS201 


木 块 离开 平台 的 条 件 是 平台 对 它 的 支持 力 为 零 , 它 只 受 重 力作 用 , 改 脱离 平台 时 , 平 
台 的 加 速度 


二 一 DCOS 


7——g 
过 二 100sin20t ,X= 二 2000cos20t 
设 一 上 时 z 一 一 g, 则 


2000cs0c3201 二 一 二 一 980 
此 时 木 块 和 平台 的 位 置 为 
。 (— 5)(— 980 
Xit;) 二 一 Dcos20t = 人 一 2. 45cm 


木 块 离开 平台 的 位 置 在 平台 做 简 谐 振动 的 平衡 位 置 上 方 2. 45cm (不 难 从 此 后 木 块 和 平台 
的 加 速度 分 析 ,平台 的 这 度 将 小 于 木 块 的 速度 ,确认 木 块 在 此 位 置 脱离 平台 ) 
离开 平台 时 本 块 的 速度 为 
x (£1) 一 100sin201 = 87. 2cm/s 
木 块 能 达到 的 最 高 点 的 z 坐标 为 


m 一 2. 45 十 


比 平 台 能 达到 的 高 度 高 6. 33 一 5 一 1. 33cm. 
/ 3.1.2 图 3.1 中 质量 为 2kg 的 物体 从 平衡 位 
Tv ?kg MY 置 拉 开 并 释放 后 以 二 一 s 的 周期 在 光滑 的 水 平面 上 


沿 直 线 振动 . 
图 3.1 (1) 将 它 由 平衡 位 置 拉 开 2cm 需要 多 大 作 


[zx (G2) ) 6 33cm 
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(2) 如 果 将 一 小 质量 块 放 在 2kg 质量 块 上 ,它们 之 间 的 静摩擦 因数 为 0. 1, 问 :2kg 物 
体 的 振动 振幅 不 超过 何 值 时 ,小 质量 块 对 它 无 相对 运动 ? (假定 附加 小 质量 块 后 对 振动 周 
期 的 影 啊 可 以 忽略 ) 
解 (1) 


7 一 As ,w= 筑 =12s7 
k=mw = 2 Xx (12):= 288kg . s™ 
至 少 需 力 下 一 Ar 一 288X0.02 一 5.76N 
(2) 设 小 质量 块 对 2kg 质量 块 元 相对 运动 ,2kg 质量 块 振动 的 最 大 振幅 为 4， 
X= Acoswt 


要 求 小 物 块 随 2kg 物 块 振动 中 的 最 大 加 速度 值 不 超过 最 大 静摩擦 力 所 能 产生 的 加 速度 ， 
Bh 


|z | max 一 Aw < pg 
A< = 6.81 X 10 mm 


3.1.3 在 劲 度 系数 为 上 的 弹簧 下 悬挂 一 质量 为 m 的 盘子 ,处 于 静止 状态 . 有 一 质 
量 也 为 m 的 物体 , 自 比 原 静 止 的 盘子 高 h 处 由 静止 落下 ,与 盘子 做 完全 弹性 碰撞 (碰撞 时 
机 械 能 不 损失 ) , 求 ， 


(1) 头 两 次 碰撞 期 间 盘 子 的 运动 ) 

(2) 用 作 图 法 求 第 三 次 碰撞 的 时 间 ( 取 第 一 次 碰撞 时 上 一 0)， 

解 ” (1) 第 一 次 碰撞 刚 要 发 生 时 ,物体 速度 为 V2gh. 设 第 一 次 碰撞 后 ,物体 速度 为 
v, 扒 子 速 度 为 V, 有 


mv mV 一 7 


2gh 
1 


ov 


“十 mV’ 一 mv 29h)* = MB 有 


可 有 两 组 解 :一 组 解 V 二 0,v 一 ~vV2gh ,这 是 碰撞 前 的 情况 ,不 是 要 求 的 解 ; 男 一 组 解 是 所 
求 的 碰撞 后 的 情 沈 : 


V=~vV2gh,v=0 z 
盘子 在 第 一 次 碰撞 后 、 第 二 次 碰撞 前 做 简 谐 振动 , 取 平 衡 位 置 为 zx 办 的 零点 , 回 下 为 
正 ; 运 动 微分 方程 为 


mzx=— kx 
Vm 


初始 条 件 ,t 二 0 时 ,z=0,ZX 二 V=~vV2gh, 定 出 


2mgh x 

A pm 一 7 
过 一 br cos /中 ， 区 
mm 2 
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(2) 作 图 时 ,注意 盘子 做 简 谐 振动 ,周期 不 变 , 但 第 二 次 碰撞 后 做 的 简 谐 振动 和 第 一 
次 碰撞 后 做 的 简 谐 振动 振幅 不 同 、 初 相位 不 同 物 体 做 抛物 运动 ,加 速度 为 g( 仍 取 xz 轴 向 
下 为 正 ) ,物体 在 第 一 次 碰撞 后 和 第 二 次 碰撞 后 的 运动 轨道 均 为 抛物 线 ; 均 向 上 弯曲 ,可 将 
第 一 次 碰撞 后 画 的 抛物 线 轨道 向 右 作 平移 . 由 于 物体 和 盘子 质量 相同 且 做 弹性 碰撞 , 碰 
撞 后 交换 速度 . 因此 在 第 二 次 碰撞 的 位 置 ,碰撞 后 盘子 的 正弦 曲线 轨道 应 与 碰撞 前 物体 
的 抛物 线 轨道 相 切 ,碰撞 后 物体 的 抛物 线 轨 道 应 与 碰撞 前 盘子 的 正弦 曲线 轨道 相 切 , 如 图 
3.2 所 示 . 这样 可 从 图 上 确定 第 三 次 碰撞 的 时 间 和 位 置 . 这 里 未 给 m.k 和 及 值 ,所 画 的 
图 只 是 示意 图 ,如 m、k 和 hh 值 给 定 ,可 画 出 较 准 确 的 图 . 

文 里 画 的 第 二 次 碰撞 时 ,物体 的 速率 小 于 盘 的 速率 ,碰撞 后 交换 速度 值 ,物体 碰撞 后 
速率 变 大 ,总 的 机 械 能 守恒 ,因此 碰撞 后 盘 的 机 械 能 减 小 ,振幅 是 减 小 的 


_ /2mgh 


一 sn 
k 


| 扫 物 线 


/2 第 三 次 
和、 碰撞 
ol ' 
\ \、/ ~ 
第 一 次 “、, 
磁 挤 抛物 线 
图 3.2 


3. 1. 4 两 个 完全 相同 的 圆柱 体 ,它们 的 轴 平 行 , 且 在 同一 水 平面 上 ,相距 为 2 乙 , 以 相 
同 的 角 速 率 按 图 3. 3 所 示 方 向 绕 轴 快 速 转动 ,在 圆柱 体 上 放 一 均 质 木板 ,木板 与 圆柱 体 之 
间 的 滑动 摩擦 因数 为 上 w 开始 把 木板 放 在 平衡 位 置 偏 右 ze 的 位 置 , 且 给 它 一 个 向 右 的 初 
速度 wo, 求 木板 的 运动 ， 
解 ” 可 把 木板 视 为 位 于 其 中 心 的 一 个 质点 , 设 其 质量 为 m. 取 二 畏 同 右 , 原 点 取 在 不 
板 的 平衡 位 置 . 
当 木 板 中 心 位 于 xz 处 ,两 圆柱 体 对 木板 的 支持 力 Ni、 Ni, 如 图 3.4 所 示 , 木 板 除 受到 
图 示 的 三 个 力 以 外 ,还 受到 圆柱 体 施 给 的 沿 z 方 向 的 滑动 摩擦 力 . 
由 牛顿 运动 第 二 定律 ， 
mzx= [LN 一 LN， (1) 
Ni 十 N 一 mg 一 0 (2) 


由 对 固定 点 O 的 角 动 量 定理 ,注意 =rXmw 二 ziX 如 一 0, 并 一 0, 有 Mo。=0, 妈 


由 式 (2)、(3) 可 解 出 
N EEL AT _ Mma(L 十 工 ) 
~ 2L 3 2 
代入 式 (1) ,化 简 后 得 
并 十 人 一 0 
通 解 为 T= Acos 人 


由 初 条 件 :上 一 0,z 一 zo,z 一 az 得 


4cosa 一 Zoy 一 4 sina 一 Vo 
得 4 一 zs vl 
VY peg 
a 二 — aArctan 


vo | 二 
Xo \ HB 
又 '“sina 过 0,a 在 第 四 象限 ， 


_ 2 voL | HE TU L 
并 一 AZ1 十 cos| |/ 1 一 arctanl we /+ 
FB L Xo PS 


3.1.5 质量 为 mx 和 2m 的 两 质点 系 在 一 个 不 可 伸 长 的 轻 
强 两 并 ,并 搭 在 光滑 的 滑轮 上 ,在 mx 的 下 器 用 原 长 为 a、 劲 度 系 


数 一 “的 质量 可 忽略 的 弹簧 与 另 一 个 质量 为 m 的 质点 相连 . 


2m 


“159。 


(3) 
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开始 时 从 下 列 状 态 :三 个 质点 均 静 止 : 绳 被 拉 紧 ; 弹 自 为 原 长 开始 运动 . 求 : 


(1) 任何 时 刻 两 质量 为 m 的 质点 间 的 距离 ，; 
(2) 绳子 张力 ; 
(3) 弹 筑 对 质点 的 作用 力 . 


解 ” 用 zi、zx2、zs 分 别 表示 三 个 质 扣 的 位 置 , 如 图 3. 5 所 示 ， 


2mzi = 272g 一 人 
Mr 一 Mg 十 了 一 人 


mzxs=mg— f 


弹 赞 原 长 为 a, 设 伸 长 量 为 &. 
太一 外 一 一 
Xy 一 了 一 Try Xi 
zy 一 zy 十 Q 十 有 
对 上 两 式 对 上 求 导 ， 


一 i 


Xs 二 ,十 6 二 一 区 十 
用 式 (4)、(5)、(6), 式 (2)、(3) 可 改写 为 


— mz =mg+ sé—T 


— mx; 十 mé= meg 一 


式 (1) 一 式 (7) 十 式 (8)X3 得 


TBE 
a 


3mé= dmg 一 Be 


a 4 4 
5 十 3ae = 38 


/B14 
3a 
| & 
2 < 


通 解 为 4 一 4 十 4cos 


用 初始 条 件 :t 一 0 时 ,==0,6==0, 得 


< =a 一 acos 


两 质量 为 m 的 质点 间 的 距离 为 


L =a+é=a2— cos 


式 (8) 一 式 (7) 得 


1 有 一 一 LE 十 了 


二 电 


了 一 ml 和 十 288| 一 2mg| 1 一 scos 


| 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


(5) 
(6) 


(7) 


(8) 
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3.1.6 一 质点 被 一 根 轻 弹性 强 系 于 固定 点 4, 强 的 固有 长 度 为 a, 当 肪 挂 质点 平衡 
后 , 强 的 长 度 为 a 十 5, 今 质点 从 4 点 静止 下 降 , 求 质点 落 到 最 低 点 与 4 点 间 的 距离 以 及 
此 过 程 所 用 的 时 间 ， 

解 取 zz 轴 竖 直 向 下 ,原点 取 在 质点 的 平衡 位 置 . 设 弹性 绳 的 劲 度 系数 为 &, 质 点 质 
量 为 mx, 则 


f — ze = mg| 1 一 COS 


mg — kb 一 0， k= 


质点 从 4 点 静止 下 落 到 B 点 ,只 受 重力 作用 ,为 自由 落体 运动 . 设 质 点 至 B 点 时 的 
速度 为 Vo 


mv = mga,svo —= M2ga 


L 一 F884 !1 一 2 
自 BB 点 往 下 直至 质点 到 达 最 低 点 ,有 下 列 运动 微分 方程 ， 


mz= mg — k(z 6) =— A 


此 段 运 动 需 时 专 , 则 


文 十 x 一 0 
避 i 
初始 条 件 为 :一 所 时 , 工 一 一 六 ,过 一 z0 一 Vv 2ga , 故 


— b= ceosa,vV2ga 一 一 和 | -csina 


因 :一 局 时 zx<0,z>>0,a 在 第 三 象限 定 出 
c 一 人 /0 十 2cxp 


| 2a 
a—arctan pb 不 


其 中 arctan /如 取 主 值 . 


+—V/BT Iabeos| 人 (一 丘 ) 十 arctan 和 | 


达到 最 低 点 时 ,zx 二 0, 此 时 z, 满足 下 式 : 


— ” . | e+antanj2 -zj=。 
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3 sin| EG, i) Farctany /er|=0 


注意 : 因 ft» > ,在 D 点 振 动 的 相位 大 于 在 B 点 的 相位 ,上 面 写 的 o 取 负 值 (在 第 三 象 
限 ), 则 在 D 点 时 振动 相位 为 零 ( 如 上 和 面 的 a 取 arctan JJ 2 网 D 点 振动 相位 为 2r)， 


(ti — £1.) 十 arctan < _ 7 一 0 
Vb Vb 
b 
TN r 一 arctan A/ 全 
| 2a | | 
一 gl g XT -一 arctan 人 


此 时 z=x(t,)=Mb’+2ab 

最 低 点 至 4 点 的 距离 为 a 十 b 十 VB 十 2a6 . 

3.1.7 滑轮 上 绕 有 不 可 伸 长 的 轻 强 , 强 上 蝶 一 弹 赞 , 弹 赞 的 男 一 问 挂 一 质量 为 mm 的 
物体 , 当 滑 轮 等 角速度 转动 时 ,物体 以 等 速度 v。 下降, 此 时 弹 筑 伸 长 量 为 4. 如 将 滑轮 突 
然 停 住 ， 求 此 后 运动 中 弹 质 的 最 六 伸 长 量 和 绳子 的 最 六 张力 ， 

解 ” 取 滑轮 突然 停止 时 为 上 一 0, 且 取 此 时 物体 所 在 位 置 为 坐标 
原点 ,zx 轴 竖 直 问 下 ,如 图 3.7 所 示 ， 
mz 二 mp — k(x A) 


其 中 是 弹簧 的 劲 度 系数 
物体 匀速 运动 时 所 受 合力 为 零 . 
~ me kA = 0， & 一 过 
/=-0 时 ,， 
| 代入 上 式 得 工 十 信 工 一 0 
x z= Acos JE 十 | 
图 3.7 初始 条 件 :: 一 0 时 ,z 一 0,z 一 zo, 定 出 


弹 答 的 最 大 伸 长 量 为 


1 十 xmox 一 4 十 mA/ 二 
& 


绳子 最 大 张力 等 于 弹 筑 最 大 伸 长 时 的 弹 自力 为 
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_ mg A vo 
or 人 -六 
3.1.8 ”如 果 通 过 实心 的 均 质 分 布 的 无 自转 动 的 地 球 沿 一 条 直径 钻 一 小 隧道 ,一 块 石 
头 从 地 球 的 一 边 从 静止 开始 让 它 挤 入 隧道 ,经 6 一 六 时 间 后 在 地 球 的 另 一 边 会 看 到 它 


如 果 石 头 不 是 掉 入 而 是 以 速度 vo 抛 入 , 问 vo 应 当 多 大 才能 使 它 经 ts 一 方 ti 时 间 后 在 地 球 
的 男 一 边 出 现 ? 管 案 用 wo 和 地 球 的 半径 R 给 出 . 

解 ”参看 2.1.78 题 ,可 以 证 明 : 石 块 在 隧道 中 受到 地 球 的 万 有 引力 是 恢复 力 , 其 大 小 
与 距 平 衡 位 置 的 距离 成 正比 , 方 同 总 是 指 同 平衡 位 置 ,不 论 初始 条 件 如 何 ,是 自由 掉 入 还 
是 以 初速 vo 抛 入 ,都 是 做 相同 角 频 率 的 简 谐 振动 ,不 同 的 初始 条 件 ,振动 的 振幅 和 初 相位 
有 所 不 同 . 取 地 球 中 心 (平衡 位 置 ) 为 z 坐标 的 原点 , 设 简 谐振 动 的 角 频 率 为 w, 则 

T= Acos(wt 十 a) 

在 地 球 表面 一 隧道 口 ( 取 为 z= 二 RR) 让 石头 自由 掉 入 , 即 初 始 条 件 为 1 二 0 时 x 二 R,x 王 

0, 则 定 出 4 一 Ra 一 0, 所 以 
X= Kcoswt 


到 达 另 一 表面 的 隧道 口 时 尘 一 所 ,二 一 尺 , 有 
各 
今 知 站 一 二 ,可见 山 一 Co0， 
wo 


现在 改 初始 条 件 为 :=0 时 z= 二 RR, 二 一 v6. 要 求 在 1 二 ty 二 广 二 一时 ,x 二 一 R. 要 


2 2 wp 
确定 UD 值 ， 
运动 学 方程 可 与 为 
T= Acost({wot 十 Q) 
根据 上 述 初 始 条 件 和 要 求 , 有 下 列 三 个 关系: 
R = Acosa (1) 
一 vo 一 一 Awosina (2) 
— X= Acos| wo * po 十 wj 一 4cos 四 十 wii 一 一 Asina (3) 


了 江 个 方程 可 和 解 出 vo、4 和 a 三 个 未 知 量 . 

比较 式 《2)、C3), 即 得 vo 二 Rewo. 

3. 1.9 一 很 不 计 质 量 、 不 可 伸 长 的 绳子 , 穿 过 光滑 的 水 平 果 面 上 的 小 孔 ,两 只 分 别 连 
着 质量 分 别 为 mi 和 mj 的 两 个 物体 ,mi 在 水 平 桌面 上 做 半径 为 rm 的 圆周 运动 时 ,mas 表 
止 不 动 ,如 图 3.8 所 示 . 今 给 ms 一 个 向 下 的 极 小 的 冲 量 , 证 明 mm 将 做 简 谐 振动 ,并 求 出 
其 扼 专 半期 (小 孔 的 摩 气力 可 忽略 不 计 )， 

解 ” 取 小 和 孔 为 坐标 原点 ,用 平面 极 坐 标 描述 mw: 的 运动 ,用 竖 直 疝 下 的 z 轴 描 述 ms 
的 运动 , 设 绳子 张力 为 了 ， 

mi(r— ro ) 二 一 了 (1) 
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MK7-OD 十 27 9) = (ri 一 0 (2) 
图 3.8 
由 式 (2) 知 ， rg 二 常量 


由 mi 做 半径 为 ro 的 圆周 运动 确定 此 常量 . 设 做 此 圆周 运动 时 的 gp 一 wm, 由 自然 坐标 法 向 
方程 


.2 
mropp 一 7 = m,g 


得 ripo—=ro ee 
。。 r=rigo—ro A 2 (4) 
da 
由 式 (4), 式 (1) 可 改写 为 
3 
mi| 请 一 一 2 一 下 (5) 
Pir 
考虑 绳子 不 可 伸 长 ,r 十 z= 常量 ,rv = 一 zz , 式 (3) 可 改写 为 
— mr= mpg—T (6) 
式 (5) 一 式 (6) 得 
3 
(mi 十 m2)r— A 一 一 mg (7) 
用 
3 
ro ro 十 -一 Fo ] 十 
no 
3 3 61 3 35 
二 11 十 六 | 之 7 四 1 一 兰 | ( 略 去 高 级 小 量 ) 
7= é 
式 (7) 可 改写 为 
Cm + ma) E+ Ee 一 0 (8) 


十 zx 一 常量 ,ro 十 6 十 zx 一 常量 
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式 (8) 可 改写 为 
— (mi 十 m2)zC— 8 , 一 常量 


3m>8 
Cm 4 may 十 ma jr 一 常量 (9) 


式 (9) 是 简 谐振 动 的 运动 微分 方程 ,常量 只 是 表明 平衡 位 置 不 在 z==0, 角 频率 和 周期 分 别 


为 
/3mg _ 27 _ (m1 十 m2)ro 
TNomimr’ lwo™2N ame 


3. 1. 10 一 质量 为 M 的 质点 在 势能 V(x) 二 一 krxe-“(k 和 4 均 为 正 值 . 常 量 ) 的 影响 
下 沿 z 轴 运 动 , 求 平衡 位 置 和 在 此 平衡 位 置 附近 做 小 幅 振 动 的 周期 . 和 若 & 和 (或 )a 是 人 负 
的 常数 ,情况 如 何 ? 


xz 十 


解 V(r)=—kre 和 
f(x) 一 一 te 二 十 Re “二 akrxe “ 生 
a 
平衡 位 置 : f(x)=0 
一 ke “* 十 akxe 生 一 OU ， 水 一 一 
mz= f(x) 一 十 Re 人 一 az) (1) 


考虑 在 平衡 位 置 * 一 一 附近 的 运动 ， 


1 1 

ZX 二 一 十 或 =x 了 
f(z)= f+ 和 =+ he- (219 1 一 a le 
—— Ke-“¢ =— “2 1 — a + Fasé: + .| 

e e 2 


~ 一 “24( 只 保留 一 级 小 量 ) 
在 z= 十 附近 的 运动 , 式 (1) 可 近似 为 
“» ka + ka 
Mi 一 人 kh。 或 和 6 一 0 


€ 


这 是 简 谐 振动 的 运动 微分 方程 ,可 保持 在 平衡 位 置 附近 做 小 幅 振 动 . 振动 的 角 频 率 和 周 


期 为 
_ /ka TT [eM 
“TNeM’ 一 < Ra 


若 志 和 a 均 为 负 的 常量 ,一 仍 是 稳定 平衡 位 置 , 可 在 它 的 附近 做 小 幅 简 谐振 动 ,上 述 
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w 和 全 仍 成 立 . 若 上 和 a 中 有 一 个 为 负 值 , 则 二 仍 是 平衡 位 置 ,但 是 不 稳定 平衡 位 置 , 质 
点 偏离 平衡 位 置 后 ,受到 的 力 不 是 恢复 力 , 质 点 不 能 保持 在 平衡 位 置 附近 的 运动 ， 
3.1.11 巧 挂 在 原点 的 “ 单 摆 ”, 两 边 用 旋 软 绕 


T= a(p— sing),y = a(l — cos9) 


图 3.9 


(其 中 2 为 产生 旋 轮 线 的 半径 为 a 的 圆 轮转 过 的 角度 ) 做 成 挡 板 来 对 “ 单 摆 ” 的 摆 长 加 以 限 
制 , 如 图 所 示 .“ 单 摆 ” 由 长 大 为 4a 的 不 可 伸 长 的 轻 绳 和 摆 锤 构成 . 证 明 : 
(1) 摆 锤 的 轨迹 是 一 条 旋 轮 线 ; 


(2) 摆 锤 的 运动 是 局 期 运动 ,其 周期 为 了 一 2x 各 ,与 摆 幅 无 关 

提示 ,用 自然 坐标 的 运动 微分 方程 ,证 明 sing 做 简 谐 振动 ,9 是 摆 线 的 直线 部 分 与 y 
轴 的 夹 角 . 

证 明 1) 图 中 OP 区 是 在 基 导 剂 受 挡 板 限 制 的 -条 摆 线 ,OP 是 摆 线 沿 挡 板 的 曲线 
部 分 , PM 是 摆 线 的 直线 部 分 ,图 中 的 就 是 表示 已 点 zy 坐标 所 用 的 参数 p,ag= 
OQ. PM 是 摆 线 与 旋 轮 线 挡 板 不 补 接 能 的 部 分 ,PM 与 旋 轮 线 相 切 . 设 PM 与 y 轴 的 夹 
角 汐 9, 如 图 3. 10 所 示 ， 


dr dz/dyp 
ran 一 dy 一 dy/dy 
:29 
_ a(l 一 COSO) Zsin Wp an ~ 
asSin9g 2sin Ps oo Wy 
2 2 
二 
2 9 
设 摆 锤 M 的 TT\Y 坐标 为 XY , 与 P 点 的 党 
图 3.10 标 zy 有 下 列 关系 : 


2 =X PMsinb,y' = y+ PMcosd 


为 计算 PM, 先 计算 OP 段 长 度 ;. 设 旋 轮 的 角速度 为 p, 则 已 点 沿 旋 轮 线 运动 的 速度 
为 
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Uv =| | Se) 十 jz] 
了 
=| Viad ~ cosDTF + (Csingzdy 


=a| V2(] 一 cosp)dop 一 a|， A 4sin’ dp 


A 
2 


一 44&| 1] 一 COS 


PM 一 4c 一 3 一 4acOS 了 


Z 一 并 十 PhMsinl0 = a(9 + sing) 

一 yy 十 忆 Mcosl = a(3 十 cosy?) 
这 个 zx'、y' 是 旋 轮 线 方程 ,而 且 是 和 挡 板 的 旋 轮 线 一 样 的 方程 , 旋 轮 的 半径 相同 ,只 是 坐标 
轴 取 法 不 同 ( 有 一 平移 ) ,转角 的 零点 不 同 . 为 说 明 这 一 点 ,引入 Y= 二 9 一 x, 并 令 x 二 x' 一 
ax,y" 二 y 一 2a, 则 

"=alg + x sin(g + Xx) | — arx = a(g — sing) 
y" 二 al3 十 cos(g 二 7) 一 2a = a(ll ~— cosg) 
(2) 设 摆 锤 质量 为 m ,对 摆 锤 到 自然 坐标 的 切 同 方程 . 为 了 与 前 面 已 用 过 的 v,s 相 区 

别 ,描述 M 点 摆 锤 运动 的 各 物理 量 除 时 间 仍 用 上 以 外 , 均 市 “” 


do ,， 
7 PE 


其 中 t 是 轨道 切线 方向 的 单位 矢量 ， 
_v’ (dz dy dz dy 
iy vo/ i | = Tit 


/ 


， d 
mpj*Tt= mpg Tr 
y 一 4a(03 十 cosD ,dy =— asing dy 
一 ^/ (dz 十 (dy')’ = Va’(l + cos9)’ + a’sin’gdy = 2acos dp 


一 asingdyg .9 


mgj “T= meg 一 一 Mgsin 7 一 一 mgpsing 


全 de 


2CCOS 7 


ds’' = 2acos0d(20) = 4adsing 


ds dsing 
“Td * d 
dz dsint 


dt “gz 
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将 SE 和 mgj .rt 代 入 自然 华 标 的 切 向 方程 


d’sing . 
am 一 一 mpsing 


dz° 
,. 
Se 十 Esing =0 


4a 
1 一 zr 
导出 上 述 关 于 sing 的 微分 方程 中 对 sin6 没有 任何 限制 ,2 值 反 映 摆 幅 的 大 小 ,因此 摆 锤 做 
的 周期 运动 的 周期 与 摆 幅 无 关 . 
说 明 ; 以 上 的 证 明 只 适用 于 摆 长 等 于 4a,a 为 旋 轮 线 挡 板 的 旋 轮 半径 这 样 的 “ 单 氛 ”. 
3. 1. 12 硅 放 置 在 光滑 的 水 平面 上 的 弹 赞 振 动 系统 , 弹 赞 的 质量 不 可 忽略 ,证 明 系 统 


的 振动 周期 为 
1 一 or Et 


其 中 mm 为 弹簧 的 质量 ,让 为 弹 壬 的 劲 度 系数 ,M 为 系 于 弹簧 上 的 物体 的 质量 . 
提示 :可 将 弹簧 等 效 于 一 个 弹 筑 振子 :质量 可 忽略 的 弹 自 的 原 长 和 劲 度 系数 均 与 质量 


不 可 忽略 的 弹簧 一 样 , 连 在 弹簧 上 的 物体 质量 为 m', 先 证 明 m' 一 二 mm 


证 明 取 系 统 ( 包 括 物体 与 弹 赞 ) 平 衡 时 为 z 轴 的 零点 ,z 表示 物体 的 位 置 ,也 是 弹 壬 
的 伸 长 量 


弹 筑 伸 长 量 为 z 时 ,弹簧 的 势能 为 hx’, 物体 的 速度 为 工 , 物 体 的 动能 为 >M zz, 弹 
赞 的 动能 可 用 积分 计算 , 设 此 时 弹簧 长 1 ,考虑 xz 一 己 至 z= 忆 十 dz' 段 弹 舌 的 动能 ,这 段 弹 
簧 的 质量 为 全 dz' ,速度 为 开动 能 为 


整个 弹簧 的 动能 为 


弹 筑 的 动能 和 势能 和 提示 中 说 的 等 效 弹 敌 振子 一 样 . 
整个 系统 的 机 械 能 守恒 . 
1 ”2 1 ”2 1 2 
» Mz 十 GT -十 2 kT 一 常量 
两 边 对 时 间 求 导 ， 
M 六 十 mt | rz 二 0 


[M+ 二 m+ kr 一 0 


第 三 章 振动 和 波 , 169 


3.1.13 一 个 质量 为 m 的 小 物体 放 在 光滑 的 水 平面 上 被 两 个 原 长 为 i。、 吕 度 系数 为 
& 的 弹簧 约束 ,在 图 3. 11 所 示 的 平衡 位 置 附近 做 小 振动 . 


(1) 求 小 振动 的 角 频 率 ， 
(2) 如 果 弹 簧 原 长 变 为 24。, 运 动 将 会 发 生 什 么 : / k 
定性 变化 ? g 7 


解 ” 沿 平衡 时 的 弹簧 方 品 取 zx 轴 , 垂 直 于 弹 筑 


的 方向 取 y 轴 , 平 衡 位 置 为 坐标 原点 . 图 3.11 
(1) m zx=— k( (2 十 站 十 一 1 一 2 
(2io 十 大 了 十 y’ 


2 一 工 


十 (NV 《240 -- XTX)* 十 人 一 一 一 一 一 一 一 一 
(2l0— Zz) 二 yy 

mJy=— ECV (2 ry 一 ll) 一 

(2lo 十 Z) 十 y” 


HW 
(2 一 zx) 十 入 


考虑 到 小 振动 ,x、y 为 一 级 小 量 ,对 以 上 两 式 作 近似 ,只 保留 一 级 小 量 , 可 得 


mzx=— 2kzx 
mYy 二 一 ky 
zx 方 癌 简 谐 振动 的 角 频 率 为 
y 方 疝 简 谐振 动 的 角 频 率 为 


| & 
w, 二 A/ 一 
7 


(2) 在 弹 赞 原 长 改 为 24 的 情况 下 ,近似 时 ,保留 不 为 零 的 最 低级 近似 项 ,得 


mx=— 2kx 
mk 3 


可 风 » 方向 的 振动 与 (1) 问 的 解答 相同 , 仍 做 简 谐 振动 , 振动 的 角 频 率 仍 为 一、 外, 


方向 的 运动 不 是 简 谐 振动 ,但 受 力 方向 仍 指向 平衡 位 置 , 仍 是 围绕 平衡 位 置 的 周期 运动 . 
3.1.14 一 个 机 句 内 某 零件 的 振动 规律 为 


T= 0.4sinwt 十 0. 3coswt 


下 
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期 T= 2 7 
3.1. 16 两 个 在 同一 直线 上 做 频率 相同 的 简 谐 振动 的 合 振动 的 振幅 为 10cm, 合 振动 
的 相位 超前 第 一 个 振动 全 ,第 一 个 振动 的 振幅 41=8. 0cm. 求 第 二 个 振动 的 振幅 4: 及 它 
与 第 一 个 振动 的 相位 差 ， 
解 ZI 一 4icos(owt 十 ai) 一 8. Ocos (out 十 al) 
TX»= AzscOs (wt a,) 


of 十 押 十 局 


X= Xi 十 X= 二 Acos(wt 十 wa) 一 110cos 


由 A 二 4i 十 4,, 已 知 4 一 8. 0cm, A 二 10cm,a 二 十 到 ， 
夯 株 幅 矢 量 图 ,如 图 3. 12 所 示 ， 


A, =A/ A 二 Ai — 2AAicos 


一 5.0dcm 


， Xz 
Asin 一 


= 82.9 


ni 
Acos 6 -一 A 


3.1.17 一 弹 千 振子 的 劲 度 系 数 记 一 9.8NV/ 
mm, 质量 mm 一 9.8X10 kg, 它 的 影子 水 平地 投射 在 


b 一 屏 上 ,该 屏 的 质量 M=0. 98kg ,通过 劲 度 系数 习 ， 
h 二 98N/m 的 弹簧 挂 起 来 ,如 图 3. 13 所 示 . 开始 时 ， 
把 它们 都 从 平衡 位 置 拉 下 0. 10m, 先 释放 弹 筑 振 
四 ( | 子 ,如果 要 使 影子 在 屏 上 振动 的 振幅 为 0.050m , 问 
要 过 多 长 时 间 释 放 屏 ? 并 写 出 影子 在 屏 上 的 振动 方 

程 . 


解 ” 用 zi、z; 分 别 表示 m、M 的 坐标 , 问 下 为 
图 3. 13 正 ,原点 均 取 在 平衡 位 置 ,z= 一 zi 一 zz 表示 影子 在 屏 
上 的 坐标 . 释放 振子 时 ,t= 二 0,t==to 时 释放 屏 . 


k 
zi = Aicos a/ —t 一 0.10cos10t 
mm 


之 ? 一 cos A | 2 -一 to) 一 0, 10cosl0(r -一 to) 


之 一 X1 一 2， 一 0. 050cos(10: 十 w) 


要 求 出 to 和 a 
方法 一 :用 矢量 图 法 ;图 3.14(a) 和 (hb) 分 别 男 出 了 to 的 两 个 答案 ， 
1 
图 3. 14(a): 10to = 二 2arcsin| 2 xX 0.950 十 27n 
0. 10 


力学 (上 册 ) 


1/2。 
to = (0. 0505 十 0.628n)s,n = 二 0,1,2,.: 
10¢t, 
(a) (b) 
图 3. 14 
xo 050 
图 3. 14(b) 10to=2x—2arcsin| 2 十 2r(z 一 1) 
0. 10 
to = (— 0.0505 + 0. 628n)s,n 一 2，3，…。 
可 合 写 成 to 二 ] 士 0. 0505 十 0. 628nls， 7 一 0,1， 2，… 
1 
a 二 十 arccos|2 xX 0.050 二 十 1. 318(rad) 
0. 10 


X= 0.050c0s(10t 士 1.318) (Cm) 
方法 二 ;用 分 析 法 ， 
0, 10cos10t 一 0.10cos(10 一 10t6o) = 0,. 050cos (10 十 a) 
0. 10cosl10t 一 〈0. 10cos10tcosl0tu 十 0. 10sin] Otsin] 0to) 
= 0. 050cosl0tcosa 一 0.050sinl10tsina 
两 边 cos10t .sinl0t 的 系数 分 别 相等 ,得 
0. 10 一 0,. 10cos1010 = 0. 050cosa 
一 0. 10sinl0to 一 一 0.050sina 
两 式 平方 后 相 加 , 解 出 cos10to ,得 


2 2 : 
cosl0to = 2(0. 10) — (0. 050). 1 C0 se 一 0. 875 


10to = arccos0. 875 一 士 0.505 十 2 
to 一 1 士 0. 0505 十 0， 62871S n=0,1] 2，…， 


因为 加 要 取 正 值 ( 后 释放 屏 ), 不 取 tt 一 一 0.505s， 


加 1 加 |= 
Q 一 arccos| 一 Te 10 一 0. 10cos10to ) 士 1.318(Crad ) 


3.1.18 用 旋转 矢量 法 证 明 , 在 同一 直线 上 的 N 个 简 谐 振动 ,它们 有 相同 的 振幅 


4, .相同 的 角 频 率 wo、 相 位 依次 超前 6, 即 
Xi = Aocos[wt 十 (一 1)6 


(i = 1,2,°",N) 


登 加 后 的 合 振动 
N sin 工 Na| ) 
7 一 zi = ho ] cos| wt 十 方 (N 一 1)8 | 
i=1 sin BR 
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提示 :考虑 NN 个 振幅 矢量 都 是 一 个 圆 上 的 弦 ,每 个 振幅 矢量 是 正 多 边 形 的 一 条 边 . 

证 明 考虑 NN 个 振幅 矢量 都 是 一 个 圆 上 的 弦 ,每 个 振幅 矢量 是 正 多 边 形 的 一 条 边 ， 
如 图 3. 15 所 示 ,每 个 振幅 矢量 这 条 弦 所 对 应 的 中 心 角 等 于 相 邻 两 振幅 矢量 的 夹 角 ,也 等 
于 两 个 相位 相近 的 简 谐 振动 的 相位 差 [从 圆心 作 相 邻 两 弦 的 垂 线 ,其 夹 角 等 于 6, 也 等 于 
弦 对 应 的 中 心 角 ] 

图 的 半径 。 R= 十 一 人 2 

sin| 二 | 

N 个 振幅 矢量 之 和 相应 的 弦 对 应 的 中 心 角 为 “ 
N6, 合 天 量 4 的 大 小 为 1 
sin| 二 N| ， 


1 2 
TNe| 一 A, 一 — \ 
2 ， 1 

sin| 二 8 \ 
4 与 41 的 相位 差 是 4 一 和 | 这 条 弦 所 对 应 的 圆周 角 ， ~ 


相应 的 中 心 角 为 (N 一 1) 6, 故 此 圆周 角 为 十 
(AN 一 1)0. 


4 一 2AKsin 


二 ] 一 Aocosewt 
N 


大 一 >》， 一 Acos | wt 十 CN 一 D6 | 


1=] 


sn 


No) 
sin| 方 6 

3.1.19 有 两 支 标 有 256Hz 的 音叉 ,一 支 是 标准 的 , 另 一 支 是 待 校正 的 . 同时 融 击 
两 支 音 叉 ,在 半分 钟 内 能 听 到 45 拍 , 知 在 待 校正 的 音叉 上 适当 涂 蜡 ,从 少 逐 渐 增 多 ,在 半 
分 钟 内 听 到 的 拍 数 先 减 少 到 听 不 见 拍 声 ,而 后 又 增多 , 问 符 校 正音 叉 原 来 的 频率 多 大 ”? 

解 v=256Hz 是 标准 音 又 的 频率 , 设 为 待 校正 音 又 的 频率 ， 

商 间 方向 ,频率 不 同 但 相 接 近 的 两 个 简 谐 振动 的 合 振动 为 拍 , 拍 频 为 


45 
2 一刀 | = 30 = 1. 5(Hz) 


一 A, cos| ww 十 六 CN — 1 | 


参 昭 贰 苦于 的 报 动 频率 为 二 /和 , 今 音 叉 涂 蜡 使 质量 增 大 了 ,而 弹性 不 变 , 故 涂 蜡 
将 使 音叉 的 频率 减 小 , 涂 螨 从 少 逐 渐 增 多 , 听 到 的 拍 数 先 减少 到 听 不 见 再 逐渐 增多 ,说明 
床 涂 蜡 时 w 半 凡 , 故 待 校正 的 音叉 原来 的 频率 为 
y, 二 v1 十 1.5 = 二 257,5(Hz) 
3.1.20 画 出 在 互相 垂直 的 两 个 方向 振动 的 合成 运动 的 轨道 ,并 在 图 上 标明 运动 
方向 . 


(1) z=Asinwt,y— Bsin| oz 一 到 | ; 
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(2) z= Asinwt, y= Bein| ed . 
解 〈1) 如 图 3.16 所 示 ， 


了 上 | | 
| | 
1 
6 0 
Xi 
ii 
7 
8 5 10 
图 3. 16 


注意 :图 3. 16 中 标的 “0”、“1” 等 是 对 xz 二 Acoswt,y= Bcos| ot 一 世情 况 标 的 ,不 影响 


疝 轨 道 的 运行 方向 . 如 按 z=Asinwt,y— Bsin| ot 情况 标号 , 则 图 中 “9?、 “10”、“11? 
分 别 改 为 “0”“1”“2”, 依 次 类 推 . 差别 仅 在 于 时 间 零 点 的 选取 有 所 不 同 而 已 . 

(2) 如 图 3. 17 所 示 . 

注意 :z 方 问 与 > 方向 的 两 个 简 谐 振动 的 角 频 率 不 同 , 图 3. 17 中 的 标号 “0”、“]1”、“2” 
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等 必须 按 z 一 4sinat,y= Bsin| 2ut 十 点 x| 标 出 ,因为 两 者 的 差别 不 是 时 间 的 零点 的 选取 
问题 

3.1.21 图 3.18 中 的 各 图 是 在 相互 垂直 的 两 个 方向 振动 合成 的 利 萨 如 图 形 :已 知 水 
平方 向 的 振动 的 角 频 率 为 w, 求 竖 直 方向 的 振动 的 角 频率 . 


图 3. 18 
解 ” 取 工 轴 沿 水 平方 同 ,y 轴 沿 竖 直 方向 .、 
加 w,_1:_ 1.5 
(a) 2 二 1. S10 TT, 9 
ww 一 上 > — 3, 
” 2 ~” 4 
加 La _2 
(b) 31z=21y, ,TT 0 3 
:> 1 
《c ) 3 > 一 一 下 一 3 


3.1.22 在 图 3.19 所 示 的 示 波 人 第 欧 泡 屏 上 显示 
的 利 萨 如 图 形 中 ,已 知 水 平 偏转 讯号 的 频率 为 
100Hz, 夺 运行 方向 如 图 中 征 头 所 示 , 且 t= 二 0 时 位 于 5S 
点 . 试 写 出 水 平 偏转 讯号 和 竖 直 偏转 讯号 的 表示 式 ， 
并 求 出 P,Q 两 点 的 xz 坐标. A 
解 xz 一 4cos(2r。100t) 一 4cos(200zrt) 


所 以 y= Becos (300xt— 7) 
TT. 1 
在 PP 点 ;y= 二 0,300xt 一 Xx 二 7 一 NO0s， 
一 4cosl 2007。 上 -4 
一 600) ”2 全 
在 Q = = B,300xt—x=0 /一 二。 z 一 4cos| 200x 。 a 一 二 4. 
人 并 300”， 300 2 


3.1.23 ”上 题 中 , 若 t=0 时 位 于 PP 点, 写 出 水 平 . 竖 直 两 方向 偏转 讯号 的 表示 式 、 


.176。 力学 C 上 册 ) 


解 “方法 一 :在 已 点 ,? 一 0,》>0 故 y 方 向 振动 的 初 相位 为 一 > ,? 方向 振动 的 表示 


式 为 
一 cos| 300xt 一 ™ 
在 S 点 ,zx、y 坐标 都 是 已 知 的 ,相位 也 是 已 知 的 ， 
— B= Bcos| 300rni, 一 | 一 Bcos(— XA) 
TT 上 
300xt, 一 > 一 Tt 一 S00s 
4 一 4cos(200 十 a) = 4cos0 
_ | A 
200z| 600 二 a 0， 4 一 十 3 
所以 均一 人 cos 200xt 十 三 


方法 二 :利用 上 题 结果 :在 点 的 时 刻 为 to 一 a60s. 把 时 间 的 零点 从 上 题 的 S 点 改 为 
本 题 的 PP 点 ,把 上 题 的 表示 式 中 的 改 为 :十 下 即 得 本 题 所 求 的 表示 式 . 


600 
-eol 而 ]- we wom + 
二 4cos| 200z| 十 500| J= Acos| 200xt 十 3 
1 
y 一 Bcos| 30or| ， 十 < | 一 r|= Pcos| 300xt 一 亚 
bs 2 


3.1.24 对 图 3. 20 所 示 的 每 周期 运动 进行 谐 波 分 析 . 


(b) (c) 
3. 20 
解 ” 一 个 周期 函数 可 展 成 健 里 叶 级 数 ， 


[ee 


fl) = + 2) [arcos nwt) + brsin newt) 1 


=] 


T 
其 中 Mn | f(t)cos nowt) dt (n= 0,1,2,*) 
0 


T 
b, 一 地 | f(t)sin nwt)dt (7 一 0,1,2,.…) 
To 
(a) 只 写 一 个 周期 内 的 x(2). 


第 三 章 振动 和 波 


4 0 去 :二 元 

JJ 1 37 
X(t)= A <it< 1 
3 <i<T 


T 3T T 
| 4d 十 |: (一 A)di 十 [ad =- 0 
0 4 4 


了 3 T 
4 


a 一 二 | Acos (nwt )dt 十 |: (一 4)cos(Cact)dt 十 [aeosoepdz 
T 于 中 
24 | . 4 . 
— 一 一 - 区 二 一 sin (nwt) 十 sin (nwt) 
nw ， T J 
4 
4 
440in (n= 1,2,3,.) 
nn 2 


3nX nn 


上 述 运算 中 用 了 oT 一 2rvsin| 7 | = 一 sin 了 
b, 二 0( 因 为 x(t) 是 上 的 偶 函 数 ) 


所 以 xD 一丝 | sin 2 cos (nwt) | 
(b)t 二 0 至 1 二 TT 一 个 周期 内 的 zt) 为 
4al1 一 et 0 之 1 过 二 
X(t) = " ‘ 
Cu 1 
A|—1+ et ztEl 
2 ww I 
ao -22| [4 1 一 | dt 十 Jz4 一 1 十 gj ar 
24 Ww 和 0 i 
_ 2A 人 人 , _ 
- 准 | | | | + | + | A 
I 


Qa, -入 | [4| ] 一 rjcos (nwt) dt 十 [4 一 1 十 =t 


=;[1 一 (— 1)"] (n= 1,2,.") 


因为 1 一 (一 1) =2(— 1)3sin| 分 

a = (一 D'sin| 2 (n= 1,2,3,.") 
因为 z(t) 是 上 的 偶 图 数 ,2 一 0 
所 以 X(t) = 十 4 5) 三 (一 1) "zsin| > COs (nwt ) 


扩 汪 1] 


cos (nt)d | 
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(ct 一 0 至 1 二 TT 一 个 周期 内 的 x (1) 为 
z(t) 0 之 1 二 工 


_2frAw | 
2 7| ,2 rd =- 备 2 | 一 
a, =[ 2 tcos (nwt)dt 
T 
-二 | 十 sin Cnwt) | -三 | sin (not)dt | 
了 no 


T 


一 一 全 一 一 0 (n= 1,2,3,.) 
0 


nwi 


— COS (nwt) 
Xx 

_2r 4w.. __A4 . 

bp, = 示 |， D7 tsin (nwt)dt 一 i (n= 1,2,..) 
人 


所 以 X(t) 一 一 一 一 4 > | sin Cw) | 


3.2 阻尼 振动 和 受 壕 振动 


3.2.1 一 质量 为 m 的 质点 在 恢复 力 一 kx 和 阻力 一 r x(& 和 7 均 为 正 的 常量 ) 的 作用 
下 运动 ,其 中 z 是 质点 偏离 平衡 位 置 的 位 移 .对 于 固定 的 和 一 般 的 初始 条 件 ,r==ro 为 
何 值 时 回 到 平衡 位 置 所 需 的 时 间 最 短 .如 果 ;>r。, 是 否 可 能 对 于 特定 的 初始 条 件 , 比 7 
ro 能 更 快 回 到 平衡 位 置 ? 如 果 < ro 呢 ? 
解 和 =kzx—r 人 x 
与 这 个 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 相应 的 特征 方程 为 
11z7 十 rr 十 六 一 0 


,二 r+ 和 Vr tmk 
pe 


当 r 二 ro 时 ,73 一 4mk 二 0, 即 ro 二 2 Vmk, 此 时 为 临界 阻尼 情 帝 , 对 于 一 般 的 初始 条 件 , 处 
于 临界 阻尼 的 情况 , 回 到 平衡 位 置 所 需 时 间 最 短 . 
当 ”> 时 为 过 阻尼 情况 ,其 通 解 为 


一 十 Vr drak 一 -一 Vr — dmk 
X(t) = Ae 2m ‘+ Be 2m : 


加 初始 条 件 :t 二 0 时 ,zx 二 zxo,x 二 zo 满足 
一 2 +r 一 Mr — 4mk) 


时 ;A=0,B= x0, 
十 ^ 人 Vr2 — dmk 


X(t) = Zoe 2m 


将 比 临 界 阻 尼 情 况 在 此 初始 条 件 下 的 解 
To v CC— 4mk -元 


X(t) = To om € 2 
m 


r 
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更 快 回 到 平衡 位 置 ,因为 指数 究 减 比 线性 衰减 快 得 多 ,而 7 之 royr 十 M7 一 4mk 比 yr 更 大 ， 
当 rr 过 ro 时 ,是 弱 阻 尼 情 况 ,一 般 解 为 


X(t) = Ae-miicos (wt 十 ao) 


.人 


因为 rro, 在 任何 初始 条 件 下 都 不 可 能 

比 临 界 阻尼 和 情况 更 快 回 到 平衡 位 置 . 
3.2.2 如 图 3, 21 所 示 , 质 量 为 m= 

2000kg 的 重 物 以 v= 二 3cm/s 的 速度 匀速 

运动 ,与 质量 可 以 忽略 不 计 的 弹簧 及 阻 

尼 器 相 磁 撞 后 一 起 做 自 由 阻尼 振动 . 已 图 3. 21 

知 弹 移 的 劲 度 系数 上 二 48020N/m, 阻 尼 

磊 的 阻尼 系数 Y=1960N s/m. 问 重 洲 率 碰撞 后 多 少时 间 达 到 最 大 位 移 ? 最 大 位 移 多 大 ? 
解 ” 沿 wv 的 方向 取 z 轴 ,与 阻尼 妖 刚 发 撞 处 取 为 z= 二 0, 此 时 t=0， 


其 中 


令 一 训 ' 品 一 友 , 上 式 可 改写 为 
~ 2 ”mm PY 
相应 的 特征 方程 为 
rr 十 2Br 十 (3 一 一 0 
一 一 8 十 MP 一 局 
_ /一 /48020 .9s 
“性 - 2000 和 
->_-_ 1960  _ 
P= om ™ 2 2000 0. 49s 
8 二 w ,为 弱 阻 尼 情 况 , 通 解 为 


r= Ae cos(V ws — Pt + a) 


初始 条 件 :t= 二 0 时 ,z= 二 0,x 二 v. 
Z 一 一 BAe fcos(V ws — Bt a) 


— ANVNw:— Pe-Msin(V ow — Bt oa) 


dcosa 一 (0 
— BAcosa — ANw:— Psina= wv 
解 得 “= 一 也 ,4= 一 一 


Vwi—P 


。 180 ， 力学 (上 册 ) 


VU _ 8 ， 
T= 一 一 -一 e sin(V os 一 Pt) 


Vp 


Z 一 一 Po -pain wi — Bt) d+ ve cos(V wi — Pt) 
Mw— pp z 
重 物 达 到 最 大 位 移 时 ,z= 二 0, 此 时 t=4， 
-一 名 sin(Vot — PB) 4 veos(VoB — Pt)=0 


Vp 
Va 一 0. 30s 


] 
tj = 一 一 一 一 一 arctan 


Vp 


最 大 位 移 为 
Vwi—pB 
3.2.3 一 个 有 阴 尼 的 弹 赞 振 子 系统 ,m= 二 100kg ,k= 二 10000N/m ,处 于 临界 阻尼 情况 ， 
由 1 二 0 时 ,zo 二 2. 5cm、xo 二 一 30cm/s 开始 运动 . 间 质 量 块 将 于 几 秒 后 到 达 平 衡 位 置 ? 达 
到 平衡 位 置 后 最 远 能 移动 多 大 距离 ? 
解 ” 由 临界 阻尼 可 知 


jk /10000 _1 
Bb = wo = i 00 一 ]0s 


临界 阻尼 情况 的 通 解 为 


X(t1) = e Msin(V wi — Pt) = 5.28 Xx 10-m 


X= (A Bi)e 
满足 初始 条 件 :t=0 时 ,z= 二 zo、z 二 zo 的 解 为 
t= [zo (zo Bro)tje ® 
上 一 二 时 到 达 平 衡 位 置 ,x (ti) 二 0， 
[zo 十 (zo 十 Bro)tije 全 二 0 
Xo 0, 025 


1 Br 一 0.30 二 10X0.025 0. 5¢Cs) 
设 达 到 最 远 距 离 时 一 志 ,此 时 zi) 一 0. 
印 
z (ty ) -一 一 Bl[ zo 十 (Xo 十 Bro)t, le ms 
十 (zo 十 Pro)e™ ® 二 0 
t» 一 一 -一 一 0, Bs 
p(xo 十 Bxo) 
zi) 一 [ze 十 (ro 十 8Bzotije =— 1.24X 10 sm 


达到 平衡 位 置 x==0 后 最 远 能 移动 的 距离 为 1. 24 X10 m. 
3.2.4 如 图 3. 22 所 示 , 质 量 为 m 的 薄板 挂 在 弹簧 的 下 端 , 奉 空 气 的 阻力 可 以 不 计 ， 


第 三 章 振动 和 波 .181。 


在 空气 中 的 振动 周期 为 Ti ,在 某 液体 中 的 振动 周期 为 了,, 液 
体 的 阻力 可 表示 为 一 27Av, 其 中 4 为 薄板 的 面积 ,v 为 速度 ， 


7 为 液体 的 黏度 , 试 证 7 一 了 /7T3 -7T3. 


证 明 m X=—kr—27nAx 
与 z++28 x+wir=0 
相 比较 ,可 得 8 一 2 ， 
oN 2T 2 
二 和， 7 人 = 竺 一 
0 2 Mo p 图 3. 22 
4 2 
“i — PB = Ts 
将 Bw。 用 7、T, 等 的 关系 式 代入 上 式 , 解 出 7, 即 得 
2m fp TT2 
7 二 4717， 了 3 i 


3. 2.5 在 图 3.23 所 示 系 统 中 , 刚 杆 质量 可 忽略 不 计 , 图 中 质量 、 弹 簧 的 劲 度 系数 
&、 阻尼 器 阻尼 系数 7 以 及 距离 a.b、i 均 为 已 知 . 写 出 运动 微分 方程 . 由 此 求 出 做 给 阻尼 
振动 的 角 频 率 wj 以 及 临界 阻尼 时 7 二 7, 与 其 余 各 量 间 必须 满足 的 关系 . 


图 3. 23 


解 ” 用 对 固定 轴 的 角 动 量 定理 ， 
Cml?0) —— mg! — kb0 一 Ya26 


多 2 ， kp’ 7 
/十 二 50 十 mt i 
与 x 十 28 x 十 wx 二 0 比较 可 得 


» ko’ Ya’ 


w= b= pm 


力学 (上 册 ) 


/ RD 


临界 阻尼 时 ,B= wo, 即 
Ya 1 RD2 加 = 经 oy 
oml: NmA 六 


3.2.6 质量 为 0. 2kg 的 物体 ,县 于 劲 度 系数 为 80N/m 的 弹簧 下 ,此 物体 还 有 党 到 阻 


力 一 7 的 作用 , 是 物体 的 速度 . 若 阻尼 振动 的 频率 为 无 阻尼 振动 频率 的 >53 倍 ,阻尼 
此 和信 人 大 扩 才 10 个 后 加 大 的 上 分 人 


* 182* 


ya” 


9m: 


2 
= 3 lV mk b Ya 


系数 7 多大? 


解 ws=N ow P= 3 
3 ， l 


wo— p= 4 ob 一 2p"0 


7 = 2mB = 2m : 六 mn mw, = Mmk = 4Ns/m 


Q = 2BT, 
2 2 2 oA 
T， 一生 一 一 一 一 ， 一 。 一 一 
d (Ww, 3 bla 2 “0 3 3 
Ep Cn 9 LO0 
Q = 2 5 一 6.29 
' Pl ?V3 


经 过 10 个 整 周 后 ,振幅 4 为 


和 一 ,LT 
A 二 Ave h 104 4 -一 Ave 10 ~ 3 


个 一 eM 答 一 1.8 X10-* 
振幅 减弱 到 原 振幅 的 -65 还 小 些 
振动 能 量 减 至 初始 值 的 一 半 . 同 


3.2.7 演奏 钢 夺 上 频率 为 256Hz 的 音 键 时 ,1s 后 
系统 的 Q@ 值 多 大 ? 若 高 八 度 的 音调 (512Hz) 也 在 1s 后 振动 能 量 减 至 初始 值 的 一 半 , 其 QQ 


值 多 大 ? 
全 | 一 L281 | 28 
解 【人 | 一 一半 ee 
68 一 ln2 = 0. 347 
wo 一 2r。256 = 1608s 8 < wo 
wo 1608 2. 32 X 108 


OO- 4 刀 和 -一 1608 一 
1—e ?4 28 2X0.347 


对 于 ,一 512Hz, 因 为 | 个 一 二 一 e-% 3, 所 以 也 有 上 述 的 fe 值 ,也 有 8B 之 wo, 故 也 有 
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2 一 本 3 
20 2X0.347 全 0 从 1 


3.2.8 根据 经 典 电磁 理论 ,一 个 加 速 运 动 的 电子 在 单位 时 间 内 辐射 的 能 量 为 ke*a”/ 
c ,其 中 & 一 6X10N m?/C?,e 二 1. 60X10-*C( 注 意 e 的 单位 中 的 C 是 库仑 , 勿 与 光速 < 
混 消 )c=3.0X1l0my/s,a 为 电子 的 瞬时 加 速度 . 

(1) 车 一 电子 沿 一 直线 以 频率 v 及 振幅 4 进行 振荡 ,假定 每 一 周 的 运动 可 用 x= 
Acosl2xawt) 描 述 , 问 在 株 荡 一 周 的 时 间 内 ,人 它 辐 射 了 多 少 能 量 ? 

(2) 此 振子 之 Q@ 值 多 大 ? 

(3) 在 电子 的 运动 的 能 量 降 至 初始 值 的 一 半 以 前 ,振荡 已 经 历 了 多 少 个 周期 ? 

解 (1)zx= Acos (2xwt) 

a =— A(2xy)’cos (2 ) 


电子 在 振动 一 周期 内 辐射 的 能 量 为 
E =| pe 二 A?(2nv) cos’(2rm)dt 


T 
= ke A’ 。 16xe4| 六 [1 十 cos (4nvt) ldt 
总 


— 8knie:w A’/c’. 
E(t) 
(2) Qo lr FO) EGTT) 
分 子 上 是 振子 的 能 量 
nz 1 ,2/2 
E(t) = 2 A 一 7 2TO A 
一 mm(2xu)242 一 ox:myv dA? 
分 母 是 在 一 周期 内 因 辐 射 损 失 的 能 量 , 即 (1)7 问 计算 的 五. 
Q=? 2r271t22 A mc 
~ gprterw A /Jc 2kAxeyv 
(wo wo 
山子 能 量 降 至 初始 值 一 半 所 经 历 的 时 间 z， 
er 一 广 ， 
，_ la2 、ln2a 
2 Un 
所 经 爵 汐 周期 数 为 
上 ln2 in2 和 _me 
T, Tc 四 x rbot 2 


3. 2.9 有 一 阻尼 据 子 ,质量 区 二 0. 2kg,k 二 80N/m,7==4N s/m, 受 到 强迫 力 下 = 
FocosQt 作用 ,fo 二 2N ,2 二 30s !, 求 ， 

(1) 稳 态 运动 z=Bcos (021 一 和 中 的 B 和 $$; 

(2) 一 周 内 反抗 阻力 耗 散 的 机 械 能 ; 


。184。 力学 (上 册 ) 


(3) 输入 的 平均 功率 . 

解 〈1) m 工 一 一 Az 一 7 zt FocosQt 

Z 十 28z 十 oltz 一 acosf 
r= Bcos(Qt— #) 

X= Bflcos| (2 — $+ 


r= B{Jcos(Qt — $x) 


0. 
28 由 图 3. 24 所 示 的 振幅 天 量 关 系 ， 


2 
” St C0 B+ (B08) | 名 
-i | m 
5 S 


oaB b= Lo/m = 0. 0128m 
V (wb — 0°)° + 4 


几 = arctan 2 一 arctan( 一 1.2) 一 0.7217 
0 


图 3. 24 


$ 为 钝 角 是 因为 0 二 wo 的 缘故 . 
(2) 反抗 阻力 消耗 的 机 械 能 等 于 阻力 做 的 功 的 绝对 值 


IT 昌 时 可 
Wa -| yz dt -=| yz2dz 
0 妇 


=[ 7[— Bflsin (2 — p) | dt 


0 
一 二 7B202T = 57B'N 。2r 一 0.0618] 


(3) 方法 一 :直接 计算 强迫 力 所 作 的 平均 功率 


Me, 


] 和 . 
Ps = 元 万 | FcosQt 。 x dt 


(CF /mm)’ 


方法 二 :达到 稳 态 运 动 后 ,一周 内 反抗 阻力 消耗 的 机 械 能 正好 等 于 强迫 力 一 周 内 所 做 
的 功 . 


[ee 


on or 一 0 295W 
3.2. 10 ”如 图 3. 25 所 示 , 作 用 于 质量 块 上 的 强迫 力 FQ) 二 Fosin02t, 弹 筑 文 承 六 有 运 


动 ,= 一 acosge:OzA 4 为 弹 短 的 劲 度 系数 ,m 为 质量 块 的 质量 , 求 稳 态 振 动 . 
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A LAL 
粳 了 上 一 
(2) _ ty z 
ZIT 
ee 
0 Xs 0 这 
图 3. 25 
解 m X=—hk(zr—z,)+F() 


一 一 &z 十 Racosd2i 十 Fosint2z 
工 十 woz = ka Ss Ar 十 Tecos| O21 一 | 
m mm 2 


{2t 一 | 一 focos (ft 一 a) 


ka F, 
~ COSI 十 COS 


将 上 述 关 系 可 画 成 图 3. 26 的 矢量 关系 


2 ka 上 2 2 2 
fo | 十 一 Fs 十 Ra 
人 一 arctan| Am | 一 Arctan | 
加 ka/m ka 


Z 十 wx = focos (ft 一 a) 


图 3. 26 


由 振幅 矢量 法 求 稳 态 振动 ,由 图 3. 27 
wiB 一 02:B = fo 


局 | 


3.2.11 图 3.28 所 示 的 系统 中 ,弹簧 晤 点 上 下 做 简 谐 振动 ,一 -sinwt, 初 始 条 件 为 


VREot ka Ez 一 arctan 


X= Bcos(ft— a) = pA COs 


x(0) 一 0,2(0) 王 vo, 弹簧 的 劲 度 系数 为 ,质量 块 的 质量 为 m= 求 质量 块 的 运动 


学 方程 . 
解 m X=—k(zx— Zz,) 


其 中 z==0 取 在 x, 二 0 时 的 平衡 位 置 


.. Un ， 
mx+ 天 工 一 天 Sinet 


。186 。 力学 (上 册 ) 


AN 2 0 Z 十 wx 一 ow sinet 一 vowsinwt (1) 
x， 这 是 一 个 带 系 数 线 性 非 齐 次 方程 . 
相应 的 齐 次 方程 有 两 个 独立 的 解 : 


大 
XI 一 coswt, ZX, 一 Sinwt 
设 x" 是 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 ,用 《经 典 力 学 》 上 册 ,p.51 式 
im 料 
(2. 2. 1) 
TX 一 一 | x dd 十 zz| 2 di 
0 .TI — XT 0 ZI2 一 XIX, 
图 3. 28 
其 中 f=vowsinwt. 
经 计算 可 得 
”二 一 六 botcosau 
(1) 式 的 通 解 为 
之 一 Acoswt 十 Bsinwt 一 votcoset 
初始 条 件 :t= 二 0 时 ,z* 一 zx(0) 一 0,Zz 一 z(0) 一 ooy 定 出 A 二 
_ 3v 
0,B= 0 
00 1 oo 
一 gw sn 2 V0 OS wr 
其 中 s,s 
3. 2. 12 ”如 图 3. 29 所 示 ,: 单 摆 葵 护 沿 水 平方 同 做 图 3. 29 


简 谐 振动 ,z, 一 asinwz, 已 知 押 长 为 !, 桂 锤 质量 为 mm, 求 
微 幅 稳 态 振动 中 0 随时 间 的 变化 规定 ， 


解 ML 0 一 一 Mglsinb0 一 M TricosO， 
x, = asinwt, ZX, =— aw’sinwt 


微 幅 振动 8 很 小 ,sin06 守 0 ,2:0s0 之 1， 


ml?0 十 mgl0 = maw’lsinwt 


co 


0 十 0 一 sinet 
2 EE& _ aw 
wo 一 7 六 jn 一 7 P= 0 
设 稳 态 振动 的 解 为 
r= Bsin(wt— 
用 振幅 矢量 法 可 得 


* 强 元 荣 . 经 典 力学 ,北京 ;科学 出 版 社 ,2003， 
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Bo .7 aw: 
2 
Va Fw 27 
$ = arctan -ee = 0 
(Wo 一 ww 
2 
所 以 T= josinet 


说 明 : 如 必 一 全, 则 将 得 到 像 上 题 那 样 含有 tcoswt 项 的 解 ,不 可 能 做 微 幅 稳 态 振动 ， 


改 在 题 中 已 里 未 了 wz/ 人 

3.2.13 图 3.30 所 示 系 统 中 ,刚性 杆 4B 的 质量 可 忽略 不 计 , 忆 器 作 用 的 强迫 力 
F(t)==Fosinwt, 图 中 mm、k、7Y、/ 均 为 已 知 量 . 写 出 系统 的 运动 微分 方程 ,并 求 下 列 情况 下 
质量 m 做 上 下 稳 态 振动 的 振幅 ， 


图 3. 30 


(1) 系 统 发 生 共 振 ; 
(2) w 等 于 固有 频率 wo 的 一 半 . 
解 ”用 对 固定 轴 的 角 动 量 定理 ， 
ml120 一 一 7 。210.21 —k.30.3+F(). 3 


0 十 和 十 30 一 3 psinet 
与 
z+ 2p z+ wr = fosinat 
比较 可 得 
= 所 ,on = 3 ,f= 3 
稳 态 运动 b= Beos (wt—$) 


fo 


NV (ol — ww) + 4P ow 
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(1) 系统 发 生 共 振 的 情况 ， 


w= w=Nw— 2p 
sh _ Rh 
BN —B 4 
12 972 
(2) w= 地 wo 的 情况 ， 
fo 4F, 


3.2.14 图 3.31 中 所 有 刚性 杆 质量 均 可 忽略 不 计 ,m、k、Y 和 17 均 为 已 知 , 弹 敌 文 承 
端 有 运动 , 志 一 asinwt. 求 系统 的 固有 频率 w、 阻 尼 比 #| 一 全] 及 微 幅 稳 态 振动 的 振幅 


图 3. 31 


解 ” 用 对 固定 轴 的 角 动 量 定理 ， 
m(21):0=— kU0— zr)! — YL0— mg: 2 
7 1», ky ka.. & 
C+ mit me 4mls 2 
常数 项 一 艺 只 影响 平衡 位 置 ,并 不 影响 稳 态 振动 的 振幅 . 


与 z+ 十 2B xr 十 wx 二 fosinwt 比较 得 


_B_Y8m __7Y 
稳 态 振动 的 振幅 
NICEm OE 
_ ka/4ml a 


k (1 — ri): + 427 [V(r) + Clr)’ 


4 
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3.2.15 一 个 无 阻尼 的 弹簧 振子 的 受 迫 振 动 , 若 强迫 力 的 角 频 率 0=5s 时 发 生 共 
振 ,给 质量 块 增加 1kg 的 质量 , 当 0Q=4. 8s-! 时 发 生 共 振 . 求 弹 千 振 子 原来 的 质量 块 的 质 
量 及 弹 筑 的 劲 度 系数 . 
解 ” 无 阻尼 的 弹簧 振子 发 生 共振 时 ,强迫 力 的 角 频 率 0 等 于 振子 的 固有 频率 wo. 由 
此 可 写 出 对 原来 的 质量 志和 六 加 了 三 的 下 
R 


RR -2 
” 二 


“| 

可 得 m= 二 11. 8kg,k 二 294N/m 

3. 2.16 如 图 3. 32 所 示 , 一 台 自 由 运行 的 马达 ,为 了 减少 其 振动 被 放置 在 一 块 薄 的 
橡皮 垫上 ,马达 埋 入 橡皮 垫 10cm. 估算 马达 出 现 最 大 坚 直 振动 时 的 转速 (每 分 钟 转 数 )， 

解 ” 这 是 一 个 受 迫 振动 发 生 共 振 鬼 各 题 ,振动 系 
并 由 马达 的 不 转动 部 分 (质量 鼠 ) 和 净 皮 委 ( 弹 簧 ) 组 
成 ,马达 的 转子 难免 不 够 理想 ,其 质心 河 少 许 侦 离 转 
畏 ,马达 运转 时 转子 对 振动 系统 施 以 强迫 力 , 强 迫 力 
的 角 频 率 等 于 转子 的 转让 . 马达 步 现 最 大 的 竖 直 振 7 ET 
动 说 明 振动 系统 处 在 共 派 的 状态 . 复 皮 热 作 为 理想 A 
的 弹簧 处 理 , 不 计 空 气 轩 力 , 册 共振 蜂 座 等 于 固有 频 图 3. 32 
率 ， 


~ (4.8): 


WwW, S22 Wo 


设 马达 不 转动 部 分 质量 为 m, 略 去 转子 质量 , 则 橡皮 垫 的 劲 度 系 数 
8 — m8 


to 


其 中 zo 为 马达 处 于 平衡 时 埋 入 橡皮 垫 的 深度 , 即 zo 一 10cm， 


w, =/ =,/£ 
mm Wy 


每 分 钟 转 数 
ww ww,. Wo _ 680 9. 8 
ns7i~X 0ar~* = 5 X 60 一 x 2 A 0 一 一 94.5 


3. 2. 17 各 四 3. 33 所 示 ,一 辆 汽车 沿 x 
方向 行驶 并 保持 不 变 的 水 平 速 度 v, 汽 车 经 过 
一 个 隆起 部 分 ,其 形状 为 


y= 4| 1 一 cos 于 | 


(0 委 z 委 20), 其 他 地 方 yo 二 0. 求 汽车 在 经 过 
隆起 部 分 时 在 竖 直 方向 的 运动 . 将 汽车 简化 
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为 一 个 质量 为 m 的 质点 放 在 一 个 原 长 为 io、 劲 度 系 数 为 & 的 弹 筑 上 . 忽略 一 切 阻力 并 假 
定 弹 筑 始 终 保持 竖 直 . 


解 设 : 时 刻 mm 的 位 置 为 (z,y),t 一 0 时 ,位 于 | 0,z 一 %E| ,质点 mr 在 xz 方向 的 运动 
是 已 知 的 ， 
二 vi 
质点 mn 在 y 方向 的 运动 微分 方程 为 


剖 时 


my=— k(y— yO—lo)— me 


一 一 有 一 4 一 站 二 22|- kAcos| Tr 


写 上 式 时 已 用 了 x==vi, 并 代入 了 在 0 过 zx 声 2/ 段 成 立 的 yo, 故 只 在 汽车 经 过 隆起 部 分 时 
成 立 . 


作 坐 标 变 换 , 令 Y=y 一 A 一 lo 十 "让 ,方程 化 为 


mY kY =— kAcos | 
和 完 求 此 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 . 设 特 解 为 
Y* = Bcos | 
代入 方程 得 
一 mB| 型 | +kB=— EkA 
kl: 
mmv? 一 1 
， kL Tv 
mw iAcos| l :] 
通 解 为 


Y =cicoswt 十 cosinwt 十 了 ,w= /二 
y 二 Y 十 A 十 一 -和 


| A+l— 2 


| nl | 
,| 十 cosin ,| 十 a pAACOS E 


初始 条 件 为 :二 0 时 ,y= 一 让,y 二 0, 定 出 


mv 


kl 一 mw’ 

YT RE ma eo JJ tm i + 4+ 
3. 2. 18 ”一 个 由 山 轮 激励 的 、 有 阻尼 的 弹 赞 振 子 ,如 图 3. 34 所 示 ,凸轮 使 项 杆 4 在 
铅 垂 方向 按 锯齿 波 规律 做 周期 性 运动 ,凸轮 的 升 程 为 A, 周期 为 ,项 杆 又 通过 劲 度 系 数 


-=C1COS 


A,c, 一 用 


ri 一 


mv 


所 以 


pe 
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为 & 的 弹簧 使 有 阻尼 的 弹 自 振子 振动 ， 弹簧 振 子 的 弹 自 的 劲 度 系 数 为 &, 质 量 块 质量 为 
5 阻尼 系数 为 求 质量 块 的 稳 态 振动 . 


图 3. 34 


解 ” 用 同上 为 正 的 xz 轴 表 示 质 量 块 的 位 置 , 零 点 取 在 没有 劲 度 系数 为 & 的 弹 筑 及 以 
下 装置 情况 下 的 平衡 位 置 . 


1 一 一 天 k(r— y)— ?zr 
.， . ki 
ZX 十 2p8z 十 wi 一 万 2 
其 中 B=, /一 和 yy 是 + 的 周期 函数 ,在 上 一 0 至 上 一 了 一 个 周期 内 


y 一 二 (0 < 上 < 7 ) 
由 3. 1. 24 题 (c) 已 解 得 的 结果 有 


3 EY 


一 并 一 


和 次 机 中 的 第 “ 栅 各 为 党 攻 ,只 只 汪 动 的 和 人， 人 令 一 z 一 二 


7h 4 即将 平衡 位 置 -一 Fc 5 一 取 为 z 的 零点 ,运动 微分 方程 (关于 的 ) 中 无 此 党 
量 项 ,其 余 各 项 与 关于 x 的 微分 方程 无 异 
对 于 f(t) 中 第 二 项 级 数 的 第 项 ， 
kih 


f(t) 一 一 一 一 Sin 


mmn 


?An 


信 


引起 的 稳 态 运动 为 


on 


X(t) = B,sin Tt 一 和 | 


。， 192 。 力学 (上 册 ) 


2 


4m: 7T? 
A4n’7Yn’ -2 
| 


i | 


2Axn7y | 
(k 十 kT TT 4 nm 


几 = arctan ; | 一 arctan| 


kk 
nm 
根据 区 加 原理 ,质量 块 的 稳 态 振动 为 
kh kh 
2(8 十 有 ) 2(k + k) 
2zr7z 


sin 避 < arctan | 


I 


十 > yx.() 


共 盖 1 


一 民 十 


xn 一 | | 
加 kih -学 并 (及 十 天) 一 472 
2(k 十 k,) Tt A fx me 


ta- 各 
3. 2. 19 《〈1) 一 个 有 阻尼 的 受 近 谐振 子 , 它 的 运动 微分 方程 为 


mr=— mwr 一 Yr Acoswt 


47r272772 /TT 


它 的 平均 能 量 损耗 率 多 大 ? 
(2) 一 个 非 谐 振子 的 运动 微分 方程 为 
mz=— meir 十 az2 十 Acoswt 
其 中 e 为 一 个 小 的 常量 ,上 一 0 时,z=0,z 一 0, 求 此 后 的 运动 到 a 的 一 次 项 . 
解 (1) m X=—mwizr—y rt Acoswt 


区 十 28 十 ox 一 Scose 


稳 态 振动 解 为 
T= Bcos(wt— $) 
A (wi— ow) 4 Nm Cw — ow) 7 
es arctan| 一 
0 


= Arctan 
? wo— we mMm(w— ww 


强迫 力 所 作 的 平均 功率 为 
Pi = 未 | 4cosow .x dt 


(一 AB) |coswtsin Co _ $)d Ct) 


37 |LsinC2en — $$) CO— sing |d (et) 


= 人 sing ， wT 一 2 ABosing 
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因为 sing = eo 
Nm (wm wT 
所 以 P. = YB’ 
阻力 所 作 的 平均 功率 为 
P, -天 | 一 Yi) dt 


一 一 未 |.[- Bowsin(wt 一 @p) dt 


ee | 


了 
_ _ __ |y:p? 
2T [1 — cos2(wt 一 加 jd 了 YB 


0 


如 果 平 均 能 量 损耗 率 仅 指 克服 阻力 所 作 的 平均 功率 , 则 它 等 于 方 yazB2 


如 果 平 均 能 量 损耗 率 是 指 系统 能 量 的 损耗 率 , 则 它 等 于 一 呈 一 一 (FE 十 Po) 一 0 


(2) mz=—mwiztazr:t Acoswt 
用 微 扰 法 ,要 求 准确 到 a 的 一 级 近似 解 , 可 设 
X(t) = rolt) 十 axilt) 
代入 微分 方程 . 
mzxo maz! 一 一 mwcro 一 Mwoari 
十 a(xo 十 az) 十 Acoswt 
XO— mwiro — mwiar 十 az 十 Acoswt 
作 上 述 近 似 时 ,只 保留 a 的 一 次 项 ， 
Xolt)、X1(t) 分 别 满足 的 微分 方程 为 
mzxo =— mwixo 十 Acosawt 
mzxi 一 一 Mo 十 x 
zolt) 需 满足 初始 条 件 即 <( 需 满足 的 初始 条 件 : 
ti 一 0 时 ,z, 一 0,zo 一 0 
z;(t) 需 满足 的 初始 条 件 与 =( 蕊 需 满 足 的 初始 条 件 无 关 , 总 是 上 一 0 时 ,zi 一 0,zi 一 0， 
设 式 (1) 的 特 解 为 


To = Becoswt 
代入 式 (]), 定 出 五 = 一 一 全 一 ~ 
式 (i) 的 通 解 为 


Xo 一 CloCOScot 十 czoS1nwot 十 COScut 


_ 4A 
m(wo 一 必 ) 
由 初始 条 件 :* 一 0 时 ,0o 一 0,Zzo 一 0 定 ciovczoy 得 

A 


To = 
(一 w’) 


(COSWt 一 COSWwWo0t) 


将 式 (3) 代 入 式 (2) 


(1) 
(2) 


(3) 
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，， A’ 
_ 2 4 2 
mx 二 一 WbX1 十 COSw COSw 
| mw 一 wy : OSwot) 
二 一 MwsT) 十 A * 十 [1 十 cos2wt 十 1 + cos2wot 
Mm’ (ws 一 w’) 2 


YY 2C0S(ow 十 cwo )t 一 2CDS (0 一 一 Co ) | 
可 解 得 式 (4) 的 通 解 为 
， A’ 
Xl 二 CICOSwot 十 csSinwot 十 mC — wy)? 
COS2wt COs2wot Cos(@w 十 wo)t J COS (ww 一 ort | 
2(oi 一 4w’) Ge ww 十 2oo) ww 一 2wo) 


由 初始 条 件 :上 一 0,zi 一 0, 可 定 出 


x | 二 十 
ed 


10A° 


NY mw 一 4o2)(o2 — 4w?) 


由 t=0,Zzx1=0 可 年 出 cw 二 0. 


0 
1 ~ 3 :3 wt (ws _ dew’ (co 4a3) 0 
十 一 | 十 __COs2wt _ COSZwot 
1 (Cows -~ 一 ww) cj 2 (ws Acw’ ) 60w3 


cOS( 十 wo)t 加 COS(w 一 os | 
w(w 十 20w) WwW 一 2wo0) 


所 以 Zi 一 ToCt) 十 azlCt) 
其 中 zo(G) 由 式 (3) 给 出 ,zi 人 由 式 (5) 给 出 ， 
3. 2. 20 无 阻尼 的 非 线 性 自由 振动 ,质量 为 m 的 振子 受 力 
F(X) =— kr mAr’ 


十 


(4) 


(5) 


其 中 4 是 小 常量 , 求 振 子 满 足 初始 条 件 1=0 时 zx(0)==A,x(0)==0 的 一 级 和 二 级 近似 解 ， 


解 mr 二 一 kr 十 mar 
ZX 二 az Ar’ 一 


其 中 悄 一 全 ， 
要 求 准确 到 二 级 的 近似 解 ， 
X(t) = Tolt) 十 AZziG) + Mx lt) 
将 式 (2) 代 入 式 (1)， 
Zo 十 AXi 十 jzs 十 ol(Czo 十 Ari 十 NT;) 
一 A(zo 十 Mrzl 十 jzz)2 一 0 
了 略 去 大 及 的 更 高 次 医 的 项 ， 
To 十 olz 十 AZ 十 wi 一 3) 十 Czy 十 wT 一 2zrz 一 0 
4 的 各 次 等 的 系数 为 零 ， 
Zo 十 oszo 一 0 


Z1 十 ooZl 一 2 一 0 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 
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zy 十 ugzy 一 2zozl 一 0 《5 ) 
zo 需 满 足 初 始 条 件 ::i= 王 0 时 ,zo 一 4 ,oo 一 0， 
zl 需 满足 初始 条 件 :*=0 时 ,一 0,z 一 0. 
zz 需 满足 初始 条 件 :: 一 0 时 ,zs 一 0,z? 一 0. 
立即 可 写 出 满足 初始 条 件 的 式 (3) 的 解 为 


Xo = Acoswot (6) 
将 式 (6) 代 入 式 (4) 
Xi 十 wix! = A?cos?wot 一 六 42(1 十 cos2coot ) (7) 
找 此 非 齐 次 方程 的 特 解 . 
2 
设 ZX1 — 4 Beos2wot 
2 00 
代入 式 (7), 可 定 出 
_ 1 
B = 6 


故 式 (7) 的 通 解 可 写成 
. 人 A 
Z1 = cICOSwot 十 cl2S1Nwot 十 Da 一 Gas 20t 


初始 条 件 :t 二 0 时 ,zi 二 0,zxi 二 0, 定 csC12， 得 


A? A? A? 
二 1 一 一 3 of 十 一 Glos eot (8) 


2w0 
一 级 近似 解 为 
AA* 
过 一 Xo 十 Axl 一 Acoswot 十 Ga 一 2CcOSwot 一 COS2w0t) 
0 
下 面 求 二 级 近似 解 . 将 式 (6)、(8) 代 入 式 (5)， 
Xs 十 wx =2Acoswot | 3 一 2COSwot 一 cos2wot) | 
0 
一生 sosau 上 一 24 szo 一 4 sw COS2 wot 
oo 30 3 L 
号 3 
= 全 coswot 一 和 (1 十 COS2w0ot) 一 人 (cos3aut 十 COScoot ) 
Wo 3Ww0 bwo 
44 54 wr — Mcosgwr — 4 Sd3wot 
和 
A’ 、 _ _ 
其 中 非 齐 次 项 信 hzcoseot 是 引发 共振 的 力 项 ,而 y 应 是 有 限 的 » A Ts 为 二 级 小 量 , 可 见 此 


题 求 二 级 近似 解 不 能 用 通常 的 微 扰 法 . 
下 面 改 用 处 理 长 期 项 的 办 法 ” 求 满足 初始 条 件 :二 0 时 ,z=4,z=0 的 一 级 和 二 级 近 
似 解 . 


* “可 参看 强 元 先 , 经 典 力 学 》 上 册 第 67 页 ,科学 出 版 社 ,2003. 
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将 wi 也 展 成 A 的 大 级 数 . 
二 wi 二 aA 十 QsA (9) 
将 式 (2)、(9) 代 入 式 (1), 得 
Zo 十 AT1 十 Azz 十 (十 A 十 QoA?) (zo 二 Ari 十 42zz) 
一 A(xo 十 AX 十 AX,) "= 二 0 
To 二 o2zo 二 ATi 二 wri 十 azo ~— 7X3) 
十 12(zs 十 oszs 十 azl 十 azzo 一 2zozli) 十 … 一 0 


4 的 各 次 大 的 系数 分 别 为 零 ， 
Zu 十 wo2zru 一 0 (10) 
ZJ 十 WX 一 人 一 all (11) 
2 十 WX 一 一 all 一 ao 十 2z0o1 (12) 
zo(t) 满 是 1 二 0 时 xo 二 4A、xo==0 的 解 为 
Xo(t) 一 Acoswt (13) 
将 式 (13) 代 入 式 (11) 


Z1 十 Wx = A?cosiwt 一 al Acoswt 
= 元 A 十 coOs2wt) 一 alAcoswt 


x1(t) 必 须 有 限 , 要 引起 渤 乱 的 项 的 系数 必须 为 零 , 即 coswt 项 的 系数 必须 为 等 ,al 二 0， 


Xi 十 OW 1 “一 FA 十 Arcos2et (14) 


作 一 级 近似 时 ,二 of 十 ah; 今生 二 0, 有 ow 二 0%6,w 二 wo, 将 式 (14) 中 的 w 改 成 wo, 式 (14) 
就 变 成 式 (7) ,前 已 得 到 …1() 满 是 1=:0 时 zi 一 0、xi1=:0 的 解 式 (8), 零 级 近似 时 w= 二 wo，, 式 
(13) 中 的 w 可 改 成 ww, 这样 一 级 近似 解 与 前 面 用 通常 的 微 扰 法 得 到 的 完全 相合 . 
下 面 求 ziQ), 式 (12}; 中 的 引 尖 域 ,代入 zo、zi 时 仍 需 保留 原来 的 w, 不 能 用 wm, 代入 
zosXl 和 a 二 0, 式 (12) 亿 成 
A:? A 


,. | A: 
2 ink rm he pp, EE] aa 
Za 十 Ta = QAroswt 十 24coswtl 一 aCoset 十 ow 一 Ganeos et 


3 3 
一 一 acosceurf 一 全 (1 十 Cos2wt) 十 人 coswt 
3w WW 
A’ 
一 (cos3ot 十 coswt) 


_ 54- 4 A 
二 | 一 QA 十 Go coOswt 一 ql 十 cos2wt) Boaos 3 


xslt) 必 须 是 有 限 的 ,不 可 能 有 出 现 共 振 的 力 项 . 由 此 ,coswt 的 系数 必须 为 零 ， 
_ 354 


54- 
一 04 十 一 0， 2 go 
A’ A’ A 
3 COSZwt 一 ~ ssCO830wt 
bw 


a 2 
,让 (之 一 一 


可 得 其 特 解 为 
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3 
Z2? 一 ey 二 2 cos2et 十 A iCOS3wt 
通 解 为 
A3 
TX, 二 cnCOSwWt 十 CoaS1nwt 十 144 48 十 32cos2wt 十 3c0s 30wt) 


由 1 二 0 时 Xxs=0.7x2:=0 定 co cz 得 


3 
志 ， 一 A 48 十 1]3coswt 十 32cOS20wt 十 3c0s 3wt) 


44w 
二 级 近似 解 为 
X(t) =Acoswt 二 A ;03 一 2cOswt 一 COS2ct ) 
十 大 A i(《 一 48 十 13coswt 十 32cos2@wt 十 3cos3cot ) 
其 中 二 钥 一 4 一 ww 关 二 城 一 5 2 


3.2.21 已 知 一 个 单 摆 的 悬挂 点 做 强迫 竖 直 小 振动 7( 世 天 7ocoswt, 此 单 摆 由 长 为 工 


的 无 质量 杆 和 杆 病 的 质点 组 成 . 
(1) 假设 单 摆 摆 角 振 幅 很 小 ,7o< 委 工 , 求 摆 角 gp 满足 的 运动 微分 方程 ; 
(2) 求 满足 初始 条 件 上 一 0 时 gq 二 a、p==0 的 一 级 近似 解 ; 
(3) w 为 何 值 时 发 生 共 振 , 写 出 共振 时 满足 式 (2) 给 的 初始 条 件 的 一 级 近似 解 . 


解 (1) 设 质点 质量 为 m, 取 随 悬 挂 点 做 平 动 的 非 惯 性 参考 系 , 由 对 悬挂 点 的 角 动 量 


定理 
mL’9= 一 mgLsing 一 mn Lsing 
1 = 70coscf ,SInD 人 2 9 

9 满足 的 微分 方程 为 

4 ££ Now _ 

9 十 7 T p=0 

(2) 令 = <1,£= ws 
P= @%+t an 


将 式 (2) 代 入 式 (1)， 
mi 十 MP 十 (wi 一 Awicoswt)(@ ++ hn)=0 
go 二 wp 十 1CP 十 om — wgocoswt) + …… = 
的 各 次 宪 的 系数 分 别 为 零 
pr 十 wm 一 0 
op 十 wip 一 wzmcosowt = 0 
式 (3) 满 足 初始 条 件 :*=0 时 ,二 a, 9 一 0 的 解 为 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 


。]198 。 力学 (上 册 ) 


0 一 acCoOswot (5) 
将 式 (5) 代 入 式 (4) 
由 十 wo —w CCOSCOntCOSCH 


一 六 aoz[cos(o 十 wo)t 十 cos(w 一 wo)t | 


对 两 项 非 齐 次 项 分 别 用 振幅 天 量 法 或 待定 系数 法 ,可 得 其 符 解 ,进而 写 通 解 ,可 得 


OD 一 CICOSaot 十 czSlncnot 一 cOS (w+ wo)t 


FA 
2(2wo 十 ww) 
十 


COSs{w 一 wo)t 


wu 
2(2w0 一 Ww) 
满足 t 二 0 时 , =0,9=0 的 解 为 


a gw 1 —— eos(w 十 ww J 
A Aw ° 2(2wo 十 w) 


uw 
T2200 — w) so oo) 


所 以 满足 初始 条 件 ;t==0 时 ,pa,%==0 的 一 级 近似 解 为 


aw: 


_ hr aw 
P acoswot 下 | (2ow, 十 w)(2cw 一 w) 


COScoo 


COS(w 十 ao) 十 COS (ww 一 oo | 


QWw 1 
2(2c 十 wW) 2 (2wo 一 WwW) 


其 中 w= E. 


(3) 当 w 一 2wo 一 2 /对 时 发 生 共 拔 ， 由 于 引起 共振 的 是 微 扰 项 ,振动 幅度 仍然 应 是 有 
限 的 , 需 用 处 理 长 期 项 的 办 法 ， 


将 w 一 2ws 代入 式 (1), 仍 用 4 一 子 ， 


p+ C08 一 AAwicos2wot)p = 0 
将 9 二 入 十 A ,0 二 2 十 QA 
代入 上 式 , 得 
Po 十 2491 十 (ww 十 oA) CR 十 Ap) 一 44Cw? 十 oa) 
X cos(2AW oo 十 at)(m 十 入 ) 一 0 
由 ^% 的 各 次 赛 的 系数 分 别 为 零 
多 十 wz 一 0 (6) 
十 wi 十 a 一 4w’gcos2wt 一 0 《7 ) 
注意 ;这 里 的 wo 已 不 是 题 中 7G) 一 7ocosowut 中 的 w, 这 里 7(1) 二 Wcos2wot ,而 wwo， 
式 (6) 满 足 :=0 时 ,w= 二 a,% 二 0 的 解 为 
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pH = acoswt (8) 
将 式 (8) 代 入 式 (7)， 
A 十 w= 二 一 Qlacoswt 十 4w’acoswtcos2wt 
一 一 aacoswt 十 2wa(cos3wt 十 coswt) 
= (— Qa 十 2o2sa)Jcosol 十 202acos3cut 
9(t) 是 有 限 的 ,必须 coswt 项 的 系数 等 于 零 ， 


Id 十 Md! -一 0， OQ] 一 一 Do 


网 一 雪 一 oa 一 胃 一 2o2 大 
2 
ol| 1 十 2 = 四， oo 一 一 一 -oj 1 一 2 | 
1 十 2 
L 
p ~ Ww — 2w acos3wt (9) 
设 上 述 非 齐 次 方程 的 特 解 为 
¢: = Acos3wt 
~ 一 962 A -一 ww A = Dvn -和 一 一 a 
式 (9) 的 通 解 为 
DP 一 ciCOSwIt 十 coSiNnwt 一 acos3ct 


满足 t= 二 0 时 ,由 王 0,m 一 0 的 解 为 


0i 一 a (COSwWIt 一 COS3cot ) 


9(z) 满 足 初始 条 件 1=0 时 ,gq 二 a、9 一 0 的 一 级 近似 解 为 
9p 一 十 49 二 % 十 Tn 一 QcOswt 十 站 a (COswt 一 cos3wt) 


其 中 w=—|1— 允 | 
3.3 简 谐 波 


3. 3.1 一 平面 简 谐 波 
yy 一 0.2sin|r(0.5z — 301) | 
zy 的 单位 为 厘米 ,t 的 单位 为 秒 . 求 波 的 振幅 、 波 长 .频率 、 波 速 以 及 xz==1cm 处 质 元 振 
动 的 初 相位 . 
解 y 一 0. 2sin[ x (0. 5 一 30t) | 


. 200。 力学 (上 上册 ) 


—0. 2cos 下 


x0. 5z 一 300) | 


一 0， 2cos| 3or| :一 二 | 十 亚 | 


与 y—Acos| ol 一 -一 


十 ea|,o=2m 相 比 较 , 可 得 A==0. 2cm,y 一 15s 1!,v 二 60cm，s !， 


TT ,vv _60_ mm 
“一 2 一 15 4c 
x 二 lcm 处 质 元 振动 的 初 相 位 为 
30N TT 
60 > 十 了 二 0 


3. 3.2 一 波 的 频率 为 20s 1, 波 速 为 80m， 1 报 相 为 0. 02m , 求 ， 

(1) 波 的 相位 相差 45° 的 两 个 点 间 的 距离 ; 

(2) 在 一 给 定点 处 ,时 间 相 隔 0. 01s 的 两 位 移 之 相位 差 ; 

(3) 在 一 给 定点 处 ,时 间 相 隔 0. 01s 的 质 元 的 两 个 位 置 的 最 大 距离 ; 

(4) 在 一 给 定点 处 , 质 元 的 振动 相位 相差 45" 的 质 元 的 两 个 位 置 的 最 大 距离 . 


解 ”y==0. 02cos| 407| :一 乞 | 


二 1 | -2| | 

人 4oz|， -如 4or| -器 4 
[zz 一 2 一 0， om 

(2) 40r| aa 一 过 | - 40x| 2 一 去 | 


—40r|t,—t,|=40xX0. 01= Ex 


(3) yx,t0.01)—y(zr,t) 


一 0， Pd ol 一 艺 | |-o. 02cos| 407| 1 -去 | | 


二 0， 02cos| 40x| :一 去 t 一 | 十 去 | 十 0 02cos| 40r| 一世， 一 | 
Jj oo 可 用 振幅 矢量 法 求 个 振动 的 振幅 , 妈 任 一 质 元 在 时 间 相 隔 
0. 01s 的 两 个 位 置 的 最 大 距离 . 


IyCz,t + 0.01) — y(z,t)| 


-一 2 X 0. 02sin| 六 . Er ~— 0. O04sin 二 一 0. 0235m 


图 3. 35 
(4) |yGzot 十 Al) 一 yz | 


_ 02cos| 4or| tA 一己 | |—0. 02cos | 40r| :一 和 | ] 


80 80 
一 io, 02cos | 40r| 1 -二 | 十 亚 | 十 0 02cos| 4or| :一 到 | 一 | 


一 0. 04sin =0. 0153m 
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3.3.3 一 列 洛 长 纺 线 回民 正方 问 传 播 的 平面 简 谐 波 ,位 于 z= 王 zi 一 0 及 一 一 1m 
处 两 质 元 的 简 谐 振动 如 下 : 


yi 一 0.2sln3riyy 一 0. 2sin| 3xt 十 开 
y 的 单位 为 米 尖 的 单位 为 秒 . 求 ， 
(1) 频率 ; 0.67 
(2) 波长 4， | Te 
(3) 波 速 v; | —) Nax : 
(4) 该 两 质 元 的 相对 速率 的 最 大 值 . 图 3. 36 


解 ” 由 z= 二 zi 二 0 处 质 元 的 振动 方程 
yi = 0. 2sin3xt 
可 把 此 同 xz 正方 同 传 播 的 平面 简 谐 波 表达 为 


yy》 三 0, 2sin | 3x| 一 三 | | 
由 zx 一 zz? 一 lm 处 质 元 的 振动 方程 


yz 二 0. 2sin| 37Xt 十 | 


可 知 
3rv1_ ,i ln—l 
v 8 8 
24 
也 167 一 1， (n= 1,2,3, ) 
Tw 一 37Xs 1， yy 一 一 1.5s™! 
2X 

了 _ ... 
A 二 ， 一 en 二 了 (ma) (n 1 2，3，…) 


yz 一 JJ 一 4， 2sin| 37rt 十 | 一 0. 2Sin3rrt 


yz 入 一 0. 6rcos1 3xt 十 亚 一 0. 67COS3XL 


3Xt 十 | 十 0. 6xcos (3Nnt 一 区) 


一 QQ. ncos 


Fo | 一 
oo | 


| y， 一 Yi | max = 2 X 0. Gnsin| 
— 1. 92xsin Te 一 0.234m/s 
3.3.4 一 平面 简 谐 波 以 50m/s 的 速率 沿 
X 负 方 向 传播 ,在 上 =1s 时 的 波形 如 图 3. 37 所 
示 , 写 出 此 波 的 运动 学 方程 ,并 画 出 t==1s 时 各 


.9 
图 3. 37 质 元 的 宁 -zx 图 ， 


+ 202 。 力学 (上 册 ) 


解 ”从 图 3.37 上 可 看 出 ， 
4 一 10onm = 0.0lm,A4= 2 Xx 10 = 20m 
已 和 若 v 二 50m/s 


一 2.5S-1， w= 2Nny = 5Ans™ 
波 的 运动 学 方程 为 


yy 一 0. 0lcos 5z| 十 底 


d 
十 a | ,a 待定.t=1s 时 ,在 z=0 处 ,y=0.005m, 守 >>0 
0. Olcos (5 十 a) = 0, 005 


57 十 wa = arccos pr 十 一 3 十 2nn 
因为 -二 一 小 05xsin(5Xx 十 a) 之 0 
一 1 
可 见 ,5x 十 “在 第 四 象限 
57 十 a 一 一 十 27X 
_ 2 
3 
此 波 的 运动 学 方程 为 
_- XI ,2 | 
y 二 0， Olcos| 5z| 十 | 十 3 天 
2 人 BE 二 于 | 十 2 1 | 
7 = 0. 05xcos| 0 3 7 Tt 十 2 7 
A 
二 0， 05xcos| | sz| 十 过] 十 < | 
0y 
名 /(m/s) :一 1s 时 ,各 处 质 元 的 地 为 
四 dy 区 了 
0439 也 一 0. 057cos 107 十 57 十 GT 
0 加 Ax T| 
0. O05Acos 107 十 


宅 -x 的 示意 图 如 图 3. 38 所 示 

3.3.5 一 根 均 匀 的 长 弦 线 , 线 密 度 为 
0. 02kg/m, 被 50N 的 力 拉 紧 , 弦 线 的 一 中 一 0 
做 简 谐 振动 ,振幅 为 0.02m ,周期 为 1s ,t= 二 0 时, 位移 y 为 0， 0lm, 空 为 负 什 . 写 出 癌 z 正 
方向 传播 的 简 谐 波 的 运动 学 方程 . 

解 7 一 0.02kg/m,T 了 .=50N 


图 3. 38 


A _ 
一 27S 一 : 


4 一 0.02m,，7 = 1s,% 一 所 
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| 0 
— 一 一 一 MO —1 
U 7 TI 


y 一 0， 0zcos| 2r| 一 三 十 a | 


gm 
3 0. 02 »。 2Xxsin| 2xit 0 十 aw 


由 t=0 时 zx=0 处 y=0.01m, 字 <0, 可 写 出 下 列 两 式 ， 
0. 02cosa = 0.01 
一 0. O04dNnsine < 0 


并 


axa 在 第 一 象限 ,a 二 一 
十 到 | Cm) 


所 以 Vy 二 0， 02cos| 2x| :一 苦 | 3 


3.3.6 一 脉冲 从 长 弦 线 的 一 端 行进 至 男 一 端 , 需 时 0. 1 秒 , 弦 线 跨 过 一 滑轮 后 葵 一 
质量 为 弦 线 质量 100 们 的 重 物 , 问 弦 线 的 长 度 多 大 ? 


Lo 一 Mg Mi = 1007,7 = 00 


Vz AN / Tooi = Y 1008! 


1 = wt= M100glt ,= 100gl * £? 
所 以 {= 100gt? = 100 x 9.8 Xx (0.1) = 9.8m 

3.3.7 在 拉 紧 的 弦 线 上 传播 一 个 脉冲 : 

p’ 
YX) ry 
其 中 ax 均 为 正 值 常量 , 问 : 

(1) 此 介质 是 色散 介质 吗 ? 说 明理 由 ， 

(2) 该 脉冲 速率 多 大 ? 方 回 如 何 ? 

A3) 弦 线 上 z=:¢ 处 质 元 在 t= 二 1 时 的 振动 速度 . 

解 ” 4) 此 介质 是 无 色散 介质 ,对 于 色散 介质 ,不 同 频率 的 波 在 其 中 传播 时 有 不 同 的 
溉 速 . 一 个 脉冲 是 由 频率 连续 变化 的 无 数 不 同 频率 的 简 谐 波 合 加 而 成 的 ,由 于 不 同 频率 
多 波 滤 速 不 同 ,网 莹 时 间 的 推移 ,脉冲 形状 将 发 生变 化 . 而 在 无 色散 介质 中 传播 ,脉冲 的 
形状 是 不 贿 时 间 变 化 的 . 

今 上 时 药 脉 冲 的 形状 为 

pb 
YX) TB ar | uy 


在 t=0 时 ,脉冲 的 形状 为 


3 


0 
YX,0) = 二 (ax) 


。204 。 力学 (上 册 ) 


pp’ 
二 0 处 ， y(0,0)=6,， 二 士 a， > pp 
p’ 
在 1 时， YX, TT aT 
ut ut 
XT 二 一 一 处 ， y| — 上 一 0 一 VC001) 
r= 一 于 上 a 处 ， 
Uw 
f pp bp’ 
y| 一 坚 土 awt| 一 一 7 一 7 一 人 CC 士 wy 0) 
a 天 十 | < 下 十 oj| 十 ai a“ 十 b 


y| — 土 Cc,t| 二 y( 土 c,0) 


这 就 说 明了 在 传播 过 程 中 ,脉冲 的 形状 保持 不 变 ,介质 是 无 色散 的 . 群 速 us 与 相 速 w, 是 
相同 的 . 
(2) 相 速 是 相位 的 传播 速度 ， 


az 十 让 一 名 量 
dz 比 
di a 


负 号 说 明 脉 冲 是 向 zx 负 方 向 传播 的 ,速率 为 一 . 其 实在 (1) 的 解答 中 已 能 得 出 此 结论 . 在 


到 的 速率 向 z 负 方 向 传播 的 . 
(3) 弦 线 上 x=0 处 质 元 的 振动 速度 为 
9y (xz,t) _ dy(0D 人 | b’ 20ut 
at 0 dz dt BE + wut’ (b’ + wt ): 
t 一 1 时 ， 
Gy (Tt) 20 


af lo (b+) 
3. 3.8 ”在 两 端 固定 长度 为 100m 的 纺 线 上 ,有 一 如 图 3. 39 所 示 的 脉冲 以 40m/s 的 
速率 向 右 行 进 , 旦 保持 其 形状 不 让 ， 


40m 60m 
0.1m 
im im # 
图 3. 39 


(1) 定性 地 画 出 在 脉冲 处 于 图 示 位 置 时 弦 线 各 质 元 的 振动 速度 的 轮廓 图 ， 
(2) 近似 地 估算 弦 线 质 元 的 最 大 振动 速度 ; 
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(3) 符 弦 线 总 质量 为 2kg , 弦 线 中 的 张力 有 光大? 
解 ”(1) 在 图 示 时 刻 , 强 线 各 质 元 的 振动 速度 为 
0 0 之 工 世 39 


ay Jj—v 39 二 工 世 40 
9t v 40 二 z 碌 41 
0 >41 


lm lm 
< 
: : 
40m oe0m 
0 x 
图 3. 40 


(2) 弱 线 质 元 最 大 振动 速度 就 是 (1) 问 解答 中 的 ww, 图 3. 41 用 实 线 和 虚线 分 别 表示 : 
时 刻 和 :十 At 时 刻 脉 冲 的 位 置 . 


脉冲 传播 的 速率 为 40m/s,4B 一 40 。 Ai 4 
AC = vAt 人 、、、 
D E 
AABC ~ AADE 4 一 车 
图 3. 41 
vAt 01 », 本 
Bj 二 ;U40X0.1=4m/s 


/全 
(3 ) Ug = Up 一 了 一 


To 一 7 一 下 于 一 (40)2 


100 

3.3.9 一 个 对 称 的 三 角形 脉冲 在 弦 线 上 沿 x 正方 向 运动 ,其 最 大 高 度 为 0. 4m, 全 
长 为 1. 0m , 波 速 为 24my/s ,在 上 一 0 时 ,整个 脉冲 位 于 x=0 至 z=1m 之 间 . 画 出 z= 一 lm 
处 质 元 振动 速度 随时 间 变 化 的 曲线 . 

解 ” 根 据 题 意 ,t=0 时 ,脉冲 的 波形 图 如 图 3. 42 所 示 ， 


04|--- 8 
质 元 的 振动 速度 为 坟 ， 
0 


= 32N 


02 | x/m ay 0.4 
dy _ 0.4 0 
py 0. 5 X 24 19. 2m/s 
图 3. 42 在 0. 0208s 志 :过 0. 0417s 期 间 
Dy 19. 2m/s 


ot 
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在 t+ 过 0 及 t 宇 0. 0417s 期 间 


zx 二 1m 处 质 元 的 振动 速度 随时 间 的 变化 曲线 为 
不 连续 的 四 段 直 线 , 如 图 3. 43 所 示 ， 
3.3.10 气体 或 液体 的 压缩 系数 定义 为 下 一 


Yd ' 这 里 一 dV 是 压强 增加 dp 时 的 体积 减 小 量 ， 
标准 状态 下 空气 的 压缩 系数 比 水 约 大 15000 倍 ， 


声波 速度 公式 vw 二 一 ， 
(1) 推导 声波 速度 公式 后 其 中 2 是 质量 


/(mys) 


密度 ， 

(2) 在 标准 状态 下 ,空气 中 的 声速 约 为 330m/s ,水 中 的 声速 约 为 1470m/s ,假设 水 是 
充满 了 微小 气泡 的 混合 物 , 微 小 气泡 仅 占 总 体积 的 1% (忽略 由 气泡 引起 的 混合 物 的 密度 
和 纯 水 的 密度 之 间 的 差异 ) , 求 混合 物 的 压缩 系数 ,再 求 混合 物 中 的 声速 v 值 ,并 与 纯 水 
或 空气 中 的 声速 v 值 相 比 较 . 

解 〈1) 考 虑 一 维 问题 ,考虑 x~x 十 dz 段 质 元 ,传播 声波 时 ,两 端 分 别 位 移 到 x 十 y 
和 zz 十 dz 十 y 十 dy 两 端 压强 分 别 为 po 十 (dp); 和 po 十 (dp)ztaz; 其 中 po 是 平衡 时 的 压 
强 , 设 截面 积 为 5. 


| 一 一 一 一 
D+(dp):+dx 


站 xtdx xtdxty+tdy 


国 3. 44 
该 质 元 受到 向 右 的 六 为 
[2 十 (dp)s]S — [po 十 (dp)strar]S 


一 
其 中 用 了 压缩 系数 的 定义 :k= 一 赴 95 ,dp 一 一 训 宁 
该 质 元 的 加 速度 为 号 % ,由 牛顿 运动 定律 
pSdz oY 一 工 Sy¥sdz 
机 一 pk 2 一 0 


可 见 声波 速度 为 
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v 一 一 一 


Vkp 
注意 :这 里 定义 的 压缩 系数 是 体积 弹性 模 量 的 倒数 . 
(2) 对 于 混合 物 


k= 一 二 时 | 
Vdp VYV dp dp dp 

1 二 | 一 下 1 

-二 [如 | — V, dp 十 VV。 V, dp = Wy Vik! 十 了 zz) 


设 Vi 是 混合 物 中 气泡 的 体积 ,V 为 混合 物 中 纯 水 的 体积 ,全 一 0.01, 们 一 0.99, 必 一 
15000&，， 
k= 0.01& 十 0.99k, = (0.01 x 15000 十 0.99 x 1)&; 一 151A， 
在 混合 物 中 的 声速 
v= -1 -| wx 0 一 120m7s 
-大 本 - i 147 120m/ 

比 在 水 中 的 声速 1470m/s 和 在 标准 状态 下 空气 中 的 声速 330m/s 都 小 . 

3.3.11 〈1) 写 出 在 弦 中 传播 基 波 的 频率 与 弦 的 物理 性 质 . 几何 性 质 的 天 系 ; 

(2) 从 牛顿 运动 定律 出 发 ,分 析 一 小 段 纺 所 发 生 的 变化 导出 上 述 关 系 ， 

解 ” (1) 设 v 为 在 弦 中 传播 的 基 波 频率 ， 
1 /i 
2l 7 
其 中 /为 弦 线 长 度 ,T 为 弦 的 张力 ,7 为 纺 的 线 密度 ， 

(2) 考虑 弦 线 位 于 z~z 十 dz 段 质 元 ,如 图 3. 45 所 示 , 受 到 的 外 力 有 Ti、T;, 分 别 是 
x 左 方 和 zx 十 dz 右 方 弦 线 对 该 质 元 的 作用 力 ,重力 与 人、 
T, 的 合力 相 比 可 忽略 不 计 . 

Tcosb 一 Tcosl 一 Tocos0 = 1o 

其 中 了 T。 是 弦 线 处 于 平衡 时 的 张力 . 

在 yy 方向 , 质 元 所 受 的 合力 为 

Tsin0, 一 Tising 一 Tcosbstan0: — Ticostitand 

一 人 (人 tanb0 — tang') 


9 
Ti 


i 二 


2 


工 十 dz | dx 


| 图 3. 45 
和 到 2d7 


由 牛顿 运动 定律 


dy _ 7 
二 0 
ar’ 7 Aaxr’ 
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io 
,5 
在 长 度 为 ! 的 弦 线 中 传播 频率 最 低 的 波 ( 基 波 ) 的 波长 4=21， 


zz 一 Ay 


在 弦 线 中 传播 波 ( 只 能 是 横 波 ) 的 波 速 


_v 这， 


3. 3. 12 声音 在 气 “ 体 中 的 这 度 由 下 式 计算 一 弛 基体 科 模 是 /各 

(1) 证 明 此 公式 的 量 纲 是 对 的 ，; 

(2) 此 公式 隐 含 着 认为 声音 在 空气 中 的 传播 是 准 静 态 过 程 ,但 从 另 一 方面 ,在 空气 分 
子 的 方 均 根 速率 大 致 为 500my/s 的 温度 下 ,空气 中 的 声速 大 致 为 340m/s, 那 么 这 种 过 程 
为 什么 能 够 是 准 静 态 的 ? 

解 〈1) 体 积 模 量 玉 的 定义 为 

Ap 一 一 大 oe 

准 静 态 绝 热 过 程 的 过 程 方 程 为 pv ==c, 其 中 7 是 定 压 摩尔 比热容 与 定 容 摩 尔 比 热 容 之 比 ， 
是 无 量 纲 的 量 ,c 为 常量 ， 

可 得 准 静 态 绝 热 体积 弹性 模 量 为 ==7Yp. 由 此 或 直接 由 体积 弹性 模 量 的 定义 可 见 ,& 
的 量 纲 与 压强 的 量 纲 相 同 . 

k=[Tp] = MLT-/L? = ML-IT-: 


1 个 一 ? py 
er 
(2) 是 否 能 用 准 静 态 过 程 近似 ,要 看 恢复 平衡 所 需 的 弛 瑰 时 间 z 是 否 比 此 过 程 中 外 
界 变 化 经 历 的 时 间 小 得 多 . 今 在 空气 中 传播 声波 这 个 过 程 当 然 不 是 严格 的 平衡 态 , 但 在 
局 部 可 以 看 作 近 似 处 于 平衡 态 , 声波 频率 从 20Hz 至 20000Hz, 就 变化 最 快 的 v= 
”20000Hz 的 声波 而 言 , 其 周期 了 =5X10 5s ,在 方 均 根 速率 为 500ms 的 温度 下 ,分子 碰撞 


频率 很 高 ,平均 自由 程 大 致 为 10-'m, 波 长 ,一 研一 玉生- 一 1.7X10-sm, 约 为 平均 自由 程 


的 10 倍 . 在 发 生 传播 声波 的 变化 一 个 周期 时 间 内 发 生 了 这 么 多 次 碰撞 ,可 以 说 ,恢复 平 
衡 的 弛 瑰 时 间 r* 委 声波 的 周期 了 ,因此 可 近似 认为 声音 在 空气 中 传播 是 个 准 静 态 过 程 . 

3.3. 13 者 有 下 述 两 列 波 在 介质 中 传播 : 

yi == Asin(57X 一 10t)， ys = Asin(4x 一 92) 

式 中 zx、y 以 米 为 单位 ,t 以 秒 为 单位 . 

(1) 写 出 合成 波 的 方程 ; 

(2) 求 群 速度 ze; 

(3) 求 出 合成 波 中 振幅 为 零 的 两 相 邻 点 加 的 距离 ; 

(4) 说 明 此 介质 是 否 是 色散 介质 ,说 明理 由 . 

解 ” (1) y= yy 
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一 Asin(5x 一 10) 十 Asin(4zx 一 9) 


一 2Asin| 方 (9z 一 196) jcos| Cz 一 2 


一 24cos| 二 (zx 一 D) jsin| 二 (9z 一 195) | 
(2) 群 速 vo 是 振幅 的 包 络 波 
24cos| 广 (t 一 | 


的 传播 速度 ,we 一 1my/s， 
(3) 合成 波 中 振幅 为 零 的 两 相 邻 点 间 的 距离 计算 如 下 : 设 同一 时 刻 t, 相 邻 的 振幅 为 
零 的 两 点 分 别 为 x1、xz2， 则 


1 3 
(Xt£) 一 pia 一 +) 一 7 
1 
2 (TX2 t ) 2 《2 1 ) 5 5 一 大 


LX = TY 一 TI 一 2 
合成 波 振幅 为 零 的 点 的 位 置 是 随 咒 河 变 化 的 ,可 两 相 邻 的 振幅 为 零 的 点 间距 离 不 随时 间 
变化 ， 
(4) 此 介质 是 色散 介 贰 , 攻 为 在 其 中 传播 的 两 列 波 y1、yz 是 具有 不 同 频 率 的 两 列 波 : 


ww 一 10s-l,ow? 一 9s-1. 它们 的 法 播 速 度 订 和 癌 jos 袜 = 2ms™!,v,= 一 2. 25ms-!. 合成 波 
的 波形 随时 间 发 生态 比 . 从 人 4) 问 所 得 竟 表 达 式 也 可 作出 此 结论 . 


3.3. 14 ”两 个 不 同 的 音义 在 完全 相同 的 两 段 长 绳 上 产生 稳定 的 简谱 波 ,振幅 4 一 
244, 波 长 入 二 性 入 . 设 绳子 除了 与 音叉 交换 能 量 外 ,不 与 其 他 物体 交换 能 量 . 求 两 音 又 给 
予 绳子 的 平均 功率 之 比 ， 
解 ” 设 绳子 的 截面 积 为 5, 体 密度 为 p, 线 密度 为 7, 则 ?一 6S 
P=1S= 方 poz4znS 一 BA’ 
两 强 完 全 相同 意味 着 7 相同 ,绳子 张力 T 相同 ,因而 波 的 传播 速度 v 相同 . 
今 两 音叉 产生 的 两 列 简 谐 波 , 波 长 不 同 ,而 波 速 相同 ,可 见 频率 是 不 同 的 ， 


pp 


3.3. 15 一 正弦 式 空 气 波 沿 直径 为 0.14m 的 圆柱 形 管子 的 轴 同 传播 , 波 的 强度 为 
9.0X10-3Jjm2:。s, 频 率 为 300Hz , 波 速 为 300m/s, 求 : 

(1) 波 中 平均 能 量 密度 和 最 大 能 量 密度 

(2) 每 两 个 相 邻 质 元 同 振动 相位 面 闻 的 区 域 中 含有 的 机 械 能 . 
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解 ”(1) - 9. 0X 10— 
最 大 能 量 密度 ex 二 2e= 二 6. 0X10-5J]/m 
(2) 相 邻 的 质 元 振动 同 相位 面 间 区 域 的 总 机 械 能 为 


1 = 二 1 也 
=e 1 太一 上 上 i Td ， 


— -5 。 工 2 300 _ -7 
3.0X10 70.14) 300 = 4.62 x 107(]) 


3.3.16 一 波源 以 3. 5X10‘W 的 功率 发 射 球面 电 磁 波 ,在 某 处 测 得 该 波 的 平均 能 量 
密度 为 7.8X10-5J/jms, 求 该 处 离 波 源 的 距离 . 电磁 波 的 传播 速度 为 3. 0X 10sm/s. 
解 P=4rxrelr)v 


/PF _ | 3. 5X104 
dxelr)v V4rX7.8X10 x3.0Xx10 


—3.45X10‘(m) 
3. 3. 17 两 列 平面 简 谐 波 


y1 一 4icos| w| 一 三 | 十 a | 


y2? 一 4scos| ws| 一 三 十 ge | 


同时 在 同一 介质 中 传播 ,分 别 讨论 mw 天 及 二 ws 两 种 情况 下 波 强 是 否 等 于 两 波 分 别 
捍 独 传播 时 的 波 强 之 和 . 


解 y= yy 
一 4icos| lt 一 三 | 十 a | 十 Ascos| ww| 一 三 | 十 a | 
2 一 一 4iwsin| w| 一 一 十 a |— Aswssin | ww tC— 一 十 a 
2 

| 一 Afsin’ [oo [ 1 一 三 | 十 a | 十 Agesin’ | ws| 1 一 三 | 十 a | 

ot VU U 

. ba . ba 
十 2A1Aswwsin | w| 一 三 十 a |sin| ol 上 一 了 十 a | 


Afat 1 一 cos2 | ol 一 三 十 a | 


和 


一 AiAzwiw {cos| Co 十 oz 一 一 十 al 十 a 
一 cos| Co 一 oa 一 三 | 十 al 一 a | 


一 0 十 | | 全 | de ,其 中 = 是 Ti、Ts 的 最 小 公信 数 ， 
当 wl， 时 ， 
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工 [sos| Co + eol 一 三 + ataldt— 0 
二 | cos| (mw -一 | -一 三 十 al 一 gs |dt 一 0 
= 一 pA 四 


T= ev = 六 Choi 十 pL 二 了 十 并 


当 w 一 ws 时 ,上 述 四 个 余弦 函数 的 积分 中 ,前 三 个 仍 为 零 ,第 四 个 不 为 零 ， 
] 


。 
z| cos(al 一 ay)di = cos(al 一 Q,) 
0 


1 
2 
1 二 Ev ~ 一 了 十 1, 十 AiA,wvcos (a -一 Q, ) -二 了 十 1, 


多 —Aicos| ol 一 三 | 十 a |+ 4:| ol 一 三 | 十 a | 


e 一 让 pAiwi 十 四 十 AiAzwicos (a 一 az) 


t 
一 Acos ol 一 三 | 十 a 
由 振幅 矢量 法 (参看 图 3. 46) 求 4， 
4 一 [4 十 43244cos(al 十 不 一 0) 
一 [4 十 4 十 244cos(ai 一 ap ) | 


7 一 六 04zoz 


一 了 十 了 十 Ai1Aywvcos(al 一 az) 

3,4 ”边界 效应 和 干涉 

3.4.1 设 反射 波 的 振动 方向 仍 保持 入 射 波 的 振动 方向 , 若 介质 的 杨 氏 模 量 值 为 切 变 

模 量 值 的 3 倍 ,试用 惠 更 斯 原理 求 出 一 列 纵波 的 反射 波 是 一 列 横 波 的 入 射 角 以 及 一 列 在 

入 射 面 内 振动 的 横 波 的 反射 波 为 一 列 纵波 的 入 射 角 (不 考 瑚 这 样 的 入 射流、 反射 波 能 否 
遵从 波 的 合 加 原理 的 问题 ). 

Ji 二 | 让 
解 ”纵波 波束 mY , 横 波 波束 人 ,其 中 YN 分 别 是 杨 氏 模 量 和 切 变 模 量 


一 3N 人 NMN， 贡 一 人/ 37 
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先 考 虑 入 射流 是 纵波 、 反 射流 是 模 波 的 情况 ,由 于 按 题 设 , 入 射 波 的 振动 方向 在 反射 时 保 
持 不 变 , 则 入 射线 必须 与 反射 线 相 垂直 , 考虑 图 3. 47 中 两 条 入 射线 1 和 2, 当 入 射线 1 到 
达 两 种 介质 的 界面 (图 中 4 点 ) 时 ,入 射线 2 到 达 B 点 ,尚未 反射 . 当 入 射线 2 到 达 界 面 
(图 中 C 点 ) 时 ,在 4 所 先行 反射 的 反射 线 1 到 达 图 中 瑟 点 ， 


图 3. 47 


4 与 入 射线 垂直 , BC 与 反射 线 王 直 ,入 射线 要 与 反射 线 王 直 ,.. 4B_| BC, 由 惠 更 
斯 原理 ,BC 是 反射 线 1 到 达 B 点 那 时 刻 在 界面 上 从 4 点 到 C 点 先后 发 生 的 子 波 的 波 前 
的 包 迹 ,BC 与 图 中 所 男 的 圆 相 切 

反射 线 从 4 至 B 经 历 的 时 间 也 是 入 射线 2 从 B 至 C 经历 的 时 间 . 设 此 时 间 为 At， 
则 

AB = vAt, BC = vAt 
因为 四 = 3 wv, 所 以 BC=~v 34B 
入 射 角 


i 二 ABAC = arctan 5 一 arctan V3 一 


用 同样 的 方法 考虑 入 射 波 是 横 波 、 反 射 波 是 纵波 的 情况 ,可 得 入 射 角 1=30”. 

3. 4. 2 ”有 一 稀奇 的 现象 , 当 风 从 声 源 向 观察 者 吹 时 ,人 们 偶而 听 到 来 自 远方 的 声音 ， 
惊人 的 清楚 

(1) 说 明 这 个 现象 不 能 用 " 随 风 而 来 ”来 解释 , 即 均 匀 的 风速 不 能 说 明 这 个 现象 ; 

(2) 吹 遍 地 面 的 风 , 有 一 垂直 的 速度 梯度 ,在 地 面 附近 可 近似 表示 为 w=ky, 这 里 y 
是 离 地 面 的 高 度 ,k 是 常数 . 对 于 给 定 的 & 值 和 声速 v,, 计 算 顺 风 时 出 现 声 强 最 大 增强 处 
离 声 源 的 距离 *; 


提示 :可 以 假定 声波 线 遵循 下 列 轨道 ,y==hsin 一 


(3) 人 们 还 注意 到 ,甚至 在 无 风 时 , 声 音 在 湖面 上 传播 也 有 增强 现象 在 这 种 情况 
下 ,将 发 生 什 么 ? 

解 ”(1) 若 是 声音 “ 随 风 而 来 ”, 则 在 风 经 过 的 地 方 都 应 能 清楚 地 听 到 声音 ,不 可 能 出 
现 只 在 某 处 特别 清楚 的 现象 . 这 一 现象 可 用 声波 的 折射 得 到 解释 . 由 惠 更 斯 原理 可 知 ， 
当 波 过 到 不 同 波 速 的 分 界面 时 , 波 线 的 走向 要 发 生变 化 . 这 种 情况 也 可 以 在 单一 介质 内 
发 生 , 例 如 ;气体 中 的 声速 与 温度 有 关 ,wccw/T ,如 气体 中 存在 温度 梯度 ,在 气体 中 传播 
声音 , 波 线 可 能 发 生 弯 曲 ; 再 如 ;介质 处 于 运动 之 中 ,不 同 部 分 具有 不 同 的 速度 ,也 会 发 生 
折射 . 在 地 球 表 面 附近 的 空气 中 , 温度 梯度 .速度 梯度 都 可 能 存在 . 梯度 的 正人 负 号 不 同 ， 


第 三 章 振动 和 波 。， 213 ， 


声波 可 能 同上 弯曲 远离 地 面 ,也 可 能 向 下 弯曲 , 先 远离 地 面 后 又 转向 地 面 , 在 后 一 种 情 沈 
下 ， 吏 会 出 现 声音 在 相当 远 处 可 闻 度 比 别 处 ( 稍 近 或 稍 远 处 ) 更 高 的 现象 . 

(2) 设 w 表示 无 风 时 的 声速 ,也 是 地 面 处 (y= 二 0) 的 声速 ,v 表示 风速 , 则 w 也 是 在 
的 运动 的 介质 参考 系 中 的 声速 ,对 静 参 考 系 , 声 速 为 v, 十 v. 由 折射 定律 ， 
其 中 vw,v; 分别 是 从 介质 1 进入 介质 2 的 波 在 介质 1 和 介质 2 中 的 波 速 ,i 和 +r 分 别 是 入 
则 角 和 折射 角 . 

这 里 只 有 一 种 介质 ,但 由 于 介质 是 运动 的 ,在 地 面 以 上 ,有 一 垂直 的 速度 梯度 v= 二 ky’、 
y 为 离 地 面 的 高 度 . 

根据 提示 , 画 出 波 线 的 轨道 如 图 3. 48 所 示 , 由 折射 定律 ， 


vs + vsing sing 


vs 二 (vdv)sin(0 + do0) sin(d + d9) 
注音 ;风速 是 沿 x 方 问 的 ,vv 十 vsin86 是 以 98 角 入 射 
时 对 静 参 考 系 的 声速 ,其 中 w 是 相对 声速 ,zsinb 是 
牵连 声速 . sin (6 十 d06) 二 sin6 十 cos6d0 十 … ,只 保留 
一 级 小 量 , 可 得 


dv dsing 
vs sin’6 
由 v= 二 ky’ ,dv 二 2kydy ,将 上 式 改 成 
YY 一 CD 图 3. 48 
Us sin’6 
设 在 y=0 处 入 射 角 为 0。. 显然 , 当 9 一 一 时 ,y 一 ,达到 最 高 点 
[ 2kydy F cosbdb 
0 Us 0 sin’6 
k,, 1 
VU 4 一 sing, 
自 所 示 的 假设 , 波 线 轨道 方程 为 
XX 
y= hsin 。 
cotl 一 dy 一 Ah os ~ 
dz 5S 5S 
] 7 h » AX 
“p= Ml coty = 1 十 | 他 cos 一 


y 一 0 计 ,z 一 0,0 一 0 ,代入 上 式 ， 


1 Arh” 
sin0， | 1 十 | 到 
2 
ep 1 十 | 屯 | 一 1 
如 $ 
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解 出 二 一” 
Vk(2v. kh’) 
或 NU, ATU, 
写 $5 二 一 一 一 一 一 一 一 
Ru | 1 十 l VV kvs(l+tcsct,) 
sinC 


(3) 由 于 水 的 比热容 比 空 气 的 大 ,在 日 天 ,湖面 以 上 在 一 定 范围 内 温度 是 递增 的 , 气 
体 中 的 声速 与 温度 的 平方 根 成 正比 ,因此 声速 也 是 由 湖面 同上 递增 的 ,这 样 的 速度 樟 度 ， 
声波 连续 折射 导致 波 线 向 下 弯曲 ,将 发 生 与 (2) 问 所 述 的 类 似 现象 . 在 夜晚 ,情况 相反 , 波 
线 问 上 弯曲 ,不 会 出 现 与 (2) 问 类 似 的 现象 . 

3. 4. 3 当 平 面 简 谐 波 垂直 入 射 于 两 种 介质 的 界面 时 ,证 明 : 对 于 没有 耗 散 和 吸收 的 
无 色散 介质 ,在 任何 时 刻 ,入 射 波 的 没 强 等 于 反射 波 的 波 强 和 透射 波 的 小 弄 之 和 ， 

证 明 以 分 段 均 匀 的 . 治 过 轴 放 置 的 长 防线 为 例 ,z<0 处 , 线 密度 为 Ji5z 二 0 处 , 线 
密度 为 7. 在 z= 二 0 处 相 接 , 弦 线 张力 为 To,, 横 截面 积 均 为 S. 

入 射流 ;yi 二 Acos (wt 一 kk1x)， 和 一 二 

反射 渡 ;y' 1 二 Becos (wt 十 Rix 十 Qa1) 


透射 波 : yz 二 Ceos (wt 一 x 十 az)， 二 一 


U2 

fT, [To 
Uy 一 一 本 也， -一 一 一 
1 7 


y1 十 yy 1 一 ys( 强 线 连 续 ) 


在 zx 一 0 处 ,满足 边界 条 件 : 


一 Te 2 六 二 YT。 一 0( 作 用 于 z 点 的 合力 为 零 ) 
即 A+B=C 
4 BC_， 
UI VU] U, 
可 解 出 B= toh C=7 A 
T= owAv, 1 = ow Bw) 


1;, = 7 pwc 


其 中 p= 汪 ,p= 也 


= 二 +1 
又 成 立 , 必 须 有 pm 十 DC v= p11A mn 
1 — 
因为 UO 了 ,两 段 弦 线 ,To5S 相同 ， 
I je 


2 _. 2 
， 或 Piv? = Povs 


Us 1 
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VU» 一 v1 


7 


OBE 十 pC v= pi 


一 < 4vs 
— py A? | 也 2 Ul C2U2 ， 2 | 
1 V1 十 v， piv1 (wi 十 V2) 
和 2 2 Avs 
一 4 号 v2 一 Cl A1v1 “2 | 
A vl 十 vv Oi1v1vV。 (vi 十 站) 
(VU, 一 V1) 4v1v， | 
_ 2 C2 “17 2 
加 OA | 让 十 Do 下 (zi 十 va ) OA “1 
所 以 f= 了 Ti 十 并 


3. 4.4 ”两 根 连 在 一 起 的 弦 线 , 线 密度 分 别 为 和 7,, 设 想 有 一 波 从 弦 线 2 同 弦 线 1 
传播 , 设 入 射 波 方程 为 
ya 一 4cos(ot 一 k,x) (XZ < 0) 
边界 位 于 x 一 0 处 . 试 分 别 求 出 于 一 才 和 天 一 9 时 的 反射 波 、 透 射 波 的 数学 表达 式 
解 上 题 从 介质 1 向 介质 2 入射, 这 里 相反 ,因此 用 上 题 结 果 时 , 脚 标 1、2 需 对 调 ， 
反射 波 :y3 一 Bcos(ot 十 Erz)(z<0) 
透射 波 ;y1 二 Ccos (wt 一 k1x) (x 这 0) 


uv Nh VD, 


其 中 B= 

十 
的 2 7 十 人 7; 
LV)1 ZNVNY2 

C = 4 一 

V1 VNV7 

1 的 情况 ,B 二 4A,C-2 

mp 一 了 4 的 悄 沈 ,B 4:C 一 4 


ys 二 一 Acos (ct kz) 或 Acos (cut 十 六 ?并 一 元 ) 
2 
Y= "3 Acos (wt— kz) 


Vi 站 1 一 二 3 
, 9 的 情况 ,B > A,C=»A 


y= Acos (wtt kor) 
六 一 六 4cos (et 一 hz) 
3.4.5 一 列 波 从 线 密度 为 刀 的 弦 线 传 向 线 密 度 为 思 的 弦 线 , 在 连接 点 处 反射 波 和 
透射 波 振 幅 之 比 r+、 相 位 关系 与 71、7, 闻 有 何 关 系 ? 
解 ” 可 用 3. 4. 3 题 中 得 到 的 结果 ， 
NV 
vl 十 vv， Vn 十 


边界 条 件 z==0 处 , 波 位 移 汉 续 和 波 奈 昌 
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,|8|- IVa- Vr} J 
C 2 771 4 7 
当 7 有 这 1 时 ， 一 | | 
2 之 7 7 y ] 
272 _ 2 
7 (1 十 27) 
此 时 两 波 相 位 相反 ; 


当 7p<< 7 时 ， 一 [1- 加 
71 


此 时 两 流 相位 相间 . 


3.4.6 平面 声波 自 空气 中 垂直 入 射 到 水 面 上 , 求 振幅 反射 系数 全 和 振幅 透射 系数 所 


提示 ;空气 和 水 的 

解 入射 波 : 册 一 4cos(wt 一 包工 ) 
友 射 波 * | 1 — Bcos (wt Rr i 
透射 波 : yz 一 CCOS(Cowt 一 玉 2 和 十 az ) 


吗 连 续 . 
Yi yi1 一 VY2 


z pi1 = ps, p= 3 


其 中 天 为 介质 的 体积 弹性 模 车 . 


第 二 个 边界 条 件 改 写 为 


cy1 ay1 1- 9ys 
Ki x Ei ax =— A ox 


由 式 (1)， 


Acoswt 十 Bceos(wt 十 al) = Ceos(wt 十 ay ) 
Acoswt 十 Bcoswtcosa) 一 Bsinwtsina! 


一 Ccecoswtcosa, 一 Csinwtsina 


任何 时 刻 均 成 立 ,两 边 coswt、sinwt 的 系数 分 别 相 等 ， 


4 十 Bcosal = Ceosa, 


Bsina; = Csina, 


9 1) ay ，、 
体积 弹性 模 量 不 司 ,在 界面 处 ,J 一 他 的 边界 条 件 需 作 修 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 
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由 式 (2)， 
KikiAsinwt — Kk Bsin(wt a) = KRCsin(Cowt 十 a,) 
Kk Asinwt 一 Kik,Bsinwtcosa, 一 Kk,Bcoswtsina 
— K,k,Csinwtcosa, 十 KRCeoswtsina, 

两 边 coswt、sinwt 的 系数 分 别 相等 ， 

Kiki(A 一 Bcosa) — K,k,Cceosa, (5) 

— KikiBsina, 一 K,ksCsina, (6) 

式 (4)、(6) 是 关于 B.C 的 联 立 方程 组 ,B.C 有 非 零 解 ,必须 系数 行列 式 等 于 零 , 即 


sinQ) 一 Slna， 


— Kksina — K,k,sina, 
(— K,k, — Kiki)sinasina, = 0 
因为 Kk + Kk 天 0 
必 有 sinai = 二 0 或 sina? 一 0. 
再 有 式 (4) 或 式 (6) ,因为 B.C 均 不 为 零 ( 既 有 反射 波 , 又 有 透射 波 ), 则 sina 与 sinas 
中 一 个 为 零 的 话 , 男 一 个 也 一 定 为 等 .所 以 两 者 均 为 零 . 
可 取 as 为 0. 士 x. 不 同 取 法 ,影响 B.C 的 正 负 号 ,任何 一 种 取 法 都 可 以 , 今 取 = 
22 一 0， 
也 可 以 换个 讲法 作出 上 述 结论 ,把 式 (4)、(6) 看 作 关 于 sinal sinas 的 联 立 方程 ,因为 
其 系数 行列 式 
B 一 C 
_ KEB ~ KkC 一 (一 天 ;Rs — Kiki)BC 0 
(因为 三 个 因子 ,一 Ks&: 一 KKiki、B、C 均 不 为 零 ) 这 个 sina sinas 的 齐 次 方程 只 能 有 零 解 ， 
slnal = 0,， sitna 一 0 
将 a 二 0、as 二 0 代入 式 (3)、(5), 得 
A 二 B=C 
Kik(A— B)= K,k,C 


FE 


、 KK 
用 波 速 v= o 或 K= pv’ 及 k= 一， 


2 2 地 
B 人 pp 一 Can 
PP1vV1 十 p25; Pv! Tt Pav 
1 U2 
C 201V1 加 2 p11 
hed 2 Oct 十 Pp2v, 
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3.4.7 一 长 列 振幅 为 4 的 波 包 , 主 要 由 角 频 率 很 接近 wo 的 波 组 成 , 它 在 一 根 无 限 
长 的 线 密 度 为 7 张力 为 了 的 弦 上 传播 . 波 包 碰 到 弦 上 一 个 质量 为 m 的 小 珠 , 设 mg< 妇 7 


SSKA 
图 3. 49 
(1) 求 透射 波 振幅 ，; 
(2) 在 mr、w 很 大 的 极限 下 ,透射 波 振幅 与 we 有 何 关 系 ? 


解 (1) 沿 强 传播 的 波 满 足 波 动 方程 


zy THFy_, 
of2 7 dari 


由 十 /4L， < /7 
波 速 v= 六, 波 数 & 一 人 一 已 二 on T° 


频率 接近 于 wo 的 波 接近 于 平面 简 谐 波 , 取 弦 线 为 xz 轴 , 小 珠 所 在 点 为 < 二 0. 波 从 zx 
二 0 入 射 ,波动 方程 的 解 可 写 为 
y= 4eidz-eb 十 Be-idete (r+ 过 0) 
Ys— Ce “on (x > 0) 
其 中 A、B、C 分 别 为 入 射 波 、 反射 波 和 透射 波 的 “振幅 ”( 人 允许 为 复数 ,还 包含 有 相位 天 
系 ) ,| 已 |、 CI 是 反射 波 、. 透 射流 的 振幅 ， 
由 小 珠 所 在 的 zx 二 0 处 位 移 连续 ,BB 1 [2-0= Ys | .=o 得 
A 二 B=C (1) 
对 小 珠 用 牛顿 运动 第 二 定律 ,可 写 出 第 二 个 边界 条 件 ( 人 参看 
右 图 ). 


ma 一 -一 了 1Slnl 十 T,sing, 
ot 工 二 晶 
-一 Tcosg tang, 十 T',cos0,tang, 
__7T 9y2 
加 “ dz TT 二 作 + “ dx 二 0 
得 —mwC=—ikT(A—B)++ikTC 
加 oo 
A B— |1+ |)c (2) 
式 (1)、(2) 相 加 , 解 出 
C= i 
0 
“TT 
24 24 
Cl= 2 2,,2 
Pin mm wo 
4 | ET 4 nT 
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(2) 当 加 ew 很 大 时 ,|C1s 2 条 


3. 4.8 一列 简 谐 波 沿线 密度 为 7、 张力 为 T, 的 弦 线 从 右 和 人 射 , 被 套 在 竖 直 棒 上 的 无 
质量 小 环 反 射 , 如 图 3. 51 所 示 , 环 受到 的 摩擦 力 的 大 小 与 速率 成 正比 ,比例 系数 为 7. 求 


振幅 的 反射 系数 所 ,并 讨论 7>co 和 7>0 的 两 极限 情况 . 
解 入 射 波 : 一 4cos| wt 十 三 | y 


反射 波 ;y'1 一 Beos| o :一 二 +a | 
小 环 的 运动 学 方程 为 y 一 Ccos (wt 十 a) C > 
边界 条 件 ,x 二 0 处 ， 
y= yi 二 yi (1) 
ay 3 图 3. 51 
7 2 十 3 Ff (2) 


其 中 环 是 小 环 对 张 线 在 y 方 网 的 作用 力 ， 
对 于 小 环 , 因 小 环 无 质量 ,小 环 针 受 合力 为 零 , 用 已 . 表示 小 环 受 到 坚 直 棒 的 摩擦 力 ， 


Hm 9y 
“# “3 
弦 线 对 小 环 的 在 y 方 同 护 作用 力 为 一 ， 
一 已 十 已 -= 0 
\ ny 
所 以 Fi, = py 
式 (2) 可 改写 为 
gy] | yy9y 
T,| 剖 十 之 = 7 (3) 
由 式 (1) 可 得 


Acoswt 十 Bceos(wt 十 a) = Ceos(wt 十 wa) 
Acoswt 十 Becoswtcosa; 一 Bsinwtsina) 


一 Ccoswtcosa 一 Csinwtsina 


两 边 coswt sinwt 的 系数 分 别 相等 ， 
4 十 Becosal = Ccosa (4) 


Bsinal = Csina (5) 
由 式 (3) 可 得 


— 1, ~ Asinet 十 7。 一 Bsin(ot 十 al) = 二 一 YwCsin(wt 十 a) 


— To —Asinwt 二 10 ~ Bsinwtcosa! 十 了 0 了 coswtsina 
U 


—— yw sinwicosa 一 YYwCcoswrtsina 


两 边 sinwt、coswt 的 系数 分 别 相 等 ， 
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一 了 一 4 十 了 ~ Beosa 一 一 YwCcosa (6) 
TT, ~ Bsina 一 一 YwCsina (7) 
式 (5)、(7) 两 式 作为 sina .sinal 的 齐 次 方程 ,其 系数 行列 式 不 等 于 零 , 只 能 有 零 解 ， 
sina = 0， slnal 一 0 


取 a 二 0,ai 一 0, 代 入 式 (4)、(6) 得 


A 二 B=C 
toA+tpB-_ yc 
了 Y) VU 
解 得 有 = 关于 一 元 


A T+7wo’ A 了, 十 yo 
当 co 时 ,所 一 一 1, 这 是 固定 端的 情况 ; 当 Y>0 时 , 亏 =1, 这 是 自由 端的 情况 ， 
“3.4.9 若 上 题 的 小 环 具 有 质量 盖 , 环 与 坚 直 棒 间 无 摩擦 ,有 一 列 角 频 率 为 w 的 简 诺 
波 被 小 环 反射 , 求 振幅 的 反射 系数 气 及 与 入 射 波 的 相位 差 .( 设 mg<To)， 


解 入 射 波 ， 一 4cos| ol z+ 三 | | 
反射 波 ， yi=Beos|[ ol: 二 +a | 
小 环 的 运动 : y=Cceos (wt 十 a) 
设 下 为 小 环 对 弦 线 在 y 方 向 的 作用 力 . 
my 一 一 下 


由 上 述 两 式 可 得 一 个 边界 条 件 


一 ~ Asinewt 十 了 ~ Bsin(at 十 mi) 二 一 mw‘Cceos (wt 十 a) 


一 7 一 4sinof 十 To Bsinwtcosa 十 了 4 wv Beoswtsina 
v 
一 一 mw:Ccoswtcosa + mwCsinwtsina 


两 边 sinwt、coswt 的 系数 相等 ， 


一 了 了 ， 一 (4 一 Becosa) 一 mew’Csina (1) 


ww 。 
To —Bsing 一 一 MO2Ccosa 《2 ) 
U 


男 一 个 边界 条 件 是 
y= yi|zo 二 y'1|:-o 
Acoswt 十 Bceos(wt 十 al) = Ceos (wt 十 a) 
Acoswt 十 再 coswtcosal 一 Bsinwtsina) 一 Cceoswtcosa 一 Csinwtsina 


两 边 coswt、sinwt 的 系数 分 别 相 等 ， 
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4 十 Becosa = Ccosa (3) 
一 Bsina 一 一 Csina (4) 
由 式 (1)、(4) 消 去 Csina, 得 
— 1 ~ (A 一 Bceosa) = mw’ Bsina) (5) 
由 式 (2)、(3) 消 去 Cecosa, 得 
了 0 一 Bsinal 二 一 mw’(A 十 Bcosai) (6) 
式 (5)、《6) 可 改写 为 
Lo 一 | Tecosa, 一 mwsina|B=0 (7) 
UU U 
To . 
mwA 十 | Tesina, 十 mwcosa)B= 二 0 (8) 
A 了 关 0、B 关 0, 关 于 4、B 的 齐 次 方程 有 非 零 解 ,其 系数 行列 式 必 为 零 , 即 
了 0 | To . 
一 一 | 一 cosal ~— mwsina 
U 区 
一 0 
过 0 ， 
mw » Sina 十 WCOSQ) 
Lo Losina, 十 mrwcosal | 十 mol LoCosa, 一 mwsinga1| 一 0 
UVU\vU VU 
27 ymawv 
凶 tan 
由 式 (7) 得 
Lo 
B_ vv _ 1 
A 1 一 1 | QllC— tana 
COsSm 一 mwsina Cosa T, 1 
4Timowow (ou 十 了 9) 
sec al 一 1 十 tanoail 王 1 十 (zz2t2v2 一 TY) (zz2o2m2 — 了 27)2 
com 一 了 1 
cosal 一 I rT 7 
B 、 。 
将 cosai \tana' 代入 亏 的 式 子 ,经 计算 可 得 
e007) 了 ms _ T'on 
Ql 一 arccos| 2 2 72) = arCCOS | a7 + Ton 
Tmwv 2 Co) TT 
或 21 一 arctanl 一 7 一 7 了 2 一 arctan | < of 
7 UU 0 mw — Ton 


小 环 质量 不 为 零 时 , 虽 有 mg<To, 仍 不 同 于 自由 端 (自由 端的 结果 是 各 一 1,01 一 0) 
3. 4. 10 线 密度 为 7 的 一 根 长 纺 处 在 张力 T。 下 ,一 点 质量 m 附着 在 弦 上 某 一 点 ,从 
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左边 入 射 一 角 频 率 为 @ 的 波 沿 这 强 传 播 , 设 mg<To. 
(1) 计算 被 点 质量 m 反射 的 那 部 分 能 量 与 入 射 能 量 之 比 ; 


(2) 假定 点 质量 m 被 一 线 密度 为 了 (六 9)\ 长 度 ! 一 六 的 短 弦 代 替 , 固 定 m 值 不 变 , 变 
/和 7, 满足 什么 条 件 , 上 述 结果 能 近似 成 立 ? 
解 ” 沿 弦 线 方向 取 z 轴 ,点 质量 所 在 位 置 为 原点 ,向 右 为 正 , 则 入 射 波 的 表 运 式 为 
yi = Acos (wt — kx) 
设 反 射 波 和 透射 波 表达 式 分 别 为 
一 Bcos(wt 十 kx 二 ai) 
ya = Ceos(wt — kz 十 az) 
边界 条 件 为 在 x==0 处 ， 
2 十 1 一 Ja 


dg ,， 
TT = my 


Acoswt 十 Bcos(wt 十 al) = Ceos(wt 十 a,) 
— TkAsinwt + TokBsin(wt + ai) + TokCsin(wt 十 az) 一 一 mw’Cceos (wt 十 ay ) 
由 coswt、sinwt 的 系数 分 别 相 等 ,得 
4 十 Ecosal = Cecosa, 
Bsina) 一 Csina; 
TkBsinag + TokCsina, 一 一 mw’Ceosa, 

— TkA + TokBecosa + TokCcosa, = mow’ Csina; 
用 前 两 式 消 去 后 两 式 的 Ccosas、Csinas 

TkBsinag + TokBsina =— mw’(A 十 Becosal) 

— TkA + TokBcosa + Tok(A+t Beosal) = mow’ Bsinoa 


由 后 式 可 解 出 tana = 


mw 


， 1122co4 十 4Tok’ me 


2 ;CosSal 一 -一 一 一 一 
A/ mm’ ew 十 4T'sk’ 
由 前 式 得 


和 cosa mew’ 十 27 0Rtanal ) 


代入 cosai .tana ,经 计算 可 得 


mew’ 


Nm?wt 十 4Tsok’ 
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1’ BB’ mm” 0” 


Tip 


7 4: mw + 4T07 
当 质 量 m 被 线 密 度 为 7 ( 污 7) .长度 为 /一 也 的 短 弦 代 蔡 时 ,只 要 1<-4, 上 述 结果 能 近 
似 成 立 . 


_v_2x 2rx /io 
因为 4 一 一 一 7 


所 以 7 需 满足 的 条 件 是 /< | 一 


3.4.11 一 个 点 质量 mx 附 在 线 密 度 为 7、 张力 为 了 的 无 限 长 的 弦 上 ,同时 和 一 个 劲 
度 系数 为 & 的 弹 千 相连 ,并 受到 一 个 外 加 的 力 下 人 ) ,如 图 3.52 所 示 . 点 质量 运动 时 , 它 
在 弦 上 产生 一 个 起 始 波 . 


OQ 
Fn) 


图 3. 52 


(1) 求 质点 的 运动 微分 方程 和 弦 的 运动 方程 ， 

(2) 看 (4) 二 Focoswt, 求 辐射 到 弦 上 的 平均 功率 (不 考虑 瞬 变 过 程 ); 

(3) 如 果 没 有 驱动 力 , 点 质量 的 振动 将 训 减 掉 ,证明 它 与 弦 斐 合 引起 的 阻尼 等 同 于 一 
个 摩擦 阻力 f= 一 7Yv ,其 中 v 是 点 质量 的 速度 , 求 7 与 弦 的 参数 之 间 的 关系 ， 

解 (1) 弦 的 振动 由 下 列 波动 方程 及 边界 条 件 确定 : 


Ta <z< 
Gy T dy 
TI 0<r<o 


壕 界 条 特 ; yi 人 0,1) == ys(0,i) : 
1 OD 一 了 Sn 一 了 DD — ky 二 F(t) 
这 里 设 处 于 平衡 位 置 时 弦 是 水 平 的 ,yy、ys 和 y 均 以 平衡 位 置 为 零点 ,y 既 可 以 是 ,也 可 
以 是 ;,, 一 ky 是 作用 于 点 质量 的 弹簧 力 和 重力 的 合力 .T Ye 节 和 一 了 C0 中 分 别 是 
有 方 各 左 方 的 弦 对 点 质量 在 y 方向 的 作用 力 
yi1《z3t)、yza《X,t) 可 以 包含 各 种 频率 成 分 ,对 于 其 中 任 一 个 角 频 率 w, 设 


yi(TX,t) = 4cos| ol 十 三 | 十 a | 
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ys(X,t) = Beos [al 一 三 | 十 a | 
由 y1(0,t) = y2(0,£) ;和 A=B,al=a,=—=a. 


一 十 a |,y, 一 Acos| ol | 三 | 下 | 
其 中 oa/ 工 


在 回答 (2) 问 前 , 先 回答 (3) 问 、 


: rr 92 0,t) rr 91(0,1) 
(3) f(D)= TY TO 


y1 一 Acos [ol 十 


= sin Cot 二 a) 二 了 Ssin (ot 十 a) 


~ oT i Awsin(wt + a) 


二 
| 
一 一 2M 并 和 -2M 开 人 针 =-7Y 凶 
at dz dz 
所 以 7=2 /LTT 
(2) 当 FG)=Focoswt 时 ， 
， d 
m 2 一 一 ky 一 7 村 二 Focoswt 


为 了 用 有 阻尼 的 受 迫 振动 达到 稳 态 运动 的 公式 , 令 7 一 2m8, 即 P 一 5 , 稳 态 运动 为 


y= Acos(wt 一 0) 


Fo/m Fo 
其 中 4 一 -一 2 一 玫 -一 一 全 一 一 一 
mo mk) 十 47T oo 
+ | 
La 
0 一 arctan 2 人 一 arctan 2 7e| 
这 个 4 也 就 是 它 在 两 边 纺 上 激发 的 波 的 振幅 ， 同 左 、 右 两 边 传 播 的 波 在 x 二 0 的 初 相位 


a 一 一 多 
左 、 右 两 边 的 弦 对 点 质量 的 作用 力 为 一 2 4 和 ;反之 点 质量 对 两 边防 的 总 作用 力 
为 2 / 隔 亿 .在 :时 刻 ,点 质量 对 两 边 弦 所 做 的 功率 之 和 为 
P(t)2 v 歼 | 时 | 
达到 稳 态 运动 时 ,辐射 到 弦 上 的 平均 功率 为 
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on 
一 六 。2 VIT | Arwisin? (en 一 0)dt 
有/ 2 2 ,27T 2 2 VHTow VoT Fow 
~ 27 VIL 2 人 ww 7iAw = (ao — k)’ + 47T ow’ 
已 (也 可 以 用 下 列 式 子 计算 ， 
dy1(0,t) , dy1(0,t) dy, (0 ,t) dy,(0 ,£) 
FDL t { az at 
显然 这 方法 不 如 上 述 方法 简单 ， 


3.4.12 由 劲 度 系数 为 &. 原 长 为 a 的 非常 多 相同 的 弹簧 连结 的 非常 长 的 珠子 链 , 如 
图 3. 53 所 示 ,每 个 珠子 沿 x 方向 做 无 阻尼 振动 , 除 一 个 珠子 质量 为 mo。 外 ,其 余 的 质量 均 
为 m( 这 mo) ,不 计 强 赞 质 量 . 


-4 一 3 —2 一 ] 0 1 2 3 4 
天 4 K K 并 K 天 并 
天 Mi ni 1 图 ni i Mm nm 
Mio ~ 
图 3. 53 


(1) 求 在 远离 那个 特殊 的 珠子 处 传播 的 波 的 波 矢 和 和 角 频 率 之 间 的 关系 ; 
(2) 当 一 个 波 天 为 的 波 碰 到 这 个 特殊 珠子 时 ,反射 概率 多 大 ? 
解 (1) 题 图 中 给 每 个 珠子 标 了 号 ,n==0 是 那个 质量 为 mo 的 特殊 珠子 ,用 y, 表示 第 
n 个 珠子 偏离 平衡 位 置 的 位 移 ; 则 对 于 n 关 0 的 各 个 珠子 ,运动 微分 方程 为 
myn = klyntl 一 yo) 一 Rn 一 yi) = kynti — 2Yr 二 Ya-1) 


在 了 高 特殊 珠子 传播 的 波 , 可 表示 为 
yxyt) 二 Acos (wt 一 kX)( 同 文正 问 传 播 ) 
或 y(X,t) 二 Acos (wt 十 RZz)( 回 工 负 回 传 播 ) 


该 波 是 由 各 珠子 的 振动 的 全 体 组 成 的 ,z 为 各 珠子 处 于 平衡 时 的 x 坐标, 第 ”个 珠子 ,z== 
24( 取 ?一 0 的 那个 珠子 的 平衡 位 置 为 z 王 0) , 今 考虑 向 工 正 向 传播 的 波 . 
y(t) 一 cos(cot 一 kna) 
将 它 代 入 y, 满足 的 微分 方程 ,得 
— mw Acos(wt — kna) = K| Acos| wt — kn + 1)a| 
— 2Acos(wt 一 kna) + Acos[wt 一 Ra 一 1)a 
— K|2Acos(wt 一 kna)coska 一 2Acos(wt 一 kna) | 
— mw’ = 2K (coska — 1) 


w= (I 一 COSRa ) 
如 考虑 网 z 负 回 传播 的 波 ,也 得 上 述 关 系 . 
(2) 方法 一 : 现 考 虑 一 列 波 矢 为 上 的 波 从 左边 射 间 mo 
入 射 波 : Ynl—=Acos (wt— kna)no 
及 矣 波 : yn—=Bcos(wtitknata)no 
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透射 波 ya 一 Ccos(owt 一 Ra2Q 十 ao) 之 0 
合 起 来 写成 
Acos(wt 一 kna) + Beos(wt 十 Ra 十 ao) 7 所 0 
0 Ccos (of 一 kna 十 a,) 7 之 0 
边界 条 件 ;在 n= 二 0 连续, 即 
Acoswt 十 Becos(wt 十 al) = Cceos(wt 十 a,) 
Acoswt 十 Becoswtcosal 一 Bsinwtsina 
一 Ccoswtcosa, 一 Csinwtsina, 
由 两 边 coswt、sinwt 的 系数 分 别 相 等 ， 
A++ Bcosal = Ccosa, (1) 
Bsinal = Csina, (2) 
另 一 个 边界 条 件 来 目 关 于 特殊 珠子 的 运动 微分 方程 ， 
moyo = EK(y yy) 一 天 (3 一 3 一 大 (3y1 一 23yo y-1) 
将 yo 一 Ccos (wt 十 ay ) 
y1 一 Ccos(owt 一 Ra 十 ao) 
y_1 一 Acos(wt 十 ka) 二 Becos(wt — ka + a) 
代入 上 式 ,得 
— io Cecos(wt 十 ar) = K|Cecos(wt 一 Ra 十 ay) 
一 2Ccostwt 十 ar) 十 4cosfczt 十 ka) 十 Becos(wt 一 ka 十 ai) | 
将 cos (wi 十 9;) 攻 写 为 coswtcosas 一 sinwtsina,， 
cos (wt 一 ka 十 Qs) 波 写 汶 coswtcos (ka 一 Q;) 十 sinwtsin (ka— a,) 
依次 类 推 ,将 改写 后 的 上 起 两 边 coswi ,sinwt 的 系数 及 济 相等 ,可 得 
一 mowCcosa, 一 天 [Cecesfea 一 az) 一 2Ccosa 十 Acoska 十 Bcos(CRa 一 ai) | 
Mu2Csina，== 天 |Csin(ka 一 Qs) -FF 2Csina, 一 Asinka 十 Bsin(CRa 一 al)] 
也 将 cos (ka 一 @2) 等 作 上 述 那 祥 改 写 , 并 遍 式 (1)、(2), 可 由 上 述 两 式 得 到 
2Ksinka 
mow’ 一 2K (1 一 coska) 


2K(] 一 coska) — mow’ 
2K sinka 


tanal 一 


tana, 一 一 


用 (1) 问 得 到 的 wf? 一 2 全 (1 一 coska) ,上述 两 式 可 改写 为 
: 9Ksinka 


tana; 一 Cm 二 Mm) 
(Mm 一 m0) ws 
2Ksinka 


tana, 一 一 


(mo -一 Mm ) ew 


COSQ] 一 (1 十 tan2a,) -2 CO 一 
(mo 一 mm)wt 十 4K’sin’ka 


92Ksinka 


(mo — m)w 十 4K’sin’ka 


slnal = coOsaQ1 * tana! = 
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.2Ksinka 
COSQ, 一 一 一 一 一 一 
NV mo— mo) wt 十 4K’?sinka 
: (mm TT mo ) ow 


NV (mm — mo)w! 十 4K’sin:ka 
将 它们 代入 式 (1)、(2), 可 解 出 


B (7 一 一 no ) co 


二 = 一 一 一- 
NV (Ma 一 7122ood 十 4K’sin’ka 


反射 概率 为 

且 | = 

4 (m — mo)wt 十 4K’sin:ka 
代入 of 一 (1—coska) 
攻 2 (m 一 Mo) (1 一 coska)’ 
A (oa 一 mo)(1 — coska)’ 十 m’sinka 

方法 二 :用 复数 形式 表示 波 . 
入 射 该 ， 一 Ae *) <0 
反射 波 yn = Be ie) n 夺 0 
艇 射流 yn2 —= Ce ke) n 宕 0 


合 起 来 写成 
Aeil“-m) 十 Beice+tm nO 
Yn CeiCee 一 ta) 7 之 0 
注意 :这 里 的 A、.B.C 可 以 是 复数 ,与 方法 一 中 的 不 相同 ,BC 中 把 a、e 分 别 包含 在 内 . 
这 种 方法 更 简单 也 在 于 此 . 
边界 条 件 ,在 n= 二 0 连续 ,有 
Ae” 十 Be = Ce“ 
Bh A+B=C 
为 一 个 边界 条 件 是 由 
moyo = K(y— 2y++y—1) 
及 yo = Ce, y=—Ceie he) 
y_, = Aei(*+h) 十 再 eic 一 如 ) 
获得 ， 
一 mow’Ce™” = K[Ce'”™® — 2Ce™ + Ae'“t+%™) 十 Bee te ] 


将 一 < 人 (1 一 coska) 及 C= 4 十 瑟 代 入 ,经 整理 后 解 得 


至 (mo — mm)(] 一 coska) 
A m(l]—e*)— m,(l— coska) 
本 一 | Go 一 ml 一 coska) | 
A la(] 一 cos&a 十 isin&a) — mo,(l1 一 coska) 
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(mm — mo) (1 一 coska): 
(9 — mmo) 一 cosRa) -+ m’sin’ka 
如 波 从 右 方 入 射 , 也 同样 可 以 得 到 相同 的 反射 概率 . 
3.4.13 一 质量 为 m、 原 长 为 /的 弹簧 ,其 劲 度 系 数 为 k. 弹簧 的 一 端 固定 , 另 一 只 系 
一 质量 为 M 的 物体 ,水 平 放 置 . M 在 光滑 的 水 平面 上 运动 . 
(1) 导出 该 系统 纵 问 振动 的 波动 方程 ， 
(2) 求 出 作为 m 的 函数 的 最 小 简 正 频 率 . 这 里 M 和 上 都 是 有 限 的 , 且 mM. 
解 (1) 设 弹簧 的 截面 积 为 S, 弹 筑 伸 长 量 为 Ag 时 ,两 器 作用 力 为 下 , 则 


F_yAl 
S L 
其 中 了 是 弹簧 的 杨 氏 模 量 
义 站 一 &AL 
两 式 比较 ,可 得 杨 氏 模 量 与 劲 度 系数 的 关系 为 
YS kl 


1 = %， S 


沿 弹 赞 纵向 振动 的 方向 取 zz 轴 , 弹 先 的 固定 端 为 原点 ,考虑 位 于 x~z 十 dz 的 弹 竹 质 
元 ,振动 时 ,发 生 形变 ,z 端 位 移 y,zx 十 dz 疹 位 移 y 十 dyyz 端 和 x 十 dz 端 分 别 受 力 为 


yegyj 7119y 
F(T) 一 Ys RL 


二 


Foz + dr) = rsa 一 2 
dx z 十 dz ox 


I 十 dz 


该 质 元 受到 的 合力 为 
F(z) + F(z + dr)=— ky | + 入 凶 


dx 


zx 二 dz 


__ 0y 榴 2 | 
一 一 | + dx _ qz 十 RL dz 
由 牛顿 运动 定律 ， 
mi dy __ ,19 
dz 2 一 AL 5 zQ 
波动 方程 为 
zy Fy 
or’ m ar: | 
、 fa /Ek 
波 速 vv 二 一 站 


(2) 用 分 离 变量 法 求 上 面 导 出 的 波动 方程 的 解 , 令 (zti 王 X(Cz)T (GD 代入 波动 方 
程 得 : 


两 边 除 以 XT， 
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第 一 项 只 与 上 上 有关 ,第 二 项 只 与 x 有 关 , 上 式 要 对 任何 < 都 成 立 , 只 能 两 项 都 等 于 常数 . 
设 第 一 项 等 于 一 Ap,w 为 彰 数 ,得 到 两 个 党 微分 方程 : 


9 全 十 发 X 一 0 
dT 
dz2 十 AL 一 0 


& 由 边界 条 件 确定 , 因 x==0 处 y(z) 划 =0,X(C0) 一 0 不 能 等 于 替 ,也 不 能 为 负 值 ,既然 / 
>0， 可 令 A 一 ww 
可 得 波动 方程 的 通 解 为 


[| 


y(r,t) = > | 4sin| x 十 B,Ccos 


天 = 一】 


由 边界 条 件 :z=0 处 y(zx,t) 二 0, 得 B, 二 0 


eos (wt 十 Q，) 


LO 
一 站 


yt) 一 之 ,4， sin| 2 7 


COS (wt a,) (1) 
再 考虑 另 一 个 边界 条 件 ,在 z=! 处 :由 牛 瑟 运动 定律 得 物体 的 运动 微分 方程 为 
Fy ay 
ct /3 i (2) 
将 式 (1) 代 入 式 (2) 得 


< ， 人 kl 
2 | Mosin| | 一 一 COS 
全 - VU v 


4) j=0 
w, 是 振动 系统 的 振动 颍 率 ( 辐 称 为 篇 正 频率 ), 记 是 在 弹簧 中 传播 的 波 的 角 频 率 ,各 简 正 
频率 相应 的 振动 方式 是 组 互 独立 的 . 因 张 对 各 w 均 有 


Musin| -2 | 一 Kl os 一 2 ci 一 0 
U 了 
Mow,tan wy l 
也 
， k 
因为 v= 二 AJ 万 由 一 2 ,上 式 可 改写 为 
vv \v) M 


令 + 二 全，tanz 一 侣 二 用 作 图 法 (如 图 3. 54 所 示 )， 模 坐标 为 = 轴 ， 纵 坐标 为 y 轴 , 画 两 
条 曲线 > 一 tanz 和 y 一 马 一 ,其 交点 可 得 zx. 今 画 出 两 个 交点 P.Q, 它 们 的 z 坐标 分 别 为 


本 题 只 要 求 最 小 的 简 正 频率 w，, 而 且 mM, 可 见 一 : 必 为 小 量 , 可 对 tan er 作 泰 勒 
展开 ， 
tanxz 一 之 十 x 十 
如 只 取 第 一 项 ,tan ~ 
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| 
| 
| 
Pp | 
| 
! M 1 
| y=- 班 .二 
Qf/ M7 
pom 
| | 
| | 
| | 
| | 
| 
| | 
| | 
| | 
| | 
图 3. 54 


这 是 弹簧 质量 不 计 和 情况 下 的 振子 的 角 频 率 . 今 mr 虽 小 ,但 还 不 能 不 计 , 至 少 还 得 保留 一 
项 ， 


wi ol ou 
tan Vv) wv 3 VU 
LT wl Ls 
| Cl CU 了 | _m 
则 | +3 了 |= 第 
和 wL\’ , 
令 7r 一 | 一 ,上 式 可 改写 为 
1] | _m 
"(lt ar)= 
十 3r 一 并 二 0 
一 3 十 /9 十 并 
一- | 4m | 
? my, 1 十 二 一 一 1 
2 2 3M 
(r 必须 大 于 零 , 男 一 个 根 r 为 负 值 ,已 省 去 . ) 
", Al Dr (ZX 之 1) 
dm 、 | 2% | 4 | 2% .2m 
lrTMm 人 lM 8g\3M) la3Mm gM 
wl) -3| 2m _ 2m’ |= 名 | 2 
一 2 3 9 了 ML 3 
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这 是 3.1. 12 题 所 得 到 的 结果 . 
位 移 为 f(x). 初始 速度 为 gE(z), 求 达 0 时 强 子 的 运动 

解 上 上 时刻.z 点 处 绳子 的 位 移 y(Cz, 轨 满足 波动 方程 
F 2 FY 
3 一 VU 了 一 用 
其 中 U 为 波束 w= 工 

波动 方程 是 线性 的 ,不 超过 频率 的 各 种 频率 、 不 超过 胡 克 定律 成 立 的 限度 的 各 种 振 
幅 、 各 种 初 相位 (z==0 处 )、 两 种 传播 方 同 . 但 振动 方向 都 在 同一 平面 上 、 波 速 均 为 v 的 波 
都 是 波动 方程 的 解 , 它 们 合成 的 波 也 是 方程 的 解 , 平 面 波 ( 不 限于 简 谐 平面 波 ) 的 表达 式 可 
写成 

y r,t) = fx — vt) + f(z + vt) 

前 者 是 向 xz 正 问 传 播 的 平面 ,后 者 是 同 z 负 回 传播 的 平面 波 ， 


由 初始 条 件 :t 一 0 时 ,yzyt) 一 f(z) ,人 2 二 g(z) 


f(x) + f(r) = f(x) (1) 
[— fir) fr) vw = g(r) (2) 
其 中 用 了 
afi(x — vt) dfi(x ~— vt) 3(z 一 ct) 加 
37 有 d(x — vt) ,0 I = f'1(7X)( U) 
d 
fr i(z) 即 2. 
(— f(x) fx)v 一 | gC Vdz 二 CC 
fx) — fi(x) = 本 | gz)dz +C (3) 
由 式 (1)、(3) 得 


fi1(7x)= | fz) 一 | sc)dz 一 C | 


六 (z)= 寺 | Acz) 十 二 | gzodz 十 C 
yz 一 万 (zz 一 让 ) 十 访 (Cz vt) 
] er , , 
= 上 [f(z 一 oD 一 亏 | g(r')dr -Cc 
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十 ie 十 vt) 十 3| ge)dz 十 C 
2 2 


= 二 | f(x vt) + f(z + wt) + 2| (zx')dz’ | 
2 2 a 


3. 4. 15 一 根 线 密度 为 7 张力 为 了 的 绳 ,tz 一 0 端 固定 ,z==! 端 终止 在 一 个 不 计 质 量 
的 环 上 , 环 能 在 一 垂直 梯 上 无 摩擦 自由 滑动 . 写 z=/! 端的 边界 条 件 ,并 求 振动 的 简 正 模 ， 
民 Fy_T9y_ 


Tt 


边界 条 件 为 y(0,1) = 一 0 


关于 后 一 人 边界 条 件 ,是 由 对 环 用 牛顿 运 功 定 入 得 到 的 环 的 质量 不 计 , 沿 棱 的 方 同 
的 力 为 


0 
> ”Dr 


将 Ct) 二 XC2)T(D 代 入 波动 方程 ， 可 得 
1d7 T1dX  , 


(关于 等 于 一 ,可 参看 3. 4. 13 题 的 论述 .) 


dT d2% 
dr t=0, qx: 


T(t) = Acoswt 十 Bsinwt 


了 oj + pa 


由 边界 条 件 和 (0) 王 0( 来 目 y(0,t)= 二 0), 得 C=0 


Zo 


rr 
十 太 w 兴 一 0 


X(T) = Ceos 十 Dsin 


X(TX) = Dsin 


由 另 一 边界 条 件 莽 | 一 0| 来 自 型 | 一 | 得 
z= 

ol 

/让 wl 一 (2n 一 1) 艺 1 一 2 3， 

一 1 一 223， 


3.4.16 若 上 题 环 的 质量 为 思 , 求 振动 的 简 正 模 , 并 证 明 :mm 一 ce 时 ,人 简 正 模 趋 于 两 端 
固定 的 情况 . 
解 ”上 题解 得 的 


COS 一 0 


T(t) = Acoswit 十 Bsinwt 


V2 


X(T.) = Dsin 
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均 适 用 于 本 题 . 
zx 二 7 端的 边界 条 件 改 为 


os 


一 mw’sin 


To 


z={ ox 


工 一 ! 


将 y(z,t)= 二 Dsin (Acoswt 十 Bsinwt) 代 入 上 式 , 得 


| 工 wT _=-7TNT WCOS 


tan La eA/ 
/Th 0) 


nn 


后 


可 用 图 3. 55 所 示 的 图 解法 求 wm .ws ws、…. 横 坐 标 为 w， 纵 坐标 为 y, y= 二 tan “WF 与 
I Tl1 
y 一 二 两 条 曲线 的 交 点 的 横 坐 标 , 按 小 到 大 的 次 序 依 次 为 wm .ws os、 
二 y=tan( /10) 
/nT 


A 


0 | ep 23 | OO 
| | | 
| A fT | | 
/| \ 
| | | 
| | | 
| | 
图 3. 55 
分 Ea -> co 时 on 二 ol -一 日 ， 


和 1 一 1.2 3 


结果 ,两 端 图 定时 ,两 端 为 驻 波 的 波 节 . 
和 2l 


3.4. 17 ”两 种 线 密度 的 弦 线 在 x 二 0 处 连接 ,z>0 处 ,7 二 7%,X 达 0 处 ,7 一 六 ,张力 为 
T. 一 列 简 谐 波 从 弦 线 1 入射 到 连接 点 . 分 别 六 >7 和 六 反思 两 种 情况 ,讨论 反射 波 、 透 
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M 二 一 休 一 2 时 T| .yn — > 
一 (yo 一 2y， 十 Yn-1) 1 一 12 
其 中 y% 一 yn+l 一 0， 
由 于 N 相当 大 ,要 用 第 十 章 求 少 自由 度 的 小 振动 i 
的 简 正 模 式 的 办 法 , 解 N XN 的 行列 式 是 困难 的 . 可 
用 求解 3. 4. 12 的 办 法 . 图 3. 56 


在 同一 振动 模式 中 ,各 珠子 有 同样 的 角 频 率 , 相 位 
相同 或 相反 ,振幅 不 同 ,其 解 可 写成 
3 = A,cos (wt 十 0D) 1 一 12 人 
参照 两 端 固定 的 弦 的 振动 模式 是 各 种 驻 波 ,对 此 珠子 链 , 试 用 
A, = Asinkna 十 Becoskna 1 一 0,1,…,AN 人 十 1 
由 边界 条 件 A。 二 0 得 B= 二 0, 故 


A, = Asinkna 
Anw4i1=0,sink(N++1)a=0,B) sinkL=0 
knl 一 mr, kn = “sm = 1,2,%,N 
将 ys 一 Asinknacos (wt 十 9) 代入 方程 组 ,得 


一 Moe’sinkna 一 二 [sinA (n 十 1)a 一 2sin&na 二 sink(n 一 1)a | 


用 三 角 人 公式 sina 十 sinp8 王 2sin et Poos eh 


上 式 化 为 
一 Mw: = 2 (coska — 1]) 
故 一 1—cos 时 若 m= 二 |,2,* AN 
作 几 点 附带 说 明 ， 


1)y,= Asinkmnacos (wt 9 ) 
用 sinacosp = 站 [sin(a 十 Bp) 十 sin (a 一 B)] 可 改写 为 


yn 一 ALsin (knna 二 wt + 1) sin (Rana — wnt — fn) 


第 一 项 表示 向 左边 传播 的 波 , 第 二 项 表示 辣 右 边 传播 的 波 . 
波 的 传播 速度 有 两 种 计算 方法 :考虑 向 右 传播 的 流 
sin(kana — Wt — 9,) 
考虑 相 邻 的 两 个 珠子 的 振动 在 紧 挨 的 处 于 同 相 位 的 两 个 时 记 
kanna 一 wt 一 pn 一 Rosa 十 1)a 一 cot 一 Jr 


令 骨 一 -(1 一 coskna), 血 天 常量 (对 于 不 同 的 wo), 说 明 对 于 不 同 角 频率 的 振动 ,其 相 
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位 的 传播 速度 是 不 同 的 . 
波 速 的 另 一 种 计算 方法 是 把 改 成 y(z) 的 形式 ;sin(kwna 一 wnt 一 9) 改 成 sin (km 
一 wnt 一 gy) 一 一 sin[ wnt 一 各 zx] 二], 即 可 看 出 0 一 安 ， 
2) 考 虑 连续 的 极限 情况 . 保持 二 不 变 , 令 N-co,a->0, 沁 一 了 
2T 47 . 


wi = Mea! 一 COSk,a) 一 Mn hna 


md 


= 全 .| 二 
Ma 2 


与 两 端 固 定 的 连续 弦 的 情况 完全 相同 . 
是 因为 这 个 系统 具有 N 个 自由 度 ,由 第 十 章 讲 的 小 振动 理论 可 知 , 它 至 多 有 N 个 简 正 频 
率 . 这 里 也 可 以 看 到 ,内 n= 十 1 时 ,等 于 N 二 1 个 半 波长 ,所 有 珠子 在 此 “振动 模式 ” 
中 都 保持 不 动 ,这 是 没有 意义 的 ， 
3. 4. 19 ”51.5s 是 两 相干 波源 ,相距 了 波长 ,Si 比 S: 相位 超前 二. 设 两 波 在 S;.S: 连 
线 上 的 强度 相同 , 均 为 1。, 且 不 随 虐 离 变 化 , 间 51.S; 座 线 上 在 S, 外 侧 各 点 处 的 强度 工 多 
大 ? 在 5 外侧 各 点 处 的 强度 7, 多 大 ? 
解 、 取 S1、Ss 连 线 方向 为 z 轴 正 向 ,原点 取 在 5， 


处, 加 图 3.57 所 示 . 
一 一 全 一 一 Si 发 出 的 波 的 表达 式 为 


oT 4cos| ol tC 


图 3. 57 Acos al 上 十 二 


Ss 发 出 的 波 的 表达 式 为 
A 不 一 二) Ax ~ 1 
COS| tw 站 4 -一 7 站 4 


Acos 1。 


2 一 


用 v 一 二 ,w7T 一 2ryys 的 表达 式 可 改写 为 
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在 Si 外 侧 ,z< 0 
y= + y= Acosle 
所 以 合成 波 的 强度 I=0. 
在 S; 外 侧 ,z>> 寺 4 


和 


y= yi 二 y= 4cos| ol 加 上 Acos[ ol 3|] 


-zeos[o -| 


,一 广 P(24)2?u 4. pA = 41, 


3.4. 20 Si .S， 是 两 相干 波源 ,相距 30m，S1,Ss 的 相位 相反 ,频率 vy 二 100Hz, 波 速 v 
二 400m/s ,在 S1、S 连 线 上 两 波 振 幅 相 同 ,不 随 距 离 变化 , 求 S1、S; 连 线 上 因 干 涉 而 静止 
的 点 的 位 置 . 

解 ” 取 z 轴 如 图 3.58 所 示 ， 


| 心 ? 
站 
_ _ 30 Xx 
Vy]1 一 4cos| 2007| t | | 0 (m) 
设 y=Acos| 200r| t+ Fe | 图 3. 58 
Si 在 z= 二 0 处 的 振动 相位 与 S; 在 z==30m 处 的 振动 相位 相反 ， 
200x| 上 十 0 十 a 二 200x| ; 一 rr 二 (27 十 1)7 
157 十 & 一 《22 十 1)7r aa 一 和 


:十 而 | 


y 二 Yi 十 ys 二 4cos| 200r| :一 | |+ 4cos| 2007 | 十 -| | 


y3 一 4cos| 200x 


— 2 4cos 六 cos (200xt) 


满足 cos 


二 xz] 一 0 的 那些 点 因 干 涉 而 静止 ， 
pe 
在 0 过 X30 间 ;二 |] ,3,90, ,29(m) 这 些 点 静止 。 
3. 4. 21 图 中 0O 处 有 一 波 产 ， 党 信 轴 问 两 边 发 射 振幅 为 A、 角 频 率 为 Cw 的 简 谐 波 ， 
波 速 为 v. BC 为 波 密 介质 的 反射 面 , 入 射 波 在 此 被 完全 反射 ，BC 位 于 x= 一 d 处 ,大 4 一 


4, 为 波长 , 求 出 z>> 一 &d 各 处 波动 的 数学 表达 式 . 设 波 源 的 初 相位 为 零 . 
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解 O 处 波源 发 出 的 波 的 数学 表达 式 为 
Acos| ol 一 至 | | 过 之 0 


y1 一 
4cos| ol 十 三 | | —d 夺 TX 奈 0 


设 被 BC 反射 的 反射 波 的 表达 式 为 
y= 4cos| ol 一 于 | 二 | TT 宇 一 d 


( 因 完 全 反射 , 故 振幅 与 入 射流 的 相同 .) 
因 入 射 波 自 波 朴 介 质 射 向 波 密 介质 ,在 反射 面 处 有 半 波 损失 ,入 射 波 ` 反 射 波 在 此 的 
振动 相位 相反 ， 


图 3. 59 


d 


二 < +a 一 ol 上 + 二 2j= (n+ Dr 


se- 


5 
2w »。—AT 
4 (2n + Dr — Se = (2n 十 1)7 一 2 


二 (2n 十 1)x 一 5X 二 0 ( 取 n = 二 2) 
所 以 y= Acos| ols — 三 | | TT 这 一 d 
在 一 4d 志 Xx 志 0 处 ， 
y— y+ ym 4cos|ol: 十 三 | |+ Acos|olt— |) |- 2Acos 
在 xX 衬 0 处 ， 


COSwr 


yy 一 Ji 十 ya 一 24cos| ol 一 一 
3. 4. 22 在 弦 线 上 传播 的 波 , 其 表达 式 为 


y》 一 3cos | 27| 二 | -着 一 | 
为 在 强 线 上 形成 驻 波 ,在 x==1 处 为 波 市 
(1) 写 出 应 登 加 的 波 的 表达 式 ; 
(2) 与 出 形成 的 驻 波 的 表达 式 ; 
(3) 若 弦 线 的 线 密 度 为 1. 0g/cm, 求 相 邻 两 波 节 之 间 的 总 能 量 ,所 给 的 表达 式 中 ,x、 
y 均 以 米 为 单位 ,t 以 秒 为 单位 . 
解 (1) 要 形成 驻 波 ,又 加 的 波 的 表达 式 应 为 
y 一 = 3cos| ?zx| -三 十 二 三 | 十 a 


其 中 a 待定. 
在 zx 一 lm 处 为 波 节 ,两 波 在 此 振动 相位 相反 ， 
1 1 工 | 
zz 二 Ta 一 | 一 条 :十 一 到 |= (22 十 Dx 


“= (2n 十 Dr 一 书 "一 各 二 10"( 取 一 0) 
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gr ye [| 让 + 天 + 二 


a 
(2) yy =3cos | 27| 二 -一 10|) 一 


COS 


=~6cos| 二 zz 十 立 3 20rt— on 


5 10” 

(3) 由 所 给 的 波 的 表达 式 可 知 波长 \= 10m , 相 邻 两 个 波 节 之 间 的 距离 为 7 一 5m， 仿 

zx 二 lm 处 为 波 节 ,z 一 6m 处 是 相 邻 的 波 节 . 在 相 邻 两 波 节 间 驻 波 的 总 能 量 保持 不 变 . 当 
弦 线 各 点 处 于 平衡 位 置 时 ,势能 为 零 ,各 点 速度 的 大 小 达到 它 的 最 大 值 . 相 邻 两 波 节 间 的 


总 能 量 等 于 这 时 这 段 弦 线 的 总 动能 . 
Xx 处 质 元 的 最 大 速率 为 
oly 十) x 3 
| 3 | 一 6. 207rCOS 5 区 十 105 
(1 [ac 十 站 
£ =| 2 7| at | dz 
1 10X10-， 。 | 2| 区 3 
5 10= 6. 2 | cos 3 并 十 105 dz 
一 X 10 : x 36 X 400x° X 六 XxX5 一 1.78X10 和 9 


3. 4.23 ”在 位 于 x 轴 的 流 线 上 有 一 驻 波 , 误 得 z 二 nn 十 之 (m) (二 0、 土 1、 土 2、…') 处 
为 波 节 ,在 波 腹 处 , 匡 太 位 移 yw 为 Sm 只 平衡 位 置 到 最 天 位 移 历时 0. 5s ,以 弦 线 上 所 有 
质 元 均 处 于 平衡 位 置 时 开始 计时 , 写 出 该 驻 波 的 表达 式 . 

解 由 波 腹 处 yx 一 5m, 可 知 24 一 

由 所 有 质 元 均 处 于 平衡 位 置 时 开始 计时 ,可 知 驻 波 与 :+ 有关 的 因子 可 写成 sinet. 

从 平衡 位 置 到 最 大 位 移 历时 0. 5s, 可 见 二 0. 5s,T 一 2s,o 一 于 一 xs 

由 两 个 相 邻 波 市 的 距离 为 1m, 可 知 4=2m， 


v9 lms ,一 一 Xm 
根据 以 上 各 物理 量 值 , 驻 波 的 方程 表 为 
37 一 24cos 一 z 十 alsinwt 一 5coS(CTZ 十 wjJSsInzct 


尚 得 确定 的 是 ae, 由 波 节 位 置 可 定义 w 值 ， 
将 工 一 2 十 二 代入 rz 十 w, 应 得 | 4 十 车 


xT,(k 为 整数 ) 


+ 


了 
取 & 一 2a 一 > 6 7 一 a 


驻 波 的 表达 式 为 
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A . 
NXT C— 到 | SINNt 


3.4. 24 ” 设 平 面 横 波 1 沿 BP 方 同 传 播 , 它 在 B 点 的 振动 方程 为 
yi = 0.2 x 10™ /cos2n (mm) 


y 一 DCOS 


B 平面 横流 2 沿 CP 方 癌 传 播 , 它 在 C 点 的 振动 方程 为 
y» = 0,.2 XxX 10 “cos (2 + x) (mm) 
> 上 以 秒 计 .P 写 B.C 分 别 相距 0. 40m 和 0.50m,BP、CP 
的 夹 角 09=60°, 波 速 为 0. 20ms 1!, 求 ; 
C (1) 两 波 传 到 PP 处 时 引起 质 元 振动 的 相位 差 ; 


(2) 分 别 考虑 横 波 的 振动 方 品 均 牌 直 于 纸 面 和 均 平 
行 于 纸 面 两 种 情况 ,P 处 质 元 合 振动 的 振幅 . 
解 (1)w=2xs 1',y 二 1Hz,v=0. 20ms 一 1， 


图 3. 60 


横 波 1 在 已 点 的 振动 方程 为 
0. 40 


yi 二 0.2 X 10?cos| 2NAt 一 0.20 X 27 | 


一 0.2 X 10 “cos (2xt) 
横 波 2 在 P 点 的 振动 方程 为 


‘VY» 一 0.2 X 10 cos 


0.50 
2Xnt 0. 290 20 X 2X 二 x 


一 0.2 X 10 ?cos(2x) 
两 波 传 到 P 处 时 引起 质 元 振动 的 相位 差 为 零 . 
(2) 如 两 横 波 振动 方向 均 开 直 于 纸 面 ,P 处 质 元 合 振 
动 的 振幅 为 0. 4X107?m. 

如 两 横 波 振动 方向 均 平 行 于 纸 面 ,已 处 质 元 合 振 动 的 
振幅 为 2X0.20X10-2Xcos 60"| 一 0. 346 X 10-2m， $ 
3.4.25 图 3.61 中 国 的 是 演示 声波 的 干涉 的 仪 厚 的 
示意 图 ,S 为 声 源 ,D 为 耳 打 或 其 他 声音 探测 器 ,路 全 SAD 明 

BB 


到 
(2) 


的 长 度 是 固定 的 ,路 径 SBD 的 长 度 可 以 变化 . 干涉 仪 内 
是 空气 ,空气 中 声速 为 330ms !. 现 测 得 声 首 强度 在 B 的 
第 一 位 置 时 为 极 小 值 100 单位 , 渐 增 至 B 距 第 一 位 置 为 
1. 65X10-?m 的 第 二 位 置 时 ,有 极 大 值 900 单位 , 求 : 图 3 6] 
(1) 声 波 频 率 ; 
(2) 抵达 探测 需 厂 经 4 和 经 恕 的 两 波 的 振幅 之 比 (SBD 路 程 长 于 SAD); 
(3) 解释 为 什么 同一 声 源 发 出 的 这 两 个 波 会 有 不 同 的 振幅 . 
解 (1) 在 B 的 第 一 位 置 ,至 DD 时 ,两 波 的 相位 差 为 (2n 十 1)x(n 为 某 个 整数 ), 在 B 
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的 第 二 位 置 时 ,相位 差 为 2ar 或 (2n 十 2)x, 相 差 ,可 见 增加 的 路 程 是 十 


4 = 2 X 1.65 X 10-2m 


(2) 设 经 4 到 达 DD 的 声波 的 振动 方程 为 
y1 = Alcos2nut 
B 在 第 一 位 置 时 ,经 B 到 达 D 处 的 声波 的 振动 方程 为 
ya = Ascos (2Avt 十 x) 一 一 A,cos2nvt 
B 在 第 二 位 置 时 ,经 B 到 达 DD 处 的 声波 的 振动 方程 为 
ya = Acos2nvt 
由 波 强 公式 一方 poz4zo( 公 式 中 的 4 与 上 述 的 4 不 要 混淆 ), 今 两 波 p、w、w 均 相 
同 , 声 强 之 比 = 振 幅 平方 之 比 


设 LT 分 别 是 B 在 第 一 位 置 .第 二 位 置 时 在 DD 
处 昕 到 的 合成 波 的 声 强 , 则 


1 _ 900 _ 9 
六 100 | 
lL 
(4 十 A,)’ 4 十 4， 


(A A HAA’ 


4 十 4 十 人 4 一 4) 3 十 1 2 .AAl 2 
4 十 4 一 (4 一 4) 3 一 1 1 ”4， 1 

(3) 经 两 条 路 径 到 达 DD 的 两 波 振 幅 不 同 的 原因 图 3. 62 l 
是 两 路 程 长 度 不 同 ,途中 能 量 有 损耗 . 在 B 的 第 一 位 
置 和 在 B 的 第 二 位 置 ,$SBD 的 路 程 差 别 不 大 ,可 以 忽略 到 达 DD 点 时 振幅 4; 的 差别 . 

3.4.26 图 3. 62 中 所 示 的 是 某 一 时 刻 入 射 波 的 波形 图 ,分 别 就 BC 是 波 密 介质 和 波 
玖 介质 的 反射 面 的 两 种 情况 , 画 出 此 刻 反 射流 波形 的 示意 图 (注意 未 说 做 完全 反射 ,反射 
波 振 幅 一 般 应 小 于 入 射 波 振 幅 ). 

解 图 3.63 画 出 了 入 射 波 射 问 波 密 介 质 的 情况 ,虚线 国 的 是 完全 反射 的 反射 波形 ， 
振幅 较 小 的 标 有 问 左 箭头 的 实 线 波形 是 所 求 的 反射 波形 . 同样 ,图 3. 64 画 出 了 入 射 波 射 
向 波 蕊 介质 的 情况 ,虚线 是 完全 反射 的 反射 波形 , 标 有 加 左 箭头 、 振 幅 较 小 的 实 线 波 形 是 
所 求 的 反射 波形 . 当然 都 是 画 的 示意 图 . 

3. 4. 27 一 根 线 密度 为 0.15g/cm 的 嘴 线 ,其 一 问 与 频率 为 50Hz 的 音义 相连 , 另 一 
端 跨 过 一 定 滑轮 后 县 一 质量 为 M 的 重 物 , 音 又 到 滑轮 的 距离 为 lm. 首义 振动 时 ,为 使 弦 
线 上 形成 一 个 .二 个 、 三 个 波 腹 , 重 物 的 质量 M 应 各 取 何 值 ? 音义 振动 的 振幅 很 小 ,近似 认 
为 处 于 波 节 . 

解 ” 首 又 处 近似 认为 处 于 波 节 ,滑轮 处 为 波 布 . 音叉 到 滑轮 的 距离 是 半 波 长 的 整 
数 倍 ， 


。 242 。 力学 (上 册 ) 
1=lnX4, X= 

2 71 

v 一/ v 二 Ay， 1= Mpg 
T 1 1 1 27 1 

AM 一 一 一 一 7 一 一 IC 一 一 71 二 | 天 
s gl g! g! 天 

1 下 ， 15. 3 
一 
~、 Bb 
\ 波 > B 
密 / \ 


EO 
\ / 
、\、 <— / 
/ 
/ 
Cc / 
图 3. 63 


n= 二 1] 时, M=15. 3kg;n=2 时 , M3. 8kg;n 二 3 于, M= 二 1.7kg. 


图 3. 64 


3. 4. 28 ”两 个 同 频率 、 同 响 度 的 音义 在 某 一 点 4 处 是 市 护 , 即 两 首 广 同时 发 再 ,在 A 
点 听 到 的 强度 为 零 , 可 任何 一 个 音 又 单独 发 声 时 ,在 4 点 听 到 的 强度 都 为 1, 这 与 能 量 守 


恒定 律 有 邓 盾 吗 ? 


解 ”不 矛盾 . 在 波 节 处 ,两 音叉 同时 发 声 时 , 听 到 的 强度 为 零 , 可 在 波 腹 处 , 听 到 的 强 


度 却 是 一 个 音叉 单独 发 声 的 4 倍 ,就 整个 波 场 而 论 ,能 量 是 千 恒 的 ， 


为 了 看 清 这 一 点 ,不 妨 就 纺 线 上 形成 的 驻 波 作 定量 计算 . 任何 时 刻 , 相 邻 的 两 波 市 之 


间 具 有 的 机 械 能 总 等 于 形成 驻 波 的 两 个 行 波 具 有 的 机 械 能 之 和 . 
两 个 行 波 分 别 为 
Vi 一 4cos| ul 一 一 


形成 的 驻 波 为 


y= Yi 十 y; 二 2Acos Cost 


z 一 0 处 ,为 波 腹 点 ,与 之 相 邻 的 波 节点 为 x 一 一 廊 * 和 一 地 


为 避免 与 张力 了 发 生 混 消 ,我 们 用 Ei 表示 动能 ,五 表示 势能 . 
在 z~z 十 dz 段 质 元 的 动能 和 势能 分 别 为 


2 2 
dE 一 | 2 | dz， dF 一 17| 2 | dz 


2 dx 


对 于 驻 波 ， 


|， y= Acos| wl t+ 二 


| 
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dd 五， 一 太一 2 Aw)’cos’ sin’widz 


2 
,wx 
sin’ ——cos’?wtdzx 
U 


dE, 一 了 了 —24 2 


wT ， ,WX 
COS* » Sin et 十 Sin ezcosza| dz 
了 


dE = dE + dk, = 27A°w 


其 中 用 了 一世， 
相 邻 两 波 节 间 总 机 械 能 为 


和 
= | 274 
11 


wx . ,WX 
COs’ Sin ct 十 sin’ zcosza| dz 


1， 


一 27Aw 。 广 z (sin’wt 十 cos’wt) = 9A 


. 2 WT l 2 并 
SIN OO 二 一 1 1 一 cos 一 一 
1) 2 网 
1 1 
4 wT TU DT | 7— 44 
s 一 -一 dz = ——sInN 一 0 
一 二 vU 2 U z= 上 4 


现 计算 两 个 行 波 在 半 个 波长 段 内 具有 的 机 械 能 ， 


.起 


人 一 Acos| ol 一 三 | | 


3 
dEri = 六 了 2 dx 一 Tw Arsin’ | ol 1 一 三 | jd 
_1 | ln | 三 | 
dE, = 17| 归 dz = 这 T 护 A’sin| tC 一 jdz 
dE = dE 十 dk, = 一 nw A’sin’ 巴 Ge 一 二 jdz 
,= | yoz4zsin?| wo Ge 三 | jd 
0 


| 


| 
py 1 一 cos| 2u| 上 一 三 | az 一 二 ao242 
0 


可 样 可 计 算 ， ? 一 A A 
已 一 卫 十 也， 


3.4.29 ” 长/ 线 密度 7 的 均 质 弦 线 两 端 固定 ,在 强大 张力 T。 作用 下 处 于 直线 平衡 位 
医 , 在 离 一 端 距 离 a 处 作用 一 个 简 谐 力 = Focoswt, 其 中 Fo、.w% 为 第 量 ,大 


sin s 21 和 0, 求 弦 线 的 运动 学 方程 , 
解 沿 弦 线 取 开 轴 , 在 z=0 至 z=a 段 弦 线 质 元 的 位 移 用 yi 表示 ,在 x 二 a 至 X=/ 
段 强 线 质 元 的 位 移 用 V2 表示 YinsY2 苯 从 波动 方程 ， 


.244， 力学 (上 册 ) 


边界 条 件 :yi1(0 ;t) =0, yt) 一 0 
YICG 一 VCQG yt) 


WY _ Ta = 
Lo dX | oa ar | 人 
(来 自 a 点 所 受 合力 为 零 , 其 y 分 量 为 To 十 To 器 | 十 FCOD) 一 0) 
设 V1 (Xt) = XTIT! (#) ,代入 波动 方程 
dd 了 4 
从] a TT v1, 2 二 一 0 


分 离 变 量 ,千言 一 了 
等 式 要 在 一 切 xz.t 值 都 成 立 , 只 能 是 两 边 的 量 均 为 常量 ,此 常量 只 能 是 负 值 ,因为 正 值 或 
零 ,y 将 趋 于 无 穷 或 趋 于 零 或 与 i 无关 ,都 是 不 符 实际 情况 的 ,实际 情况 是 一 种 振动 , 令 此 
常量 为 一 2 ,可 得 到 合理 的 解 . 
dT 
Qt 
T, = A’'lcoswt 十 Bisinewt 


+: wT, = 二 0 


X), = Cicos 


一 十 Dsin 一 
由 边界 条 件 :z 一 0,X1(0) 二 0 得 C1=0 令 == 二. 
yrt) = (Aicoswt + Bisinwt)sinkx 
设 yt 一 从) (t) 
同样 可 得 
T, = A’,coswt + B’,sinwt 
和， 一 (COSRTZ 十 D,sinkz 
由 边界 条 件 :z 一 上 ,zz(CD) 一 0, 得 
CCcos&RL 十 D,sink!l = 0 


D,sink! 

C= 一 cosk! 

,二 一 Dasink! skEz 十 D,sinkx 
cosk! 


| 


psink(l — XxX) = D’',sink(!l — Xx) 


yoT,t)—= Ascoswt 十 Bsinwt)sink(! — 7) 
再 用 边界 条 件 ; yi(a,t) 二 yy;(a ,t) 


(Aicoswt 十 Bisinwt)sinka 
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=— (A,coswt 十 B,sinwt)sink(l 一 a) 
两 边 coswt、sinwt 的 系数 分 别 相 等 ， 


Aisinka 一 A,sink({— a)=0 (1) 
Bisinka 一 B,sink(1 — a)=0 (2) 
、 9 9 
由 边界 条 件 ， To Tot| =FG) 
人 | x=a QZ 二 一 人 


kTcoska(Aicoswt 十 Bisinwt) 
+ RTocosRC — a)(A,coswt 十 Bsinwt) 一 Focoswt 
两 边 coswt、sinwt 的 系数 分 别 相等 ,得 
4iRT cosRa 十 4RT OocosRLC 一 2) 一 下。 (3 ) 
BikT ocoska 十 BokT oocosR (人 一 4) 一 0 (4) 
式 (2)、(4)B1、B; 的 系数 行列 式 
sinka — SINk(l — a) 
klocoska klocosk(t 一 a) 
= &T ,sin&acosR( — a) 十 coskasink(l — a) | = kTosinkl 3 关 0 
故 只 能 有 零 解 , 印 B11 二 0,B,==0. 
式 (1) XkTocosk(l 一 4) 十 式 (3) Xsink(l—a), 
AikTol sinkacosk(l — a) 十 coskasink({l — a) | = Fosink(!l — a) 
AkTosinkl = Fosink(t — a) 


A = Fosink(l — a) 
"kTosink! 


sinka Fosinka 
由 式 (1)， A np a) dt! pTosink! 


Fosink(U—a) . 
yz 一 TS sinkxcoswt 0 过 Xa 


Fosinka . 
ys(Xt) = ET sinkls i ({— zx)coswt a 寺 TXL 


其 中 一 二 一 一 一 =- \/ 辽 


I 
故 上 述 关于 A1、A; 的 计算 是 有 效 的 . 
说 明 :7 、， 的 式 子 中 的 0 与 入 1 Li 中 的 Ow 相间 ,如 果 不 相 同 ,是 无 法 满足 边界 条 
件 ,yiCa;t) 二 ysla;t) 的 . 从 受 迫 振动 考虑 ,两 个 w 也 应 相同 ,下 题 将 作为 受 迫 振动 重 解 此 
是 ， 


slngL = sin 


3. 4. 30 ”试用 分 离 变 量 法 作为 受 迫 振动 重 解 上 题 ,并 证 明 所 得 结果 是 一 致 的 . 
解 ” 纺 线 无 阻尼 的 受 迫 振 动 遵 从 下 列 偏 微 分 方程 : 


“。 246 。 力学 (上 册 ) 


DY 一 一 f(x,t) (1) 


其 中 f(z 是 单位 质量 弦 线 受到 的 强迫 力 ， 
fz;t) = 放下 (站 


F(z,t) 是 在 xz 附近 单位 长 度 弦 线 所 受 的 力 ， 
这 里 ， F(Xst) =FO(x—a)coswt 


f(r,t) = Cz — a)coswt 


与 (1) 式 相应 的 齐 次 侦 微 分 方程 为 
9 yo 2 9 Yo 


a a0 (2) 
用 分 离 变量 法 , 设 yo(z,t) 一 了 (xz)TG), 代 入 式 (2) ,得 
Xr) HD Ta) SF 0 


1 dT _ 也 ee 


左边 只 能 是 上 的 函数 或 浓 量 ,右边 只 能 是 zz 的 函数 或 种 量 ,两 边 相 等 ,只 能 都 是 稼 量 . 设 
弟 量 为 一 jp， 
9 入 十 发 X 一 0 
要 得 到 有 物 埋 意义 的 非 零 解 , 一 定 有 AH>>0， 
XK(2) = 4cos 


由 边界 条 件 了 (0)= 二 0 得 A 二 人 


满足 边界 条 件 的 特 解 大 
tT) 一 sin| ?| 1 一 ,2 


非 齐 次 偏 微 分 方程 式 (1) 的 通 解 用 X,(x) 展 开 , 可 写成 
yz = TT)sin Fy 

将 f(z,) 也 展 成 X,(zx) 的 级 数 . 
frst) = Vf, Csin| 加 z] 


并 一 二 


(3) 


上 式 两 边 乘 sin | 2 工 z ,对 工 从 0 到 /7 积分 ,可 得 


py _- [rcepsin| 7z| dz 
mn 0 


| Dsin| 2 sin| | dz 
0 1 { { 
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分 母 中 各 项 积分 ,只 有 n= 二 =m 的 一 项 积分 不 为 零 ， 


| jd 一 二/ 


(8) 


‘ ， m7 | 
| sa 2 | dx 一 二 | 1 一 cos| 2 
f(t) 一 | Xe — a)coswtsin | dx 一 sin| 7 COSwt 
f( ) -Ds Talsin| 歼 t (4) 
XTX,t) = 7 sin 7 4 sin yz COS 凶 
将 式 (3)、(4) 代 入 式 人 1), 约 去 各 项 的 共同 因子 sin Z| ,得 到 了 ,() 满 足 的 常 微 分 方程 
2 
和 全 7 一 sin x coOswt n 一 12，…， (5) 
用 振幅 矢量 法 求 稳 态 解 . 由 图 3. 65 可 得 
了 一 4cos(ot 一 由 ) 
中 的 4, 和 页 分 别 为 2F, ,nn 
—y sin( yf 9) p24 
2F, ， nn 一 < _ 
pi sn 9 - -一 -一 > 
4 = A (EY) 4, 
NAv 1“ ， 
|) 
图 3. 65 
二 0 
sn a | 
T.,(t) 一 2 L coswt (6) 
nl {nnv » 
区 ~ 
将 式 (6) 代 入 式 (3), 即 得 式 () 的 稳 态 解 
2F nF 
y(X,t) = D3 jn -sin| 7 三 工 | coswt (7) 
7 — 0 
Io 
其 中 心 一 7 
下 面 证 明 这 和 解 与 上 题解 得 的 结果 是 一 致 的 . 
上 题解 得 的 结果 可 写 为 
一 一 人 sin| 2 一 a) |sin| -一 并 coswt 0 委 过 和 甩 4 
wi SIn 一 
y(X,t) 一 
{ov sin 2 sin| 各 一 x) |cosat a 三 Tl 
wl osin | " z 
也 
将 它 展 成 sin| 下 | 的 级 数 ， 


y(X,t) 一 2 esin| | 


2zz| ,并 对 工 从 0 到 /积分 ， 


式 (9) 两 边 乘 sin 


《9 ) 


"248 。 力学 (上 册 ) 


1 [可 证 
| > ,ansin 
0 n=1 
2 | 一 sin| ed 一 a) |sin 
dm 0 ， wl | 


. ww . 
sin| 各 Ul 一 z) |cosarsin 


1 

x sin| zj| dz 一 | yCzst)sin| | dz 
0 

w 


” 沙 
也 


. {mx 
coswtsin| | dz 


各 | 


Bz 


CO 
a 
VU 


一 2 coswt {sin| 名 一 a) |B， 十 sin 
[wl VU 
LT osin| 2 


(中 
a 
7) 


其 中 B,— | usin x sin| Ez | dz 
1 
B, = | sin| 0 一 工 ) sin | dz 
a 也 l 
用 sinasinB= [cos(a—B)—cos (a 8) | 
Bi = 去 | cos sz 一 COS + jaz 
2 Jo U 
其 中 wm = 
B, 一 二 | sin| 2 — | 2 sin| tn | | 
2 WW Wn U 工 二 心 十 0 VU I=0 
本 | 了 ) | ea VU in| “二 oa | | 
一 一 sin a | 一 sin a 
2 Low 一 所， T Ce CU» TU 
? _ _ 
B, -| COS 一 十 2 一 COS Wt wn 十 el laz 
= 地 | “ sin| 一 备 中 一 sin| 一 十 二 / 
2 L 一世 一 Un 一 亿 一 的 vU 了 
一 二 sin| 4] 十 sin| 一 二 + el| | 
CU 0 VU 人 U 
=1[ | 多 十 wm | 印 | 
= pLw+ wn 2 十 
十 sin| 一 十 7| | 
WwW, -一 Ow U 
在 上 述 计 算 中 用 了 sin + 一 sin| 士 - 。 二 | 一 0 
sin| 各 一 a) |B 十 sin —a B, 
， ww 1 VU OT wn | UU ,fo w,, 
一 sin| 各 ( 一 a) | 7 = 一 sin| 7 a 了 二 wsIn 2 a 


ww 
a 


十 sin 


. 工 [ 一 人 | 一 天 二 多 1| v 
7 也 十 sin a 二 让 十 二 一 


第 三 章 振动 和 波 。249 。 


再 用 sinasin8 一 六 [cos(a 一 8B) 一 cos(a 十 B) ] ,经 计算 可 得 


sin| 名 (1 一 a) |B 二 sin| 一 a Bb, 一 一 — 7S1n i]sin| ® —a 
也 U 人 ”一 ww 了 
一 2F ov swt 一 一 si a in| 二 2 
0 
2F ov . 
一 TA 一 sin coswt 
代入 UC fo ,Pv, 
V 7 
2F, 。 | 2 
a 二 7 SiNn| 一 一 QQ | coswt 
MY » l 
ol 1 - | 
2F, 2 Ta nn 
一 二 -8 | ™ | TY 
yl(x,t) 7 之 2 ,Sin 7 并 COScuz 
了 a 
EE 
与 式 (7) 完 全 相同 . 


3. 4. 31 人 f(xyt) 二 fosin| 一 一 ] cosot( 其 中 fon、w 均 为 
常量 ,nn 为 正 整数 ) 加 于 了 责 靖 国 渤 的 . 论 !、 张 刀 为 . 线 密度 为 的 缠 上 ， 绳子 受到 与 速度 成 
正比 的 阻 力 ,单位 长 诬 继 所 受 踢 力 的 蛆 应 系数 为 7, 求 强 子 的 稳 仿 运动 . 


解 2 十 7 到 Yr 2 fz,t) 


(1) 
yCz,t) 用 满足 同样 的 边界 条 件 的 无 阻尼 情况 的 本 征 函数 组 sin| zzz| (m 二 1,2,3，,…) 来 
展开 , 

y(T,L) = PTsin| zzz (2) 


m=1 


将 式 (2) 代 入 式 (1) ,得 


dd 了 ， -7d MA OT . 
> [| dz 了 dt 二 Z nA” 让 


了 f(z;t) 已 展 成 sin | 2 zj (m=1 2,…) 的 级 数 , 只 有 mx 二 n 的 一 项 , 即 


zzz| |= fz) (3) 


f(rx,t) = fosin| EE 


COSCOL 
将 f(x ,) 代 入 式 (3) , 得 
dT 7Y d7， nN tT Jo 
dt 7 dt tT 7 1" nS 


* 导出 式 (2)、(3) 的 过 程 可 写 得 更 详细 些 , 其 办 法 参看 3. 4. 32 题 的 解 . 
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dT, | YY dl, | mn rr， 
dz 下 7 dz 下 72 7 wm 一 0 a 


对 于 六 天 7 的 微分 方程, 不 论 之 与 wj 三 的 大 小 关系 如 何 ,经 过 尾 够 长 时 间 ;所 有 了 。() 
一 0, 稳 态 解 中 只 含 T, (2)， 
用 受 志 振动 的 稳 态 运动 公式 ， 
T(t) = Beos(wt — #) 
fo 


其 中 B= 


— (0 


yw 
7 
多 一 arctan | 一 一 一 arctan [nr 


2 
nA 2 1 


We sn Jeos(or 
二 人 yo 十 72co2 


yw 
其 中 $=—arctan Em 
3. 4. 32 ”一 均匀 细 绳 长 度 为 7, 单 位 长 度 质量 为 7, 在 平面 (z,y) 内 做 横 回 小 振动 , 它 
的 端点 (0,0) 和 《0,0) 分 别 固定 ,张力 为 +, 振 动 时 ,受到 与 速度 有 关 的 摩擦 力 ,如 微 元 长 8/， 
有 横向 速度 v, 则 摩擦 力 为 一 7Yv6i ,小 振动 y(z,t) 满 足下 列 偏 微分 方程 和 边界 条 件 ; 


9y ,WW ,IY 
和 


yO0,t) = 0, y(t)=0 
(1) 写 出 常量 a 和 2; 


(2) 假定 一世, 求 y(zx,t)( 通 解 )， 


(3) 设 y(zy0) 一 0,y(Cz 0) 一 4sin(3rz) 十 Bsin(5xzx/1) ,其 中 A.B 为 常量 , 求 
yr ,tt); 
(4) 假设 改 为 < 一 0,y(z,0) 一 0， 


y(T,0) 一 


求 y(Czyt)， 
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解 〈1) 对 z~z 十 dz 段 绳 子 用 牛顿 运动 定律 


dy __9y | _y% 
ndzx pr i ra ”dz 
.92 9y 
= ad ”了 dz 
dy | 了 3- 工 2 
dt? 1773 7 ax 
7 7 
上 a 二 一， 一 一 
所 以 7 7 


(2) 用 分 离 变 量 法 , 令 y(z,) 一 XX(z)T() ,代入 红 +a 六 一 6 2Y, 得 


XT + aXlT= bX"T 
T TT bX’” 


TT™ xX 
等 号 两 边 均 为 弟 量 ,此 常量 必 为 负 值 ,否则 将 得 到 X=0, 无 意义 , 令 此 常量 为 一 bX， 
XX” 十 入 对 二 0 (1) 
Ti aT4 oRT=0 (2) 
式 (1) 的 边界 条 件 : 由 y(0,t) 二 0,yQ,t) 二 0 
得 X(0)= 王 0,X(COD) 一 0， 
X(T) = Asinaz + BecosAr 
由 六 (0)= 二 0 得 8B8= 二 0, 由 六 () 二 0 得 


A = nA, i= n= 1,2， 
满足 边界 条 件 的 特 解 为 
AX,(T) = sin| 2 n= ] ,2 
将 和 代入 式 (2)， 
2 2 
六 ,十 a, 十 和 pT, = 0 
相应 的 特征 方程 为 
2 “2 
Hat b=0 
1 2 一 2 
7 一 下- a 一 5 
] 2 2 
一 广 | 一 “十 各 


下 . 
T, = e 2*(CCOswt 十 ConsSinwt) 
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通 解 为 
yxst) = > XT) Tt) 

n= 二 1] 

一 >》 ,sin 人 e-2 (Ccosw,t 十 ConSINw,t) 
et 二] 

一 > sin x ea (Cicoswt 十 ConSinw,t) 
=1 

1272T YY’ 
其 中 CU nf: 472° 


(3) 初始 条 件 ,y(z,0) 王 0 ,y(X,0)= = Asin| 35z 3zz| 十 Bsin| 5 | ， 
由 yzy0) 一 0, 得 Chm,—=0,n=1, 2 


y (x,t) = Dsinl | | 一 2 e277 Cysinew,t 十 e- 好 。 Carencoseot | 
由 yz10)=Asin| 中 z 十 Bsin| | 


Dsin| xz| ， 。 Conn 一 4sin| 3 十 Bsin| Ez 


。 A Bb 
得 Ca Czas 
C2n 一 0 (2 天 3,5) 
所 以 y(zX,t)= asin| 经 z sinwat 二 一 5 Eoin| x sinwst |e-# 
3 


97r2r 7’ /12572r YY 
其 中 (3 一 lA? Ws 一 nl 47 
(4) a 一 0,; 即 Y==0, 通 解 为 
vy(X,t) = Dsin| 容 z| (Cj,COSwt 十 ConS1Nnwnt ) 
其 中 心 = 人 入 
vy (r,t) = sin| 玫 z| (一 Cl csincost 十 ConWaCOSw,t) 


由 yx,0) 二 0 得 Cs 一 0 


y(z,t) 一 ycusin| 


下 一 1 


y(X,0) = ycusin| | 


二 1 


COSw,t 


将 所 给 的 初始 条 件 
Ax 0<x<5 
y(T,0) 一 7 
A( 一 工 ) 7 人 TSE! 
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用 本 征 孙 数组 sin (7 一 ]， 2 .) 展 成 级 数 ， 
ln 一 en rz) dz 
一 2 ?azsin | dz 十 | ac 一 z)sin| 2 7 zjdz | 
一 4 nr 
nA 2 
444S T 1) nr 
所 以 y(z,t) 一 2 2 -isin| | sin 7 7 cOSc 
nm /rz 
其 中 w= 了 Ny 
3. 4. 33 一 条 长 人 线 密度 为 7 的 软 绳 ,上 端 固 定 , 下 端 自由 ,在 一 个 平面 内 做 微小 横 

振动 


(1) 导出 偏 微 分 方程 ,并 由 此 导出 关于 振动 模式 的 微分 方程 ; 
(2) 用 短 级 数 解 法 求解 此 微分 方程 (不 把 方程 变 为 贝 窜 尔 方程 求 
解 ) ,然后 用 数值 解法 近似 算出 最 低 简 正 频 率 . 
解 (1) 取 图 3. 66 的 zx、y 坐标 , 强 中 张力 与 重力 平衡 ,是 zx 的 哺 数 ， 
r(Z) = {78dz ~ ng(l — Zz) 


由 牛顿 运动 定律 ,x~z 十 dz 段 质 元 做 微小 横 振 动 的 偏 微分 方程 为 


ndzx 2 一 一 T(Z 十 do 一 rn) 
或 写成 
dy -| 9y _ {9y 
ydz 982 "ax z 十 dz az) |。 
代入 r(Cz) 一 7g(C 一 z)， 可 得 
yg au) |- 0 (1) 


均 界 人 徐 件 ;y(0,z) 二 3,y《L,t) 有 限 . 
_ | Av | 9 
、 端 自 由 中 | | _ 一 0, 因 c(D) 一 0, 不 能 要 求 | 玫 | _=0. 


用 分 离 恋 量 法 , 令 y(zr,t) 二 了 (z)TG), 代 入 式 (1), 得 


XT— gT 二 一 | (一 z) 和 他 |=o 


1T 1d dX]_ 

示 一 充 才 [4 一 四 仁 |= 一 2 
cia-z) |+ AX = (2) 
T+AgT=0 (3) 


边界 条 件 :X(0)= 二 0, 久 QQ) 有 限 . 
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式 (2) 及 其 边界 条 件 将 决定 振动 模式 ,因此 式 (2) 是 关于 振动 模式 的 微分 方程 . 
(2) 由 上 述 式 (3) 关 于 工 的 微分 方程 可 知 ,4 二 0 及 1)<0, 了 将 趋 于 无 穷 或 趋 于 零 , 没 
有 强迫 力 ,不 可 能 趋 于 无 穷 ; 没 有 阻力 ,也 不 可 能 趋 于 零 . 故 必 有 4 之 0. 式 (2) 也 可 写成 


X" 一 XXX- 一 0 (4) 
-之 


lt 一 人 并 


可 见 ,Tl 是 正则 奇 点 , 邻 
Xz) 一 (zz 一 人 > an(Cz 一 27 


nn 一 


代入 式 (4)， 


Dt Onts— Dalr— D+ Dt a oo Dt 


插 一 曲 


一 4>,ar(z 一 01 一 0 


nn 二 个 


指标 方程 :s(s 一 1) 十 s 二 0， 。。3 一 0 


今 ao 一 1， 
(s 十 1)sal 十 人 十 1)al 一 Ma 一 0 
A 
G1 
(s 十 2)(s 十 ] )as 十 (s 十 2 ) a, 一 4ai 一 0 
4 
(s+H2)"! 2 
(s 十 3)Gs 十 2)as 十 (十 3)as 一 A4,，= 二 0 
和 
3 Gs): 32 22 (31)? 
依次 类 推 , 可 得 a, = 了 a 
i 
X(z) = 2 it —D 
由 X(0)==0， 2 二 人 人 一 0 (5) 
用 和 牛顿 法 做 数值 计算 ,将 式 (5) 写 成 
一 1 二 2 4 5 a 
1(p)=1— p+ 1 a67 + 6p’ 14400? 守 ? 


其 中 p 二 XL. 


1} 4 
大 一 28807 


(pp) 1 十 六 和 一 sp 十 
( 
Pari Pr Py 
取 pi==1,f(p1)=0.224,f'(p1)=—0.58 


f(b) ,) 0224 
Pz 万 (站 一、 (一 0. 58) 


k= 0, 工 ,2，…， 


一 ].39 
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f(p,) = f(1.39) = 0.0245,f'(p,) 一 一 0.449 
0. 0245 


ps = ]. 39 一 [二 0.449) 二 1. 445 
f(p3) = 7.64 Xx 10 ,fF (ps) =— 1.4355 
加 7.64X10% 
ps = 1.445 Co 1.4355) 一 1. 447 
取 三 位 有 效 数字 ,p= 二 1. 45 即 Man 一 1. 45. 
由 关于 了 的 微分 方程 式 (3) 的 解 ， 


T(t) = Cicos(vVAaAgt) + Cssin(~v Agt) 


Umin 一 V Anming 一 V1.45A/ 全 一 1.20A/ 仿 


为 了 说 明 上 述 计算 的 确 是 最 小 的 简 正 频率 , 我 们 取 加 一 0.5， 算 出 p= 二 1. 067, 而 用 
轧 二 0.1, 算 出 ps 二 1.047, 所 以 不 可 能 找到 比 p==1. 45 更 小 的 f(p) 二 0 的 根 . 

3. 4. 34 一 根 长 度 为 i、 线 密 度 为 7 的 细 强 以 角速度 2 绕 一 根 和 环 直 的 轴 在 水 平面 内 
转动 ,同时 细 强 在 竖 直方 向 做 小 振动 ,如 图 3. 67 所 示 . 求 简 正 频率 (重力 可 忽略 不 计 ). 

提示 : 勒 让 德 多 项 式 pi(cos9) 满 足 的 方程 为 


了 


QQ 2g dp dp: 
dcos0 dcosg 


解 z 轴 以 角速度 0 绕 y 轴 转 动 ,考虑 转动 参考 
系 , 无 振动 时 , 细 强 处 于 平衡 状态 , 强 中 张力 与 惯性 离 轴 
力 平衡 ,由 此 可 计算 强 中 张力 . 
zx~z 十 dz 段 质 元 受到 的 惯性 离 轴 力 为 
:zx * ndx 3. 67 
张力 r(x) 应 与 从 之 至 工段 所 受 惯 性 离 轴 力 相等 ， 


tT(X) 一 | fxndx 一 NL 一 XxX) 
对 z~z 十 dz 段 质 元 用 牛顿 运动 定律 ， 


sin 


=— 0+ Dp /= 0,1,2, 


dy {9 -| ?2 
Mr ra ds \ 9 
2 == 阳江 2/12 ,2 5 | 
7 a lo (1) 


边界 条 件 :y(0,t) 二 0,y(L,t) 有 限 
和 上 题 所 述 一 样 ,因为 +(L) 一 0, 不 要 求 5 
用 分 离 变量 法 


一 0， 
L 


YT,t) = X(T CE) 


令 地 一 广 02, 代 入 式 (1) ,得 


XT 二 所 | gL 一 5 | 


T° 
) dx 
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1 mw 1 df dX] | 
2 一 到 ke cz 人 | 一 一 2 
T+ AwiT =0 (2) 
d dX 
所 | (2 一 1) 二 | 上 + 这 一 0 (3) 
A _Td dd ld 
™ 一 了 :五 二 直下 一 大臣 , 式 (3) 改 写 为 
d .~ dX 加 
再 令 & 一 cos0, 上 式 又 可 改写 为 
d 1.5 dX 1 
dcos2 sin 0 jcosd -一 (4) 
与 勒 让 德 方程 
1 4 [sng9) 4 [1 2 je- 
sin@ dé Sing do 二 sin’6 9=0 
d . dg mm” 
或 sinz dcosl + 22 0 一 


相 比 较 , 可 知 式 (4) 是 一 个 m==0 的 勒 让 德 方程 . 
由 式 (3) 可 见 ,x= 工 为 正则 奇 点 ,要 使 += 工 处 的 XX(L) 有 限 ,4 必须 为 
1 一 !( 十 1) /= 0,1,2, 
将 式 (4) 与 提示 所 述 勒 让 德 多 项 式 PiCzos 俱 满足 的 方程 相 比 较 , 也 可 得 到 4 的 上 述 限 制 . 


所以 六 二 Pi(cosO) 
即 X(z) 一 Pi 了 

要 满足 边界 笨 任 :y(9 :大 -如 名 X(0)=0,! 只 能 取 奇 数 , 即 

[=27— i, n=1,2,3,." 
则 A=2n(2n—1; n=],2,3, 
将 上 述 4 代入 式 (2)， 
T+ 2n(2n — 1 oT = 0 

简 正 频 率 为 

w= M2n(2n CO— 1)wo = V2n(2n 一 工 ) 0 Vn(2n 一 工人 12 一 1223， 

V2 
3.5 声 波 


3. 5.1 一 开 管风琴 管 ( 两 端 开 口 ) 的 基 频 为 300Hz ,一 闭 管 风 雁 管 ( 一 端 封 财 ) 的 第 二 
泛音 和 该 开 管 风琴 管 的 第 二 泛音 频率 相同 , 问 两 根 管子 的 长 度 各 是 多 少 ? 空 气 中 声速 为 
330m/s. 


解 ” 开 管风琴 管 的 长 度 与 波长 的 关系 为 1 一 人 


第 三 章 振动 和 波 * 257。 


,T_T 
| "和 2 
; 0 330 
基 频 为 一世 ,1 一 下 一 让 0 一 0.55(m) 
第 二 沁 首 : 一 党 一 3 一 900Hz 
闭 管风琴 管 的 长 度 与 波长 的 关系 为 
1 一 (2n 一 1) n= 二 1,2,3, 
ve 2 Ea DY 
_ : 一 一 二 一 一 900H 
第 认 首 3 和, 47 
所 以 一 交 000 一 0 458(m) 


3.5.2 一 小 提琴 的 弦 的 质量 为 2. 0g, 它 的 两 固定 点 之 间 的 距离 为 50cm ,不 按 手指 
演奏 时 发 出 的 声音 是 4 调 440Hz. 试问 要 奏 出 C 调 528Hz, 手 指 应 按 在 什么 位 置 ? 弦 线 张 


力 多 大 ? 
解 ”两 端 固定 , 弦 长 :与 波长 有 关系 为 
上 一 Hi。 和 ， 一 二 一 7 一 
2 A 2/ 
不 按 手 指 演奏 的 是 基 频 ， 


y, 一 7 一 440Hz 


按 手 指使 琴 弦 长 度 缩短 , 奏 出 的 仍 是 基 频 


J “1 

上 DZ y) 1! 
;71,_ 440 — 

{' = 7 po8 xX 0,50 = 0.417(m) 
离 较 近 一 端的 距离 
{— /=0.50— 0.417 = 0.083(m) 
T 
7 一 了 一 20， 7 一 


T=’ = (2) 一 bmi 


一 4 X2.0X10-3X0.50X(440) = 774(N) 
3.5.3 ”有 一 口 井 ,侧面 是 竖 直 的 ,井中 有 水 , 它 可 与 7Hz 和 7Hz 以 上 的 某 些 频 率 发 
生 共 鸣 , 间 内 的 空气 密度 为 1. 1kg/m’, 压 强 为 9. 5X10‘Pa, 比 热 容 比 为 万 . 试问 这 井 水 的 
水 面 有 多 深 ? 比 7Hz 高 的 多 大 频率 也 能 发 生 共 吗 ? 
解 ” 在 一 端 开口 一 端 封 闭 的 井中 形成 驻 波 时 发 生 共 鸣 , 此 时 强迫 力 的 角 频 率 等 于 振 
动 系统 的 简 正 频率 ,发 生 共振 , 故 发 生 共 鸣 形 成 驻 波 时 ， 


二 (27 一 ]) 


_ 外 _ 
上 一 《2 十 1 了 了， nl 
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其 中 / 是 水 面 的 深度 , 即 水 面 到 并 口 的 距离 
发 生 共鸣 的 最 低频 率 久 一 蔚 ， 


7 
) l/h 1 /5 ~” im 
4y) 4y) pb 4.7 1]. 1] 


比 v 高 的 能 发 生 共 鸣 的 频率 有 
一 《27 一 1)7， 1 一 2;3，…， 
它们 是 21Hz,35Hz ,49Hz,，…， 
3.$5.4 一 小 提琴 的 弦 长 31. 6cm , 线 密 度 为 0.65g/m ,将 此 弦 放 在 扬声器 附近 , 扬 声 
器 由 一 频率 可 变 的 音频 振荡 器 来 策动 ， 当 振荡 器 的 频率 从 500Hz 到 1500Hz 连续 改变 
时 ,发 现 小 提琴 的 弦 只 在 880Hz 与 1320Hz 这 两 个 频率 发 生 据 动 . 试问 弦 中 的 张力 有 和 多 


大 ? 
hh _v_v 
解 /一 4 2 9 mi ol 
VU 忆 
7 十 1 _ 1320 
7 80 
解 得 ”一 2 


人 二 712 一 0.65 Xx 1073 x (0.316 x 880)2 = 50.3(N) 
3.5.5 一 直立 圆柱 形 管子 ,上 端 开 口 , 可 以 往 里 灌水 , 当 管 中 水 面 离 管 口 距离 为 
15. 95cm 、 48. 45cm 和 80. 95cm 时 ,相继 地 观察 到 一 个 频率 为 512Hz 的 音叉 发 生 的 空气 柱 
共 据 ,如 图 3. 68 所 示 . 
(1) 求 出 在 空气 中 的 声速 ; 
(2) 精确 地 指出 该 管 邻近 项 问 波 腹 的 位 置 ， 
(3) 如 果 上 述 测量 是 二 年 级 大 学 生 所 做 ,你 如 何 评 价 他 的 工作 . 
解 ” (1) 48. 45 一 15. 95 一 32. 50 
80. 95 一 48. 45 一 32. 50 
A=2X 32. 50= 65 (cm) 
v=Ay=0. 65X 512= 333(m/s) 


(2) 一 65cm , A=16， 25cm 
16. 25 一 15.95 一 0. 30 
波 腹 的 位 置 在 管 口外 0. 30cm 处 . 
(3) 因为 人 耳 对 于 声音 强度 的 变化 不 十 分 灵敏 ,用 此 法 测量 空气 中 的 声速 难于 精确 . 
不 过 未 用 什么 仪器 设备 ,测量 结果 还 相当 精确 ,工作 值得 称赞 . 
3. 5.6 小 提 夺 上 的 于 弦 长 工 , 可 认为 两 端 是 固定 的 , 空 弦 的 基 频 为 mw, 提 闭 手 在 离 一 
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图 3. 68 


端 二 距离 处 用 己 拉 弦 ,另外 用 手轻 经 按 在 疏 的 中 点 ， 
(1) 问 在 这 些 条 件 下 ,他 能 激发 的 最 低频 率 多 大 ? 示意 地 画 出 弦 振 动 时 的 形状 ; 
(2) 在 此 条 件 下 ,一 次 谐 波 的 癫 这 多大? 
解 〈1) 在 此 情况 下 ,下 参 与 振动 的 实际 长 度 为 ,考虑 到 离 端点 竺 处 只 能 是 波 腹 ， 


了 . ,、 人 A 
9 :二 (ZnO 1) oo ?CO 二 ] ,2,3,"° 


A 一 
ov _hw 2Lro 
最 低频 率 A A TT L = 2vo 


其 中 ww、 加 分 别 是 空 弦 的 基 频 及 其 波长 . 
激发 最 低频 率 振动 时 某 时 刻 强 的 形状 如 图 3. 69 所 示 . 
(2) 在 此 情况 下 ,一 次 谐 波 的 频率 为 


一 一 
了 2 一 ~ 
1 ly L / 

3 3 CC 


3.5.7 一 长 为 0. 5m 的 小 提 竣 弦 , 其 基 频 为 200Hz. 
(1) 横向 脉冲 在 此 弦 上 的 传播 速度 多 大 ? 

(2) 画 出 一 脉冲 在 弱 的 端点 反射 前 后 的 图 形 

(3) 画 出 此 弱 比 基 频 较 高 的 两 种 振动 模式 的 草图 ,并 给 出 它们 的 频率 ， 

解 〈1) 四 一 2 区 ,一 人 0 一 270 一 2X0.5X200 一 200 m/s. 

(2) 反射 时 , 波 遇 波 密 介 质 ,有 半 波 损失 ,脉冲 反射 前 后 的 波形 如 图 3.70 所 示 ， 

(3) 图 3.71 画 了 比 基 频 较 高 的 两 种 振动 模式 ,并 标 出 每 种 模式 的 频率 . 

3. 5.8 在 两 个 相距 为 100cm 的 固定 点 之 间 张 紧 一 根 弦 ,在 100Hz~350Hz 的 频率 邢 
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围 内 , 仅 有 以 下 频率 能 被 激发 :160Hz、240Hz、320Hz , 这 


些 振动 模式 的 波长 各 是 多 少 ? 
vv 
解 ‘Tn 2 一 人 221 


设 久 二 160Hz ,v1 二 240Hz ,v4 二 320Hz, 则 


vv __v 
160 = 一 一 一 1 240 a 《7 十 1) 


2X1 
图 3. 70 
两 式 相 减 ,二 80,v 二 160m/s. 
vy, =~400Hz 
y,=600Hz 
图 3. ?1 
天 
2 2 
ht 二 一 3 一 0， 667(m )， ht = 0.5(m) 


所 以 160Hz、240Hz、320Hz 这 些 振动 模式 的 波长 分 别 为 Im、0. 667m 和 0. 5m. 

3.5.9 抓 住 或 夹 住 细 铝 杆 的 中 点 , 铝 杆 长 1m , 沿 着 杆 的 轴线 纵 癌 用 锤子 打击 杆 的 一 
端 ,产生 2500Hz 的 声波 . / 

(1) 求 馈 杆 中 的 声速 ， 

(2) 要 激发 3750Hz 的 声波 , 手 应 抓 在 杆 的 什么 地 方 ? 打击 不 同 端 有 差别 吗 ? 

(3) 假如 像 原来 那样 , 手 握 杆 的 中 点 ,但 在 症 点 横 问 而 不 是 纵向 打击 杆 , 定 性 解释 为 
什么 合成 的 声波 频率 比 原来 的 低 . 

解 〈1) 杆 的 中 点 是 没 节 ,打击 的 端点 为 波 腹 , 故 产生 的 声波 主要 是 基 波 ,波长 与 杆 长 


1,， 1 
人 4 一 >! 和 人 一 27 
声速 v=Ay=21y=2X1xXx2500 二 5000(m/s) 
(2) 要 激发 频率 为 3750Hz 的 声波 , 设 其 波长 为 4， 
vv _ 9000 _ 4 


手 抓 的 点 离 打击 点 的 距离 等 于 二 ,为 <m, 即 手 抓 住 离 打击 点 三 分 之 一 杆 长 处 、 
打击 两 端 ,激发 的 声波 频率 是 不 同 的 ,打击 另 一 端 , 二 1 一 和 my 一 -sm 声速 一 定 , 波 
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长 为 两 倍 , 频 率 为 一 半 , 激 发 的 声波 频率 为 > X 3750 一 1875(Hz) 
(3) 在 铝 杆 中 传播 纵波 的 波 速 一/ 了 ,其 中 了 是 杨 氏 模 量 ,p 为 密度 ,传播 模 波 的 波 


束 NE ,其 中 为 切 变 模 量 ,V<Y, 因 此 传播 横 波 的 声速 小 于 纵波 声速 , 手 都 是 担 杆 


的 中 点 ， 两 波 的 波长 相同 二 ,Ves (一 内 ，。。 < 以 上 脚 标 4“ft; ' 表 示 横 波 ,“1” 表 示 纵 


波 , 这 就 解释 了 为 什么 横 癌 打击 激发 的 合成 声波 频率 比 纵 同 打击 的 低 . 

3.5. 10 在 温度 为 300K 的 空气 中 ,假设 频率 为 103Hz 的 平面 驻 声波 引起 压强 变化 
的 幅 值 为 ldyn/cm’: (周围 压强 为 10idyn/cm:). 试 估计 此 波动 引起 空气 分 子 位 移 振幅 的 
量 值 . 


解 ” 驻 波 的 表达 式 为 
y= Acos ~ | coswt 
压强 的 增 晤 
Ap 一 一 大 于 一 天 4 一 sin 一 COScut 
其 中 K 是 气体 的 体积 弹性 模 量 ， | 
/ 
二 /全 
p 
所 以 K=pv’ 
压强 变化 的 幅 值 
pn = KA = = pv*A 二 一 pwvA 
其 中 po 为 空气 密度 . 
设 空气 摩尔 质量 为 w, 体 积 为 Y 的 至 气质 量 为 M， 
pV = RT 
_M_ pr 
VY RT 


上 述 写 的 驻 波 表达 式 ,位 移 振幅 yn 一 4， 


A= pm pnRT 
pop 2rvwpp 


代入 pm 二 ldyn/cm’==10 !'Pa,R=8.31J/(mol ， K),T=300K,v=10’Hz,v= 340m/s,p 
y/o Pe 2 X10 ke/ mo 
= 4 X 10-sm 
3. 5. 11 (1) 对 于 一 端 封闭 的 管子 ,画册 其 第 一 振动 模式 的 空气 位 移 图 和 压强 变化 
图 ; 
(2) 上 述 第 二 振动 模式 的 频率 与 基 频 有 何 关 系 ? 
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解 (1) 设 溃 子 长 ,zx 二 0 器 封 财 ,z== 虐 端 开口 ,因为 x 二 0 病 是 固定 点 ( 波 市 ) 的 ， 


y» 一 A,sin coswt 


Uv 


ee nn 一 ] ,2 


对 第 二 振动 模式 ,mn 一 2 , 工 一 立 必 一 生 志 ， 


4 3 
yy = A,sin ex coswt 一 Assin sfx COScut 
Ap = 一 天 型 一 一 玉江 4sin| 闻 z 十 于 COScut 
= KAsin 3 一 疝 COScut 


图 3. 72 画 出 了 该 模式 各 处 位 移 的 “振幅 ”, 打 引号 标明 它 不 单 是 通常 的 振幅 ,还 包含 了 相 
互 间 的 相位 关系 . 图 3.73 国 出 了 该 模式 各 处 压强 变化 的 “振幅 ” 


位 移 “ 振 幅 


图 3.73 
(2)L= (2n 一 上 全 
Ai 1 
基 频 L=(2X1—1)* 7 = 
第 二 振动 模式 ,一 (2X2 一 1) 凶 一 二 | 
TC 一 一 一 Ay， 人 AD 一 一 AD， 
A 4 
2 一 元 性 一 二 一 3 
3 


3. 5. 12 ”一 吉他 防线 长 80cm ,其 基 频 为 400Hz ,做 此 基 频 的 振动 ,使 纺 中 点 的 最 大 位 
移 为 2cm, 如 弦 中 张力 T。==10dyn, 试 问 作 用 于 弦 支 承 并 点 的 作用 力 的 垂直 于 弦 平衡 位 
置 的 分 量 的 最 大 值 有 多 大 ? 

解 ” 沿 弦 的 平衡 位 置 取 zz 轴 ,z 二 0 为 支承 问 点 ,z=! 为 固定 点 ,xX 二 0 也 近似 视 为 固 
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定点 
lv—=Ay=640ms™! 


做 基 频 振动 ,v= 二 400Hz,2 一 2 二 1. 6m,w=2xv 一 800xs 
弦 上 形成 的 驻 波 方程 为 


COSCOUF 


。 ww 
y 一 4sin| 7 


由 中 点 的 最 大 位 移 知 ,4 三 2cm 一 0. 02m. 
作用 于 支承 点 的 作用 力 的 垂直 于 弦 平 衡 位 置 的 分 量 为 


F=T2| -7,4 Ycost 
ox 


让 二 0 


6 
1 x 0.02 x S00 一 0.79(N) 


0 640 
一 根 长 工 的 纺 由 两 种 线 密度 的 弦 相 连 而 成 ,右边 -5 世 长 的 弦 线 密度 为 7, 左 


3. 5. 13 
边 -= 长 的 弦 线 密度 为 47, 张 力 为 To 两 端 固定 . 求 基 频 和 第 一 、 第 二 、 第 三 、 第 四 泛音 频 
率 ， 
解 ” 弦 线 的 波动 方程 为 
Fy Tozy 1 
52 ana 0 0<T< Lt 
Fys _ To Fy _ 1) 
312 7 22 一 3 二 工夫 二 
边界 条 件 为 
yi1(0,t) 一 0， ya CL,t) 一 0 
3 
2 ay 
2z | 1 ar z=1L 
-和 白 _ 9 co _ 
来 自 一 To 他 7 人 | 
由 前 两 个 边 界 条 件 ， 可 以 由 分 离 变量 法 解 得 
OralL 


yy) = (Aicoswt 十 Bisinwt)sin ez 
1 


yo (Tt) 2 (A,coswt 十 Bvsinwt)sin| ~(L 一 站) 
2 


1 了 /To 
v1 一 47， Y? 一 7 


其 中 
由 后 元 个 边界 条 件 ,并 注意 到 vw, 二 2v1, 得 
(Aicoswt 十 Bisinet sin| 2 | ~ (A,coswt 十 B,sinwt)sin ee 
3U1 3U] 
= (4 Bosinen)| 一 如 |eos| 2 
一 oCOSwWt 十 BbB,SiNwt 2v, COS 3 


wL, 
3U] 


(Aicoswt 十 Bisinet) Cos 
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由 等 号 两 边 coswt、sinwt 的 系数 分 别 相 等 ,得 
-4 


4usin| 一 一 2SIHD 2 | 一 0 
3U] 
wL 0 oe 
人 4 一 COS 3v, 十 加， D2 COS 30, 
wL 
Bisin| 3 B,sin 30. | 一 0 
w wh 人 wL 
Bl UO 3 十 石 ， Do 一 一 COS 30.) — 
由 Ai、A; 及 B;、B， 有 非 零 解 的 条 件 .系数 行列 式 等 于 零 , 可 得 
| 做 jeos( 优 
sin| 一 |cos| 一 | 一 
TU SU 
Ed 6 2 _ 
sin| 3 | 一 或 ”cos 3 0 
由 sin av | 一 0 可 取 
w= (ni 一 1,2，…) 
由 cos Ea 一 0,w 可 取 
(ns = 1,2，: 
ep 言 / 二 一 3 抒 
基 频 112 一 ,cwi 一 ?71 一 477 8L 
、 3NAU 3 f 
第 一 泛音 ， lw 2 一 人 了 
_、、 Qnv 9 /7 
第 二 沁 首 : 72 一 2 一 7 oF 了 
_.、 6rrv 3 fT 
第 二 浇 普 ， m=2,W4 二 4 二 2 了 了 
、 157rv 15 /4 
第 四 泛音 : ik 6 一 CA 了 了 


3.$.14 线 密度 为 7 了 .长 为 7 的 琴 弦 两 端 固 定 , 有 党 张力 Tu 作用 , 设 在 t==0 时 ,将 强 的 
中 点 由 平衡 位 置 拨 到 距离 *Gs</) 处 ,使 形成 一 等 腰 三 角形 ,然后 将 弦 静 止 释放 . 求 弦 的 


运动 . 
Fy 7o3 
解 7 = 0 
满足 边界 条 件 和 初始 条 件 如 下 : 


y(0,) 一 0， VE) 一 0 


全 rz， 0<r< 
y(X,0) 一 


《 
2|1 一 了 | <*< 


Ca 


(1) 


(2) 


(3) 
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9y 
3t | 一 0 (4) 
用 分 离 变 量 法 , 设 y(z,t) 二 了 (zx)TG), 代 入 方程 (1) ,可 得 
yaT Tord 


Qt 7 dr | 
ldT 1。 1dxX 


T(1) = A'coswt + B'sinwt 


V 元 wz V 元 wz 


由 y(0,2t) 二 0, 即 及 (0)= 二 0, 定 出 C=0. 由 yt) 二 0; 即 XYQ)==0， 


J .。。 
To = nn 7 一 ,2， 


X(Cz) = D'sin| | 


PX Em 十 B,sin 
( V7 


了 一 0, 可 知 B,=—=0(n=1,2,"*) 
nt 


X(T) = Ccos 


十 D'sin 


to 


y(z ,tt) 一 > Avcos 


n= 二 1] 


nm fi 
—t 
/ 7 


[a 


— {nx 
y(xX,t) 一 六 4sin| 史 z 


COS| 7 二 (5) 
LV”7 
y(X,0) = > Avsin| | (6) 
将 式 (3) 给 的 y(z,0) 展 成 式 (6) 型 的 级 数 , 或 者 说 将 式 (3) 代 入 式 (6)， 
wo 3 0 去 过 运 二 
> 4 Ss1n 2 一 |= ' ‘ 
"二 ] | 1 


两 边 乘 cos| zz| ,并 对 z 由 0 到 7 积分 ,用 
[sinl 7 sin| | dz 一 六 0 
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sin TICOs 


所 以 yzZE) 一 D3 Dsin| 到 As 

3. 5. 15 密度 为 0 声速 为 mm 的 介质 1 ,与 密度 为 p;、 声 
速 为 ws 的 介质 2 间 有 一 不 可 渗透 的 平面 界面 ,一 列 压强 振 
幅 为 4 .频率 为 的 平面 声波 上 自 介 质 1 对 直射 问 界 面 . 

(1) 写 出 在 界面 上 的 边界 条 件 ; 

(2) 用 边界 条 件 求 出 自 界面 反射 回 介 质 1 的 波 的 压强 
振幅 4' 和 透射 到 介质 2 的 波 的 压强 振幅 B. 

解 ” (1) 取 入 射 波 的 传播 方 同 为 xz 轴 , 两 介质 的 界面 位 

图 3. 74 zx=0. 
在 界面 上 取 一 很 薄 的 质 元 , 质 元 的 两 个 表面 分 别 位 于 两 

种 介质 中 , 设 质 元 质量 为 Am, 表 面积 为 S ,由 牛顿 运动 定律 ， 


介质 1 介质 2 


(pi — p25 = Am YP 
分 界面 是 无 限 薄 的 ,Am 一 0, 守 是 有 限 的 ,因此 在 界面 处 有 
Pi= Pp2 
没 平 衡 时 ? 两 边 压强 为 Pa PI = fo Apl ;PpP2— pot Ap: ¢ | 此 这 个 边界 条 件 吕 写 为 
A 户 : 1-。 一 Ap | --。 (1) 


由 于 界面 是 不 可 渗透 的 ,界面 两 边 的 介质 因 声 波 扰动 得 到 垂直 于 界面 的 振动 速度 
30 22 ,而 两 种 介质 总 识 持 接触 (不 可 渗透 ), 必 有 法 向 速度 相等 ,因此 第 二 个 边界 条 件 是 


9 Yl 9 
ot 工 一 人 0 9t T=0 (2) 
(2) 我 们 用 波 的 复数 表示 法 ,对 于 波 的 压强 变化 量 ,可 为 
入 射 波 Apil= Ae'” 47, (x0) 
反射 流 : Ap 一 4e ea) (zx 和 0) 
透射 波 : Ap;,= Be'™ 7) ， (二 之 0) 
ca) 
其 中 如 一 全, 如 一 半 . 
， ra 2 
因为 z ep 一 一 人 ax FT dx 
9 
Api =— pivi 2 
9y1 1 |] 1 一 此 并) 
到 一 
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对 xz 积分 4 视 为 “常量 ”) 


yy1 一 一 l Ae ndz 
Ul 


一 - ] 1 
1R1O1V1 


间 样 可 得 反射 波 和 透射 波 的 位 移 表 达 式 : 


! ] A'eltwtkl zr) 


1 一 ， 
ikip1v1 
y, 一 Peicee 一 和 aa 
~ ik,p2v? 
dy] — WwW ; Ae 17 — ] eice 一 名 2 
9t AiOliVi LV1 
| 
dy 1 ___. ;A'e i(at+kr) -一 | rel 一 后 7 
di or Pi1v1 
dy2 一 一 一 一 Beitw 一 和 _ _ Peicee 一 ba 
ot R, D2U3 P22 


在 用 (1) 中 给 出 的 两 个 边界 条 件 时 ,其 中 Ap; 和 他 都 是 入 射 波 和 反射 波 的 相应 量 之 


各 ， 
由 (Ap 十 Ap ) -=o 一 Ap =-=oy 得 
A+A'=B (3) 
dy1 2 _ dy, 2 
由 | 4 t 中 0 中 得 
C1U!1 PiU1 [212 
由 式 (3)、(4) 解 出 
; _ Ca 一 Cl LPave 
pivi 十 p20: Piv1 十 P20， 


3.5. 16 ”两 根 相 同 的 钢琴 弦 在 保持 相同 的 张力 时 有 相同 的 基 频 , 设 基 频 为 600Hz, 试 
问 当 这 两 根 弦 同时 振动 时 ,使 其 中 一 根 弦 增加 多 大 百分比 的 张力 ,每 秒 发 生 6 个 拍 ? 


Ee Bs 
1 六 
了 


y < / 
人 和 折 一 六 
7 一 了 7 ww (600 十 6) 一 0600) _ 
To  ， 玫 (600): 


使 其 中 一 根 弦 增 加 2% 的 张力 ,每 秒 可 听 到 6 个 拍 
3.5.17 设 有 两 列 声波 ,一 列 在 空气 中 , 另 一 列 在 水 中 ,如 果 这 两 列 声波 的 强度 相等 ， 


水 中 声波 的 压强 振幅 与 空气 中 声波 的 压强 振幅 之 比 多 大 ? 若 这 两 列 波 的 压强 振幅 相等 , 它 
们 的 声 强 之 比 多 大 ? 
解 ” 声 强 与 声 压 振幅 的 关系 为 
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用 脚 标 a 表示 空气 中 的 物理 量 , 脚 标 克 表示 水 中 的 物理 量 . 
当 1,=1,, 时 ， 


1 
LPava 


1 
2 2 


pm VN 20om。 \ Coca。 


1 
1, CD _ Cav 
lI, 1 pv 
ZPDava 


3. 5. 18 ”两 端 开口 的 长 为 1 的 风 容 管 可 用 来 测量 亚 音 速 风 洞 中 空气 的 马 欣 数 v/c, 其 
中 vw 是 空气 的 流动 速度 ,c 是 在 静止 空气 中 的 声速 . 观察 到 当 风 堆 管 固定 在 洞 中 不 动 时 ， 


与 周期 为 了 的 基 波 发 生 共振 . 若 v/c= 壹 , 求 工 /To,T 是 风琴 管 置 于 静止 空气 中 时 在 天 


解 ”方法 一 : 波 速 公式 都 是 以 波 在 其 中 传播 的 介质 为 参考 系 的 . 今 风 洞 中 的 


气 是 


以 速度 v 运动 的 (对 静 参 考 系 而 言 ), 以 流动 的 空气 为 参考 系 , 则 对 风 洞 亦 即 对 静 系 静止 的 


风 雁 管 是 以 的 速率 问 与 空气 对 静 系 运动 的 相反 方 同 运动 的 . 


在 基 波 发 生 共振 ,对 于 两 端 开口 的 风琴 管 ,管子 长 度 等 于 半 个 波长 ,可 在 空气 参考 系 


中 ,管子 是 闭 着 空气 而 运动 的 , 表 观 长 度 ! 小 于 实际 长 度 ! ,其 关系 为 


rol1_v. 


2 


其 中 人 是 在 流动 空气 中 风琴 管 的 基 波 周期 ,是 此 基 波 通过 风琴 管 所 需 时 间 ， 


人 4 
′ 一 >， 1 一 ?7 
Ah 分别 是 风琴 管 在 流动 的 空气 中 和 在 静止 的 空气 中 的 基 波 波长 . 
将 上 述 两 式 代 入 式 (1)， 
A_h TT 4 CT 4 vA 
2 2 "2 2 cc 2 2 ¢c? 
1 一 一 上 A 
1 十 一 
和 
A 
因为 舍 = 作 =C 
bi TT 4 ] 
所 以 Ts A | UU 


(1) 
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有 有 一 二 一 
C 2 Io。 3 
方法 二 :此 题 实 际 上 是 多 普 勒 效应 问题 ,用 多 普 勒 公式 来 解 . 
以 空气 为 参考 系 , 波 源 不 动 ,发 出 vw 频率 的 波 , 观 察 者 对 风 洞 是 静止 的 ,在 空气 参考 
系 中 是 以 v 的 速率 问 着 波源 运动 的 , 听 到 的 声波 频率 为 v， 


y= 
其 中 < 为 在 静止 空气 中 的 声速 
“一 未 一 名 C = Ay = Aovo 
1 _A4 ww%»__°¢ __l] 
了 Ap y cv 1 十 三 


3. 5.19 一 汽 第 发 出 频率 为 1000Hz 的 声音 ,该 汽 币 以 10m/s 的 速率 离开 你 癌 一 巧 
崖 运动 ,空气 中 的 声速 为 330m/s. 试问 : 

(1) 你 昕 到 的 直接 从 汽笛 传 来 的 凑 波 的 频率 多 大 ? 

(2) 你 听 到 从 悬崖 反射 回来 条 二 波 频 率 多 大 ? 

(3) 你 能 否 听 到 折 频 ? 

解 (1) y=1000Fis,， 光一 一 10m/s， zxo 一 0， 
v= 330m/s, : 
vio 33077 0 
VU— Ul, 2330 -- (— 10) 

(2) 悬 嵌 和 你 之 闻 无 相对 运动 ,都 对 所 用 的 静 参 考 系 是 静止 的 ,因此 你 听 到 晤 与 反射 
回来 的 声波 频率 也 就 是 悬崖 接收 到 的 声波 频率 ,波源 向 着 野 炭 运动 . (1) 中 的 vwo、v 不 
恋 ,u, 改 为 10m/s. 


Pm] 
| me 


x 1000 = 971(Hz) 


330 十 0 
330 一 10 


(3) 1030 一 971 一 59(Hz) 7Hz 
拍 频 高 于 7Hz, 难 予 或 说 无 法 分 辨 声 音 强 弱 的 变化 ,因此 结论 是 昕 不 到 扣 频 . 

3. 5. 20 ”一 卡车 在 其 车 顶 上 装 有 两 个 扬声器 ,一 个 朝 前 ,一 个 袁 后 ,此 卡车 以 1m/s 
的 速度 向 你 驶 来 ,如 果 扬 声 器 都 以 1000Hz 的 频率 振动 , 问 你 听 到 的 由 直接 传 来 的 声音 和 
由 汽车 后 一 建筑 物 反 射 的 回声 形成 的 拍 频 等 于 多 少 ?〈( 取 声速 为 330m/s) 

解 ” 观 察 者 听 到 直接 从 扬 声 需 传 来 的 声音 频率 

C _ ，-- 330 
Cv 330 一 1] 
观察 考 听 到 由 建筑 物 反 射 回来 的 声音 频率 

a 330 


x 1000 = 1030(Hz) 


i 二 


1 一 x 1000 = 1003(Hz) 


一 = 30 7 X 1000 = 997(Hz) 
观察 者 昕 到 的 拍 频 为 


vy 扫 二 一 vy 二 6Hz 
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3. 5.21 一 大 学 生 手持 一 振动 频率 为 440Hz 的 首义 以 1. 2m/s 的 速度 从 一 座 雯 走 
开 . 问 从 墙 反射 出 的 回声 的 音调 高 于 还 是 低 于 音叉 的 音调 ?大 学 生 听 到 的 拍 频 多 大 ?声音 
的 速度 为 330m/s. 
解 ”由 墙 反 射 的 回声 频率 ,等 于 在 墙 边 静 止 不 动 的 观察 者 听 到 的 、 由 走 开 的 大 学 生 持 
有 的 音叉 传 来 的 声音 频率 . 
yy 330 
C 一 VU, 330 一 (— 1. 2) 
7/ < 从 墙 反射 的 回声 的 音调 低 于 首 叉 的 音调 . 可 是 wv 还 不 是 从 墙 走 开 的 大 学 生 听 到 的 
辐 声 的 频率 ,他 听 到 的 回声 频率 为 


二 + 0 330 — .4 38, 4 = 436. 8(Hz) 


440 = 438. 4(Hz) 


C 330 
走 开 的 大 学 生 听 到 的 回声 的 首 调 也 是 低 于 首义 的 音 欧 的 ， 
走 开 的 大 学 生 昕 到 的 招 频 


y 拍 二 YY 一 上 二 440 一 436.8 守 3(Hz) 
3.5.22 血液 在 动脉 中 流动 的 速度 可 以 用 超声 波多 普 勒 频 移 来 测量 . 假定 频率 为 
1. 5X10"Hz 的 超声 波 被 以 1m/s 速度 流动 的 血液 反射 回来 , 若 超声 波 在 人 体 组 织 中 的 速 
度 为 1500m/s, 且 超声 波 以 非常 小 的 角度 入 射 , 如 图 3. 75 所 示 ， 求 入 射 和 反射 波 之 国 的 
频率 移动 Av. 
解 ”反射 波 的 频率 为 


J 一 
C 
声 源 和 入 射 波 和 反射 波 则 的 频率 移动 
接收 器 2 , 
))) ~ Ay 一 7 一 7 一 2) 一 一 一 
一 一 也 一 Im/As 1 6 
二 1500 X1.5X10 1000(Hz) 


图 3. 75 


3. 5. 23 一 站 在 铁路 轨道 边 的 学 生 听 到 火车 向 他 驶 来 和 离 他 而 去 的 汽笛 声 的 频率 分 
别 为 250Hz 和 200Hz, 假 定 声 音 在 空气 中 的 速度 为 340m/s, 问 火车 的 速度 多 大 ? 
解 设 火 车 汽笛 发 出 的 声音 频率 为 w, 学 生 听 到 的 向 他 驶 来 和 离 他 而 去 的 频率 分 列 
为 u 和 vw, 火车 速度 为 vw， 


一 一 一 一 一 一 二 
! cv 2 civ 
yi(C— UVU) 一 y,(cC 二 vv) 
v1 一 _ 250 一 200 


hl me 


“十 “250 十 200 
3. 5. 24 ”一 个 声学 运动 探测 器 发 射 50kHz 的 信号 并 接收 回声 ,如 果 回 声 有 多 普 勒 频 
移 大 于 100Hz ,运动 物体 就 被 记录 下 来 , 设 空气 中 的 声速 为 330m/s ,要 被 探测 妖 记 了 录 , 运 
动物 体 需 以 多 大 的 速率 向 着 或 离开 探测 絮 运 动 ? 
解 ” 设 运动 物体 向 着 探测 器 的 速率 为 v, 空 气 中 声速 为 c ,探测 器 发 射 的 频率 为 sv, 物 


X 340 = 37. 8 (m/s) 
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体 收 到 的 信号 频率 为 v' ,探测 硕 收 到 的 回声 频率 为 ”， 


二 一 4 一 -一 i 二 
C C 一 多 C 一 已 
Cv 2T1) 
Au 一 史 一 /5 一 十 2 一 1,= y 
Cv Cv 
AY_ _v Av __v 
27 cv 9y 十 Ay C 


、 Ar -十 100 久 330 
2 X50X10” 


Ab 
本 27 二 Av 2y 
v 的 负 值 表示 物体 远离 探测 器 . 因此 运动 物体 要 能 被 探测 紫 记 录 下 来 , 它 同 着 或 离开 探 
测 器 的 速率 应 之 0. 33m/s. 

3.5.25 火车 以 25m/s 的 速率 行驶 ,汽笛 声 的 频率 
为 500Hz , 一 个 人 站 在 离 铁轨 100m 处 , 当 人 与 汽笛 的 连 
线 与 铁轨 垂直 时 取 为 上 一 0, 问 守 为 何 值 时 ,人 听 到 的 汽 稍 
声 的 频率 比 原 频率 低 25Hz? 空气 中 声速 为 330m/s. 

解 ” 听 到 的 频率 低 于 汽笛 原 发 的 频率 , 声 源 的 运动 必 
远离 观察 者 . 设 观察 者 听 到 所 时 刻 汽笛 发 出 的 频率 为 vy 
一 500 一 25 二 475Hz, 此 时 汽笛 的 速度 在 汽笛 与 观察 者 连 图 3. 76 
线 方 向 的 分 量 为 vi, 如 图 3.76 所 示 , 图 中 加 为 观察 者 所 
在 位 置 ,v 为 火车 的 速度 ,c 为 空气 中 的 声速 ,d= 二 100m ,ts 为 声音 从 S 传 到 O 所 需 时 间 ， 


二 十 0. 33(m/s) 


0 


CO 


/一 上 yy = < 
C 一 Wu, Cc 十 vi 
y 
v1 二 cI 一 一 1] 
1 7 
2 _ vi vi _ vn 
一 ， 2 一 72 2 2 
U / 也 ad” + vt 
d’ + (vi)’ 
vf vi 
VU CO— vw? 2 
dv! Vd’ + vs 
1 二 一 一 一 一 一 tf 二 一 一 一 一 


UNVNvU CO— vr “ 
代入 c= 二 330m/s,v 二 500Hz,v = 二 475Hz,d 一 100m,v 二 25m/s ,得 
vi = 17.4m/s,， = 3.86s, tt, = 0.42s 
观察 者 听 到 比 原 频率 低 25Hz 的 汽 和 多 声 的 时 刻 为 
t= 二 t= 4.28s 

3. 5.26 ”声波 从 波源 水 平地 传 向 接收 器 ,波源 的 速率 为 &, 接 收 需 的 速率 为 w, 问 同一 
方向 运动 , 男 有 速率 为 w 的 风 也 水 平地 从 波源 吹 向 接收 器 . 车 波源 发 射 的 声波 频率 为 v， 
静止 空气 中 的 声速 为 V. 设 风 向 也 与 波源 、 接 收 器 的 运动 方向 一 致 . 试 证 :接收 升 收 到 的 
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;: Vv+iw 
”TT Vw 十 ww” 
并 说 明 此 式 的 适用 范围 ， 
证 明 公式 v= 中 的 是 波 速 今 有 风 ,以 介质 为 参考 系 , 即 以 随 风 运 动 的 空气 
为 参考 系 ,一 V (注意 ， 这 个 是 公 \ 式 中 的 v, 切 与 题目 中 的 v 发 生 混 光 ). 
在 此 参考 系 中 ,接收 器 (观察 者 ) 的 速度 为 v 一 w, 波 源 的 速度 为 wu 一 w, 观 察 者 是 向 远 
离 波 源 的 方向 运动 ,波源 是 向 趋 近 观察 者 的 方向 运动 . 根据 公式 中 wou 的 正人 负 号 规定 ， 
Uo 一 一 (om — ww), Us 一 1 uw 


将 vuo、us 代入 公式 , 即 得 


Vy 


:VT ww) 了 上 一 了 十 也 

一 (wx 一 w) Vw 十 
公式 中 v 过 us 时 将 出 现 冲 击 波 ,公式 不 适用 ,如 v 十 uo 三 0, 观察 者 接收 不 到 声波 ,公式 也 不 
适用 . 因此 所 证 的 式 子 的 适用 范围 是 

VV 二 wi—Uu>0, VV 二 wv 之 0 

BN Vrw uv. 

3. 5.27 频率 为 m 的 声 源 ,在 距 地 面 疡 高 度 处 以 习 速 & 铂 工 方向 做 水 平 运动 ,一 观 
察 者 位 于 地 面 z=0 处 ,上 = 一 0 时 , 声 源 正经 过 他 的 上 至 , 设 声 速 为 w， 试 证 : 

(1) t 时 刻 接收 到 的 信号 是 声 源 t, 时 发 出 的 ， 

十 wt | | 


U’ | 和 1 [nl1 4 
(2) t 时 刻 所 接收 到 的 信号 的 频率 作为 发 出 时 刻 二 的 函数 为 


+, 二 


y(t,) 一 
1 十 


u ut, 


vy (Ch’ 十 wt ) 


证 明 (1) 由 图 3.77 所 示 ， 
uti + hh = vt = vt? 2tt, 十 此 
(vi CO— Wt Co 202 vt oh =0 


He 


因 ;一 上 盖 0, 寺 式 取 “十 ”号 的 那个 解 是 没有 物理 意义 的 ， 


ft。 一 


: 土 十 |r|1 一 性 


vy 一 2 


i a [i | 
图 3.77 (2) t 时 刻 昕 到 的 声 音 昆 声 源 在 ,时刻 位 于 图 中 
处 时 发 出 的 ,在 此 处 , 声 源 有 背离 观察 者 的 速度 分 量 ui. 
U1 uts 


2 Ch? + wt 
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ut 
代入 多 普 勒 公式 


u ut, 
1 二 TY Ch’ 二 wt 


3. 5. 28 频率 为 500Hz 的 音叉 以 5. 0rad/s 的 匀 角 速 在 半径 为 6. 0m 的 圆周 上 运动 . 
试 求 在 距 圆 心 1. 2m 处 的 人 听 到 的 最 高 和 最 低频 率 各 为 多 少 ? 设 声 速 为 330m/s. 
解 ”音叉 做 匀速 率 圆周 运动 ,速率 为 
Uu=rw= 6.0X5.0= 30m*s™ 
从 人 所 在 位 置 O 点 作 圆 的 两 条 切线 O4.OB ,显然 在 A 点 us 二 
在 4 处 音叉 发 出 的 频率 是 听 到 的 最 高 频率 . 1 
, VU 330 


“my 330— 30 
在 BB 点 ,us 二 一 u, 在 B 处 音义 发 出 的 频率 是 听 到 的 最 


X 500 = 550(Hz) 


低频 率 ， 
| Jv 330 _ 、 
Wnin 一 本 (一 X500 一 458(Hz) 、 
3. $. 29 声音 在 大 气 中 的 传播 速度 为 330my/s ,一 
架 飞 机 以 660m/s 的 速度 在 观察 者 上 方 8000m 高 处 飞 图 3 78 


过 . 问 当 观察 者 刚 听 到 飞机 隆隆 声 时 ,飞机 离 他 的 正 上 方 的 水 平 距 离 有 多 还 ? 

解 ”xz”( 声 源 速 度 超过 声速 ) 是 发 生 冲 击 波 的 情况 . 

如 图 3.79 所 示 ,观察 着 在 A 处 昕 到 飞机 隆隆 声 时 ,飞机 已 飞 到 了 S 总 . 离 他 的 正 上 
方 的 水 平 距离 为 BS， 
“人 4BS~A04S， 守 = 第 


AS =NM (wut) — (vt)’, OA = wi 


_,AS hh/, ,: 
BS 一 DA 一 了 Ws 7 


— 38000 /660)7 二 (330)7 = 13856(m) 


330 
3. $.30 大 声 音 在 空气 中 的 速度 为 c, 瑶 源 沿 工 方 
向 运动 ,运动 速度 为 v. 

(1) vv<<c 的 情况 ,一 0 时 ,一 个 再 脉冲 由 坐标 原点 
发 出 , 画 出 上 时 刻 的 波 阵 面 和 上 时 刻 声 源 位 置 之 间 的 关 
系 , 仔 细 地 对 所 作 的 图 加 以 标记 ,以 上 时 刻 波 源 作 为 原 
点 , 写 出 波 阵 面 位 置 的 方程 ; 

(2) v>c 的 情况 , 声 源 发 出 连续 信号 , 画 出 由 运动 
图 3. 79 声 源 所 产生 的 波 前 ,说 明 作 图 的 依据 , 写 下 联系 波 前 形 
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状 和 其 他 一 些 已 知 量 的 方程 . 
解 (1) 取 两 坐标 系 ozyz 和 o'x’y'z',t 二 0 时 两 坐标 系 完 全 重合 ,x、7' 轴 沿 声 源 运 动 ” 
的 方 问 ,ozyz 是 固定 的 ,o' 固 连 于 声 源 ,o'x'y'z 为 动 坐标 系 .、 
图 3. 80 画 了 上 时 刻 两 个 坐标 系 (z,z 轴 垂直 纸 面 况 上 ,图 中 未 画 ? 的 位 置 , 声 源 位 于 
点 ,还 画 出 了 + 上 时 刻 声 脉冲 的 波 阵 面 , 它 是 以 o 为 球 心 ,以 ct 为 半径 的 球面 , 波 阵 面 位 置 的 


， 方程 为 
Z 十 多 十 2 一 《人 c 扫 7 
> 波 阵 题目 要 求 以 ; 时 刻 波源 作为 原点 的 坐标 系 表 
达 , 则 为 
2 (zZ 十 vt? 十 y 十 zz? 二 (cf)? 
x (2) 如 图 3. 81 所 示 ， 


图 3. 81 中 ,0O、S1、Ss、S 分 别 是 声 源 在 上 一 0、 
波源 位 重 。 一 Lt 一 tz 和 时刻 的 位 置 ， 
OS! 一 Tt， OS, = vt,,， OS = vt 
图 3.80 在 t 时 刻 , 在 O、S1、S; 时 声 源 所 发 信号 的 波 前 均 
为 球面 ,其 半径 分 别 为 ct ct 一 t1) cl 一 t2)， 


图 3.81 


ct c(t—t) c(t ot,) 


vt v(t) vt,) 
这 些 波 前 的 包 络 是 一 个 以 5 为 项 点 ,9 为 半 项 角 的 圆锥 面 ,如 图 3. 81 所 示 . 


， ct C 
sin0 一 一 三 一 
vt v 


3.$5.31 一 架 飞 机 在 上 空 做 水 平 飞行 , 某 时 刻 ,地面 上 的 人 同时 听 到 飞机 的 隆隆 声 的 
位 置 在 通过 (2 ~/ 3 X10:,M 2 X102) 点 的 下 述 曲 线 上 
z2 一 3y 一 2</3X1l0zr 十 6X10: 一 0 
zy 在 地 面 上 , 均 以 米 为 单位 .能 否 从 此 曲线 求 出 马赫 角 w、 飞 机 飞行 的 高 度 户 ,并 说 明 飞 
机 航行 的 方 回 . 
解 某 时 刻 同 时 听 到 飞机 隆隆 声 的 位 置 构成 的 曲线 ,从 方程 看 是 一 条 双 曲 线 ,一 个 不 
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通过 圆锥 的 对 称 轴 而 又 平行 于 对 称 轴 的 平面 , 截 此 圆锥 面 得 到 的 曲线 是 一 条 双 曲 线 , 可 见 
飞机 的 隆隆 声 是 冲击 波 ， 
假定 飞机 沿 z 办 飞行 ,圆锥 方程 可 写成 
yz =a (zr xo) 
一 QZ 一 2207 + X31) 
aX 一 2a270 过 一 风 一 于 十 cz 一 0 


1 ] 
T2707r Ty Ti i 一 0 (1) 


设 z 轴 向 上 为 正 , 飞 行 高 度 为 h, 地 面 的 z 坐标 为 xz 一 一 六 
将 z 二 一 hh 代入 式 (1)， 


x 一 270r 一方 史 十 嫉 一 点 一 0 
具有 所 给 方程 的 形式 ,可 见 飞 机 的 确 沿 二 轴 飞 行 . 
比较 两 个 式 子 可 得 
二 一 3， zi 一 AL3 X10m 


2 
2 

0 
< 


一 6X10 


解 出 h=a Nzxi—6X10=990m 
图 3. 82 画 出 了 用 z= 二 一 h 平面 截 圆锥 面 得 到 的 双 曲 线 ,题目 所 给 的 是 其 中 的 一 文 . 

A.B 两 点 的 工 坐 标 是 

ri— 3y—2MV3 X10z 十 6X10: 一 0 

y 一 
的 解 . 

zz2 -一 23X10zr 十 6X 义 10 一 

~ _2V3 X10+MVI2X10— 24X 10 
2 


V3 XIGtV3 X10x(—2x10 2 
V3 X10 士 V3 XloxXx(l 一 10-) 
za=2MV3 X10G—~MV3 x10= 3.447X 10m 
zp 一 3 X10=17.32m 
由 曲线 通过 (2 /了 xl10,A2 X10 点 可 知 , 同 时 听 到 隆隆 声 的 在 右边 一 支 双 曲 线 上 . 
由 此 可 以 肯定 飞机 沿 x 轴 负 方 同 飞行 . 
由 图 3. 83 可 求 马 赫 角 ， 


Qo 二 arctan 


站 4 一 二 | 


990 


0 一 一 O°" 
3 4147 KIO 1.732 又 10 一 


—arctan 
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图 3. 82 


或 从 y?: 十 z? 二 a? (x 一 zx)?， 


2 2 
区 \ 4 之 ~ 
求 得 arctan 十 一 arctana 一 arctan 


二 一 人 0 | 


一 30- 
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4.1 一 般 有 心力 作用 下 的 运动 


4.1.1 一 质量 为 m 的 质点 沿 着 由 XT ToCOSwt Y= YoS1INn wt 给 定 的 轨道 运动 ， 
(1) 求 作用 力 的 z 分量 和 yy 分 量 , 问 在 什么 情况 下 这 个 力 是 有 心力 ，; 
(2) 求 势能 V(x YY) ; 


(3) 求 动 能 ,证 明 质 点 的 机 械 能 守恒 . 


解 ”01) X= Tocoswt 
之 一 一 0c1S1nC Et ， 区 一 一 XowicOswt 
y= yosinwot 
Vy 三 YolWW,COSWL, y 一 一 yowSincw,t 
Ff, = mx 一 一 mrowicoswt 
ff, = my 一 一 yowisincw,t 
FF =— mwzrz, F,=— mwiy 
如 二 wy 则 FF= 一 mwf(xi 十 yj) 二 一 mwir, 为 有 心力 . 
(2) dV =~—F.drx—F,dy=mwizxdz+mw;ydy 
1 
V = FMT 十 wiy*) 
] "2 2 l 2, ， 2、 2 2 2 2 
(3) T=Fm(z 十 y ) 一 了 7 (XowIsSIn ot 十 y6C2cOS wot ) 


l 


V 一 FMWToCOs wt 十 wi yosin’ wt ) 


已 一 了 十 了 一 mlziof 十 yio8) 一 常量 
作用 于 质点 的 力 是 保守 力 ,机 械 能 必 守恒 ， 
4. 1. 2 ”一 个 质量 为 mm 的 粒子 在 大 小 为 “全 的 有 心 引 力作 用 下 运动 ,xz 一 0 时 ,r 一 2, 束 


度 的 径 向 和 模 向 分 量 分 别 为 ~ 和 1. 证 明 7 一 乞 ,并 求 7G2). 


3 
，。 2 2 
解 1 六 一 下 (十 2 一 一 屯 十 2 
由 初始 条 件 知 =2X1= 二 2, 代 入 上 式 , 即 得 
' 2 4 2 
r= 二- 二 3 
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用 7 一 伴 ,上 式 可 改写 为 


积分 上 式 , 用 初始 条 件 写 积分 下 限 ， 


> .. r 9 
人 d7 一 | 3dr 


;= 一 /Zr 一 1 不 符合 初始 条 件 ,已 含 去 , | 
[二 


rr 一 


1z2 一 1 一 AMW3 一 /2 
r= [2 6t+ 2 
4. 1.3 一 质量 为 m 的 质点 以 初速 率 v 从 无 穷 远 沿 一 直线 运动 , 力 心 P 离 此 直线 的 
最 短 距 离 为 we, 有 心 引力 使 质点 在 轨道 7r 一 Ccothp 中 运动 , 求 FCr) 和 Cr)， 


2 
解 ” 用 比 耐 公式 FOD=— mh) up 


dy 


MA 


2 
sechg| 一 《| 一 -thy sech2p 
一 一 thgl 1 一 th 由 一 一 2u(l 一 cu’) 
Fl(u)=— mhiu’ lm— ou(l 一 cx2) 十 2 
= ma’v’( 23 一 2C2z55 
上 式 计算 中 用 了 hh 二 av. 


1 _ 2 
3 入? 


Fl(r) = ma’v’ 
rpg= hh = av 
| c“cothzp dp = | avdt 
1 0 
用 积分 公式 |corh’p dp = 9 — cothy, 


p— cothy = w — cothg, 十 一 
C 
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4.1.4 求 使 一 个 粒子 在 >=c(1 十 cos 人 的 轨道 上 运动 的 有 心力 


LT _ 1 _. 
解 “ rr a(l+cosy) 


du sing 
dp all + cosp)’ 


dx cosp + 2sin’g9 
dg a(ll 二 cosp)? al(ll 十 cos9)’ 


_ lcosp ] + 2(] 一 cos?) 
a(l 二 cosg)* a(l 十 cos9)” all 十 cos@9)” 


& 一 au’ 一 2 十 


| 


4 
a(ll 十 cosp)’ 


= au — 2 4au’ =— + 3au’ 
du 
2,2| OW 
F mh’u dp 1 
2 
=— mhiui(— w+ 3au + u) =— 3mhiaut —— 3 


4.1.5 一 个 质量 为 mn 的 质点 在 有 心力 下 二 一 与 (k 为 正 值 常量 ) 作 用 下 运动 ,选择 总 
能 已 和 角 动 量 的 什么 值 时 , 它 的 轨 送 有 7 二 ae”(a.6 为 常量 ) 形 式 ， 


k k 
解 方法 一 : 下 二 一 V(r)= 7 
i177 ML A DG 
一 一 上 
: ， po * bh 
r= abe ?p= pr0 一 > 


= Fm + ry) + Vr) 


1 名 | 入 
2 六 97? 
用 机 械 能 守恒 ， E=E(r)|,..=0, 
1 2 | 
所 以 2 72 7 op 
解 出 


方法 二 :用 比 耐 公式 求 h， 


d?u 
2 2| du 
一 mh’u 二 
今 
2 一 一 e”, Fl(u) 一 一 ku’, 
du bb du 六 2 
dp Q dg a™ 一 2 
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一 mhiw’( bu + u) 一 一 ku 
k mk 
2 ja ~ ” 0 一 一 
mb)’ “7 ” 十 1 
五 的 计算 略 . 


4.1.6 求 质量 为 m 的 质点 在 具有 势能 了 一 对 一 点 (we,B 均 为 正 值 常量 ) 的 有 心力 场 
中 运动 的 轨道 ,并 说 明 在 什么 运动 条 件 下 ,质点 将 通过 力 心 \ 趋 于 力 心 和 飞 往 无 限 远 ,有 无 


可 能 做 周期 运动 ? 
一 mh 税 + 吉 = aw? 一 2pu: 
mh + =— a ++ 2Bu 
3 十 1 一 2 4 一 一 了 7 
著 mpaz>>28, 令 kr ， 


de pt 
令 
wu = + 一 = + 一 28 
dy + pw 
选择 适当 的 基 轴 ， 
u' = Acosky 


a 


wu 一 Acosk?— mh? — 2 


1 
十 Acosk9? 


mh’ 一 26 
a pp 
| 2 一 1 二 ecosk 


mph’ 
mh—2p8 _ ,A(mh —28) 
其 中 p= x ;€ 二 Ap 二 py 。 
为 求 e 或 4 与 五 的 关系 ,考虑 9 一 0 处 的 动能 和 势能 . 
。 ] 
== (1 ecosko 一 eksing?) 


QQ 
Mi 六 — 2p 


在 2 一 0 处 ,r=0r=>， 
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mh: a BB_m—2p, a 
本 2 和 r 


无 一 十 一 一方 


27 7 r 
ap 4 4a 2 a 
一 一 一 一 一 ] 一 1] 
和 2p'e ) Tp ) 
e— 1 e— 1 


ae — 11) 二 + 2a(e — 1)— 2pE=0 


e 1 二 一 1]1 士 Vl 二 2pE/a 


PP “一 


这 里 我 们 取 了 “十 ”号 , 取 “ 一 ”号 了 世 可 以 ,两 者 的 差别 在 于 基 轴 的 取 同 ,不 影 啊 我 们 的 讨论 ， 
当 之 0 时 ,e 之 1, 质 点 将 飞 往 无 限 还 . 当 一 ss <E<0 时 ,0<e<1, 质 总 做 有 界 


运动 ,如 有 是 有 理 数 , 即 \/ 2 一 叶 一 二 ,其 中 4 均 为 整数 , 则 质点 做 周期 运动 , 当 EE 


一 7 一 3 二 时 'e 一 0, 质 点 做 贺 周 运动 ,自然 是 周期 运动 ， 
在 zj2 之 28 的 情况 下 ,不 论 E 为 何 值 ,质点 都 不 可 能 通过 力 心 , 也 不 趋 于 力 心 


震 mh’ ~ 一 2p 3 则 
dz a 
dp mh 


选 基 轴 ,使 p=0 时 r=0， 
du ， 加 dz 
因为 7 一 一 六 do， h 关 0， 所 以 在 p90 处 ， de 二 0， 


dz a 
d| 于 | mid? 
du a a 
mh mhie Tu 


dp 
-~ |] __ 1 
1 


QA Qa 
Uo 一 mp ro Ship 


1 0, 妈 一 2 名 各 时 ,reo, 质 点 将 在 一 如 和 p< 和 /名 224 范围 内 运动 , 质 


7 0 


点 一 和 宇 飞 往 无 限 远 . 


_ 2 
若 mh 过 2B,h 关 0, 令 Laem, 
du 0 


少 

SL 

入 
ty 

六 
bo 
了 
~ 


zi 一 Ae”? 二 Be” 
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tw 一 


JB mt ht Be 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 (1) 
mii tA" + Be 
选 基 轴 使 gp 一 0 时 ,7 一 0, 即 筷 一 二 一 0, 并 设 此 处 ;二 yo; 则 
0 


] 


ro -一 


28 — 78 十 A 十 B 
1 a 
4 十 了 = 一 7 28 — mp (2) 
dr Ale? 一 Ble 
dc 2 
? | 二- ji he 十 Be 
dr (A — BY ， 
dP| po 二 4+B 
28 — mh’ 
4 一 已 一 (3) 
由 式 (2)、(3) 得 
RPR 了 上 | 了 a 
和 一 全 一 2 7 0 gt 
由 上 式 可 将 式 (1) 改 写 为 
一 1] 
Lo 1 0 28 一 mh? 
+ + ro | i 中 


1 
当 二 一 5 所 时 ,质点 做 圆周 运动 ,是 周期 运动 . 当 广 六 55- 时 ,质点 将 趋 于 力 心 ， 


no 


各 /一 0, 质 点 做 直线 运动 , 取 其 轨道 为 zx 轴 ， 


z 二 0 时 ,质点 将 改变 运动 方向 . 


如 0<E<15,z 一 0 的 工 值 为 
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则 质点 将 在 一 <x<9 二 和 一 4 内 运动 ,x 一 0 不 在 运动 范围 内 , 故 不 通过 
力 心 . 
如 忆 <0, 自 然 也 有 < 筷 ,z=0 的 < 什 为 
a tMVa’— 4pE 
2 


.者 ” 二 一 


一 般 讲 质点 在 十 六 < 二 久生 <r< 生 六 < 全 全 范围 内 运动 ,下 界 <<0, 上 界 z>0, 质 点 


将 通过 力 心 ， 


如 E> 和 5,Ez'—ar+B—0 无 实 根 ,质点 运动 不 改变 方向 ,将 飞 往 无 限 远 . 


如 E=718’7=0 的 工 值 为 


只 有 一 个 改变 运动 方向 的 点 ,一 般 讲 质 点 将 做 无 界 运动 ,因此 也 将 飞 往 无 限 远 ， 
如 E=0,， 


x’ z 


当 z= 上 时 ,之 ==0, 也 只 有 一 个 改变 运动 方向 的 点 ,一 般 讲 也 将 飞 往 无 限 远 ， 
几 是 有 一 处 或 两 处 z= 二 0, 上 面 讲 的 都 冠 以 “一 般 讲 ”, 在 特殊 情况 下 ,可 在 此 z==0 的 
点 保持 静止 ,上 述 有 界 的 直线 运动 是 周期 运动 . 
4.1.7 一 个 质量 为 mw 的 质点 在 有 心力 二 一 ?华人 (hwa 均 为 常量 ) 作 用 下 运动 . 开 


i 


始 位 于 一 ay=x, 速 度 的 径 向 分 量 和 横向 分 量 分 别 为 一 径 及 ha, 求 ， 


(1) 轨道 方程 >(p); 
(2) 运动 学 方程 r() 和 g(t). 


入 〈1) mhr | E+ 一 一 MA Ca 
dg 
今 五 二 a。ka 二 Ka’ ,轨道 微分 方程 化 简 为 
dy _ 和 
dg do d9 t=0 
1 
| ridr_ ld 
do dr dp ridy 
1 二 0 时 ,7 二 ayrp 二 kay 二 一 把 ， 
du| 1rl 1/ kl_1 
dg t=—0 六 p t=0 4 T | ka “a 


*，L84。 


所 以 


(2) 


将 7 一 代入 上 式 ,得 


72 dp ra， dr = xad? 
ai 
rop= na 
rg9=h=ka’ 
入 di 
和 
7 一 二 r= p= x 


4.1.8 一 个 单位 质量 的 物体 在 一 有 心力 场 中 运动 , 它 的 轨道 为 > 一 ae ”,a、。 均 为 常 
量 .1 二 0 时 ,位 于 离 力 心 a 处 , 径 癌 速度 为 k. 求 有 心力 的 势能 . 


解 r=ae™” 


3 


= 
a 
du by du bw ,2 
dp a dy a — bu 


:二 0 时 ,rr 二 ,又 -一 一 ape 好 9, 将 rd 代入 ~ 一 Ce ,可 见 , 此 时 P= 0， 


V(r)=C— | F(r)dr = 


Uo 


45 


r 一 一 abp— k， ac 一 一 2 


h= ay 一 一 各 
du 上 | 
F=— mhiu’| <-— 
dy 一 
kh222 Ch? 
一 一 |] ， -组 | u (bu 十 1) 一 四 


kab 十 D『 二 
到 生计 ( 取 co 为 势能 零点 )， 

4.1.9 质量 为 lg 的 质点 在 有 心力 的 吸引 下 运动 ,此 力 与 质点 
到 力 心 的 距离 的 立方 成 正比 ,在 距离 等 于 lcm 时 引力 等 于 1xX10™ 
N,t 二 0 时 ,质点 与 力 心 的 距离 为 ro 二 2cm, 速 度 v= 二 0. 5cm。s ,其 
方向 与 由 力 心 到 此 质点 之 直线 成 45" 角 . 求 此 质点 的 运动 轨道 及 运 
动 学 方程 . 


解 采用 C G S 单位 制 ,mm 一 1g, 下 一 一 方 (dyn),t 一 0 时 ,一 
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2cm ,vo 一 0.5cm。S” . 


由 图 4. 1 可 知 ,ro 一 rom 一 0. 5sin45°(cm 。s-!)， 


h= ro rm eo2X0.5xX ”= > (cm*。s 
将 mh、F 代入 比 耐 公式 ， 
2 2 
—1x 全 wu? + 一 一 zx 
2 
3 UW 二 0 
u 一 4er 十 Be 一 
初始 条 件 :一 0 时 光一 zxo 一 二 一 二 cm 1， 
dx| __ /idr| __{l 二 | 
dg t=0 六 9p 一 站 六 0 t=0 
一 一 ro 一 一 一 了 荆 一 1 
ro * rogh < 
用 初始 条 件 ,4、B 满足 的 方程 为 
A 十 B 一 tn 一 1 
2 
dl _ 1 
A dypl,-。 2 
解 出 A=0 ,一 本 
所 以 zz 一 本 e 9， 广 一 2ef 
r20 一 h 4es dP 二 有 二 Ve 
dt 2 
er’d(29) = Yd 
取 t=0 时 pg 一 0( 选 择 这 样 的 基 轴 )， 
e”— 1= et 
4 
_1 /2 / 
2 一 > ln 1 十 一 全 
1 ~ 172 
r 二 2e 一 2e 扣 | + 一 ?| 1 十 V2, 
或 
1 Mt Va 
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2 2 
4.1.10 质量 为 m 的 质点 受到 的 有 心力 为 = 一 mr| 点 十 去 | ,wy 都 是 常数 ,证 明 : 
当 瑚 盖 到 (为 面积 速度 的 两 倍 ) 时 ,其 轨道 方程 有 
一 ~ 
1 十 ecos&p 
的 形式 ;并 给 出 a\e\k 与 几 rmin 等 的 关系 ， 
2 
证 明 — mhiwu’ 9 十 一 一 MAp2tl vw) 
diu | | 攻 
dy Tl pj*™ 
2 2 2 
今 2 二 一 时 5 一 4 一 站 ,又 因 有 情人 六, 还 可 令 尼 一 1 一 元 ,方程 化 为 
1 z 
du’ > 
选择 适当 的 基 轴 ， 
2 ,2 
u' 一 Acoskp, k= - 
2 2 
& 一 2 十 7 一 jr 十 4cos&p 
(h’ C— ») 
_11_ 1. 
7 一 2 2 万 2 — ye 
pr 一 十 Acoskp 1 十 2 Acosk9 
与 
_ 4¢  . 
“1 十 ecosky 
相 比 较 , 可 得 
hn” yz hz? _ 2 
- e=aA, k= 
当 2 一 人 时 ,> 一 rmin， 
他 好 一 min 
人 十 e” “一 rT min 


4. 1. 11 质量 为 几 的 质点 4 在 光滑 的 水 平 桌面 上 运动 ,此 质点 系 在 一 根 可 不 计 质 量 
的 、 不 可 伸 长 的 绳子 上 ,绳子 穿 过 桌面 上 的 一 个 光滑 小 孔 O 后 于 另 一 端 系 一 个 相同 质量 
的 质点 B. 若 质 点 4 在 桌面 上 离 O 点 a 处 , 沿 垂直 于 O4 的 方向 以 速度 “射出 . 
证 明 此 质点 在 以 后 的 运动 中 离 O 点 的 距离 必 在 a 及 3a 之 同 ， 
证 明 m(r—r 02 ) 一 一 人 
MY 一 2g 一 人 
"十 z 二 常量 


之 一 一 耻 


2 
D CE 
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消去 人 和 z ,可 得 


用 了 一 下 7 沁 一 2g, 上 式 可 改写 为 : 
/2 
27 dr 一 3 dr B 
. _ .2 
用 初始 条 件 :t 二 0 时 ,r 二 a,7 二 0, 积 分 上 式 ,得 
- ， h’ hs 
”p87 十 pp 十 SC 


质点 A 在 二 rmin 友 -一 rm 时 ,> 一 0， 


h’ h’ 
2 2 2a BT 


1/2 
质点 4 受到 的 合力 是 有 心力 ,h= 常 量 ,由 初始 条 件 h 一 a。| 六 ag| ,将 它 代 入 ros、rew 
满足 的 方程 ,可 得 

4r3 一 13ar? 十 9az 一 0 
-一 4 是 方程 的 一 个 根 , 上 式 等 号 左边 必 有 一 个 因子 (r 一 a)， 
(r — a)(dr* — 9ar — 9a’)=0 
(r— a)(r— 3a)(4r 十 34)= 二 0 
7 一 a、3a 和 和 一 a 
使 去 r= 一 闻 a 这 个 无 物理 意义 的 根 ,得 
ri 一 CQ Tmax — 34 
这 就 证 明了 质点 4 在 r= 二 a 及 ”一 3a 间 运 动 . 
, 4. 1. 12 导出 求 有 心力 的 公式 
多 浊 pm mh? ,dp 
2 dr 
> 式 中 mx 为 质点 的 质量 ,r 为 质点 到 力 心 的 距离 ,为 角 动 量 与 质量 之 
力 心 ” 比 ,p 为 力 心 到 轨道 切线 的 垂直 距离 . 
解 ” 方 法 一 :根据 p 与 h 的 定义 ， 
图 4. 3 
h = pv 
2_v_rtiry_r 1 
p 本 万 ? h2 12 2 
db _ 1 2_2/;_ Ak 
dr Ah? dr rn hl 
2 : 2 
Po ?9) = nap! 


.288。 力学 (上 册 ) 


所 以 From dp 
2 dr 
方法 二 :由 牛顿 运动 定律 ， 
F—=m(r — rf)=m :下 一 各 
_ 工 dz 了 > dd 11|_ 1 d 2 hr” 
一 zz| 3 dr 十 2 4 dr\r j= 2 “dr 十 与 | 
l ,2 2 1 dv 
= oa” tr PH)= Fmd 
用 1 一 加 ,o 一 生 , 上 式 可 改写 为 
pm lp dp 
dr 
~ FF.v= Fr 
| 二 :| = 1 dv 
dt di\i2”” 2 dr 
比较 上 述 两 式 ， 
1 dv 
F = om dr 
以 下 同方 法 二 . 
4. 1. 13 一 个 在 有 心力 作用 下 的 粒子 的 运动 轨道 为 rp== 和 常量 , 求 其 势能 V(r)， 
2 du _ mp 
解 F=—mhiu + = 3 


r r 2 2 
VD) = 一 | Fodtr = | dr =— 


rr 2 六 
其 中 m 为 粒子 的 质量 ,h 为 面积 速度 的 两 倍 , 由 初始 条 件 给 定 . 
4. 1. 14 稠密 气体 团 质 量 为 巴 , 半 径 极 小 ,可 以 忽略 , 像 粒 子 一 样 , 穿 过 球状 的 .半径 
为 RR 的 低 密度 的 均匀 气体 云 ,气体 云 总 质量 为 MCM 污 m) ,忽略 所 有 非 引 力作 用 . 
(1) 用 “粒子 ?与 云 中 心 的 距离 > 表示 “粒子 ” 受 的 力 FC(r) 及 其 势能 V(r), (0 委 r 委 
co), 国 出 Y(r) 的 示意 图 ; 
GMR 


(2) 车 “粒子 ”具有 角 动量 了 一 m| 下 | ，， 总 机 械 能 尼 =- 一 5cAL , 求 轨道 的 转折 点 


rmx fun 粒子 ”总 是 在 云 里 ? 云 外 ? 还 是 有 时 在 云 里 ,有 时 在 云 外 ? 
(3)“ 粒 子 ” 具 有 (2) 问 所 给 的 和, 求 轨道 方程 (9) ,并 画 出 示意 图 ,说 明 有 几 个 转 
折扣 . 
解 (1) 用 万 有 引力 场 中 的 “高 斯 定理 ”, 可 写 出 “粒子 ”受到 均匀 气体 云 的 作用 力 . 
在 0<=7 达 尺 ， 
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在 Rr ooo, 
GM 
F=— 
在 r 宇 R， 
ve) = 一 | -Fear= | qr 一 一 Te 
在 0 过 ” 生 R， 
GMm 7 GMm 
ve)=— | |- 72 dir 一 人 =- Rs 7 dr 
GMm GMr 2 pp? 
TR + oR” 一 人 
= SE (2 一 3R’) 
图 4. 4 莲 出 了 VG) 的 示意 图 . 
Vr) 冯 
A RK, r 
omml| J 
| 
oR 
县 4. 4 
1 ,hh 
(2) omlr 二 与 | 十 V0)=E 
4- 工 二 [SUMR|” 
M  \ 32 
_ SGMm 
4R 
— GCMm, ， ? 
因为 开始 在 云 里 , 先 用 VCr) 王 DR (7 一 3R?) 代入 上 式 ， 
1 "Dp GMR GMm 2 2、 5GMm 
27 十 op)t oR 3KR) FT AR 
在 转折 点 ,r ==0, 则 转折 点 + 二 rmx 和 7 二 rmin 满 足 的 方程 为 
GMR , GM,, ,», 5GM 
32r2 个 Re 一 3R 1 = 2R 


32r‘ 一 16R’°r’ 二 + R* = 
2 1l6R’ + V256R’ 一 128R- _ 2++~M2p: 
64 8 


,二 _ 
ru | 2 士 : 2 | R， ro = [2 2 < 


因为 ”rmx 二 R,“ 粒 子 ” 总 在 云 里 ， 
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(3) 设 2 一 和 时 7 一 六 09 


hdr 
?= | 
9 2 mh 
"EV 
SMR 2 1» 5SGCMm 
代入 一 | a 万 一 一 > 
[2 
-| 32 
+ 一 ro "(之 [一 SGMm GCMm 3R2) 一 GMmR | 
人 4 2R 32 X 2 六 
R 
FR 
2 2 J1/2 
[一 有 一 
y 
信 、 R 2 2 1 3 
Y 一 了 ;dX 二 一 2R dr,dr 一 一 ?RdZ， 
3 
y 
| R| 2R? dz 1 dx 
| 172 一 1 
T0 py 16 32 | 2 To | 16 一 32 一 
忆 ya 
= 一 | dz 
2jJ- (一 32 十 16z — 7x) 
一 一 3|. dr 
2jJ- (32— 64 二 16zx— x) 
一 3| dr 
2): [32 — (zx — 8)2 
一 一 工 arc sin| 二 一 | 二 二 nr Sin Xo — | 
2 4~2 2 4~/? 
~、/ . [Xo— 8 
=8——4~v2 sin| 2 一 arc sin / 
- ‘ 4~v 2 
可 重新 选取 基 轴 ,写成 
X=8— 4~v 2sin20 
sR 
8— 4~ 2 sin29 
当 sln20 一 一 ] 时 ,7 一 ran， 
7 ? 9 » 4 9 
当 sin29= 1 时 ST 一 max 》 
2 2 1 4 4 


共有 4 个 转折 点 
图 4.5 画 出 了 “粒子 ”轨道 的 示意 图 . 
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4.1.15 一 个 质量 为 m 的 质点 束缚 在 线性 势 V=kr(& 
为 常量 ) 之 中 . 

(1) 当 能 量 、 角 动量 为 多 大 时 ,轨道 是 一 个 以 原点 为 圆 
心 .半径 为 RR 的 圆 ? 

(2) 圆 运动 的 角速度 多 大 ? 

(3) 如 果 质 点 稍微 偏离 圆 轨 道 ,小 振动 的 角 频 率 多 大 ? 


dV 
解 (1) 下 一 一 二 一 一 图 4. 5 
MD _ : .kK 
r 二 RR， R 一 R, 了 电 
E = Smo + kR=— Sm + kR = SER 
2 2 2 
7 = mvR = VmER’ 
VU | 天 
2 
(3) U0)= 妇 十 只 
2r 
3 
dU Cr) mh’ mph” 
a 一 k Ra = 0,， R= E 
d2U (7) _3mh 3mh” _3k 
dr = 民 R’ mh? 3 mh? R 
kk 
1d _ /3 
Mi dr | -和 VmR 


4. 1. 16 质量 为 m 的 行星 围绕 质量 为 M 的 恒星 做 半径 为 尺 的 准 圆 周 运 动 , 除 了 万 
有 引力 外 ,此 行星 还 受到 一 个 与 行星 到 恒星 的 距离 成 正比 的 斥 力 j 王 47, 试 计算 行星 近 心 
点 的 运动 角速度 . 


解 ” 方 法 一 :一 mh w + 二 zj 二 一 GMma? 十 全 
由 于 轨道 接近 于 圆 ,可 令 二 wo 十 6u ,3zx 为 小 量 ， 
zj2| 于 i + wo + du |= GMm — 一 一 一 
| 1 十 一 
Wo 
38u 


x GMm 一 4|1 一 
wo 


Wo 
当 4 二 0 时 ,轨道 为 圆 , 有 如 下 等 式 : 
mhiuo 一 GMm 一 和 (1) 


0 


代入 上 式 可 得 
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* 292。 
2 
mh | 十 $4 |= du 
d’* (Su) | 34 
dp 十 |1 mh Su=0 
选择 适当 的 基 轴 ,可 把 上 式 的 解 写 为 
Gu = Bsinkg? 
其 中 
34 | 3AR’ 2 
k= | 1 — -一 


这 里 用 了 式 (1) 及 一 卡 | 


设 pp、p 是 相继 两 个 近日 号 的 角 位 置 , 则 
kp, 一 Am = kA = 2x 


近 心 点 的 运动 角 位 移 为 


A = AP — 27 = 2 1 


P ky 


近 心 点 作 此 运动 角 位 移 所 经 历 的 时 间 
_Ap 2r 2rR: 
全 一 一 人 


这 里 用 了 h=r:p~R’9 
进 动 角速度 


用 式 (1) 可 得 


,= MR 4h(l—&) 
P Ar R: 
A /jcM A 
R: NVN Ri m 
/cM 4A 34Rs 
?NR -|1- 1 om | 
GM A _ /cM 44 
R’ m2 


RR’ 
方法 二 :用 上 题 引 入 有 效 势能 的 方法 ， 
Fr) =— SM 二 47 
rr 
V0) =— A 
六 2 
mph’ GMm 1 mh” 
UW =VO+ oi- A 
hs 
Ar 一 3 


dU(r) GMm 
一 


dr r 


(2) 


(3) 
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加 dU(r) 
7 一 民 时 ， dr 二 0， 
2 
AR— 2 =0 (4) 
这 就 是 方法 一 中 的 式 (1). 
dU _ 2GMm 3mh’ 
dr2 | rr” 全 十 r4 


/dl mE 20 - 4j fo 
和 m dl7 oR Rt Re’ 


用 式 (4) 消 去 上 式 中 的 成 , 即 得 


_ /em _44 
NR: m 
和 天 径 转 动 角速度 
到 
Wf Ri R3 yy 
(这 里 也 用 了 式 (4)). 


GM _44 GM A 
To HTNR m NR mS 


说 明 进 动 角速度 与 轨道 转动 角速度 方向 相同 ,其 大 小 |w | 就 是 方法 一 的 结果 , 换 句 话说 ， 
方法 二 对 w 的 正 向 规定 与 方法 一 的 规定 是 相反 的 . 

4.1.17 考虑 质量 为 mm 的 行星 环绕 质量 为 M 的 太阳 的 运动 轨道 ,假定 有 均匀 分 布 
密度 为 p 的 尘埃 遍布 在 太阳 和 行星 周围 的 空间 . 


(1) 证 明 尘 埃 的 影响 是 增加 一 个 有 心 引力 Fr" 二 一 mphr, 其 中 二 各 pG,G 为 万 有 引力 
恒 量 ( 忽 略 任何 与 侍 埃 碰撞 的 阻力 )， 

(2) 若 行星 在 角 动 量 为 的 圆 轨 道上 运动 , 写 出 轨道 半径 x。 所 满足 的 方程 (不 必 
解 ): 

(3) 假定 扩 与 太阴 引力 相 比 是 小 的 ,行星 的 轨道 稍微 偏离 (2) 问 中 所 述 的 圆 轨道 ,由 
径 向 和 方位 运动 的 前 频率 证 明 轨 道 是 一 进 动 的 椭 贺 , 求 出 进 动 角 频 率 与 op.G 和 M 
的 关系 ; 

(4) 酉 图 轴 进 动 与 轨道 运转 方向 同 向 还 是 反 向 ? 

凡 (1) 生活 围绕 太阳 是 球 型 分 布 的 ,与 以 行星 的 矢 径 为 半径 的 球 的 体积 相 比 , 太 阳 
的 尊 积 是 可 以 忽略 的 . 


生 埃 在 半径 为 + 的 球 内 的 质量 为 4xr?p. 尘埃 对 行星 ( 矢 径 为 =) 的 作用 力 为 


| ,4 3 ,m4 
下 一 一 CC 3 TO， 天 3 TACmr 


与 Ff' 二 一 mkr 相 比 ,可 得 k= xpG. 
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(2) F=—— —mkr 
V(r) 一 一 CMm 十 Lpr? 
r 2 
2 
U7) = VO + = 一 mhr 十 
7 pe 
2 
En- 加 2 下 mhr J 
六 mr 
jy _ 
dr | 9 
圆 轨道 半径 ”~ 满足 的 方程 为 
2 
Gln | ir, 罗 -4 » 


2 
(3) gy) 26Mn ,sp a 
mr 


dr r 
,= /QZ _ |/_ 2cM 3.7: 
"A/m dr’ r= 7 mr 


用 式 (1) 消 去 上 式 中 的 7, 并 用 4 一 笠 oG， 


GM 16xoG 
3 + LEzec 3 
ro 


方位 运动 的 角 频 率 wo 一 -3 一 /十 : 
ex 16xpc 
Le 


因为 w, 关 wo，, 即 , 声 0, 对 国 轨 诞 的 仿 帘 罗 首 如 同一 个 浊 动 的 本 加 吉首 . 
(4) 因 由 >0, 椭 圆 轴 进 动 与 轨道 运转 方向 相反 ,如 图 4.6 所 示 , 轨 道 逆 时 针 方 癌 转 
动 ,椭圆 轴 顺 时 针 转 动 . 
4. 1. 18 (1) 质量 为 m 的 行星 绕 质 量 为 M 的 恒星 运动 . 由 于 恒 
星 的 大 气 层 的 阻力 ,行星 受到 一 个 小 的 阻力 F' = 一 av ,其 中 a 为 正 值 
常量 . 设 在 1=0 时 行星 的 轨道 是 半径 为 ro 的 圆 , 求 行星 的 和 拓 径 7 与 


时 间 z 的 消 数 关系 ， 
(2) 忽略 上 述 阻力 ,但 加 上 另 一 小 的 有 心力 ,行星 的 势能 改写 为 
图 4. 6 V(r) = 一 十 三 
其 中 为 一 小 常量 . 可 以 设想 轨道 是 近似 圆 形 的 , 求 图 4.7 中 两 还 心 
点 加 的 幅 角 多 
解 〈1) 由 于 F' 是 一 个 小 量 ,可 以 近似 地 认为 以 行星 做 半径 缓慢 变化 的 圆周 运动 . 


GmM 


E =— 
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Fp 


dt drdt 2r? dt 
机 械 能 的 变化 是 由 非 保 守 力 F' 做 功 所 致 ， 
dE GM 


-一 一 yy 一 一 ay 一 一 ao 之 一 wa 一 一 
dz rr 


7 r 
GmMdr GM 
9 dr rr 4, 7 
r dr | 2a 
r0 六 站 扩 了 
ea, 
7 ”一 一 roe ms 
(2) VO)=— ME 
r 六 
J GMm E J 
U(r) = V(r) 十 omr? — y 十 2 omr? 
dr GMm 2e€e 开 
dr 六 rr mr 
近似 圆周 运动 的 半径 xr。 满足 的 方程 为 
dU (7) 
dr | 9 
即 
GMm 2 天 
7 ri 17z3 
me 十 J 
0 GMm’ 
d2U (r) 2GMm .3(2me 十 J?) 
dr2 = 一 
r 六 mr 
dU (r) _ 2 (GM mm’ 3 GM)tm’ 
dr? | -= (2me + J) (me 7) 
(GM)'m’ 
(2me 十 7) 


二 1dU(C) (GM)’m’ 
”Nm dr | (2me+t 7) 


J J(GM)m 
mr (2me + J)? 
设 从 轨道 的 一 个 远 心 点 到 相 邻 的 另 一 个 十 心 点 转 过 的 幅 角 为 Ap, 经 历 的 时 间 为 At ,图 中 


的 9 与 Ag 的 关系 为 


wn 一 


0 一 Al 一 27r = A = woht 
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= (wo — w At = (0 — w) SP = (w, — w) tA 


这 里 用 wp 二 wo 一 w,, 是 假设 轨道 的 转动 角速度 大 于 径 向 振动 的 角 频 率 , 即 wo 之 w, 进 动 的 
转向 与 轨道 的 转向 相同 . 
从 上 式 解 出 p, 并 代入 we 和 w,, 可 得 


P= 27 -0 一 一 2x| 一 一 一 到 一 1 
CU (2me 十 J2) 1 
J 
一 ZA 172 — 1 
二 2 | 


4.1.19 一 粒子 在 有 心 引 力作 用 下 做 半径 为 R 的 圆周 运动 ,证 明 当 广 (R) > 
一 全“ 全 | 时 轨道 是 稳定 的 ,这 里 Ar) 是 作用 力 的 大 小 , 它 是 粒子 到 力 心 的 距离 的 


果 数 , 
证 明 ”方法 一 : 
ml(r—rg)=— f(y) (1) 
20 一 大 (2) 
做 半径 为 R 的 贺 周 运动 
mRow’ = f(R) (3) 
今 给 予 一 个 微 扰 
r=R ort) (4) 
P(t) = w+ 9) (5) 
将 式 (4)、(5) 代 入 式 (2)， 


(R+ Sr):(w 十 89) =h 二 5h 
只 保留 一 级 小 量 , 并 用 式 (3}, 可 得 


(6) 
将 式 (4)、(5) 代 入 式 (1)， 

m[dr— (Rr)(w+ 59):]=— f(R)— 和 sr 
只 保留 一 级 小 量 ,并 用 式 (3), 可 得 


m dr 一 2mRwdgp— mw’ér 一 一 下 Or 
7 | r=R 
将 式 (6) 代 入 上 式 ， 
m $7r 十 | me 十 a Sr 一 2 


再 用 式 (3), 上 式 可 改写 为 
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df 


Br dr | -一 R 


m 人 rr 十 


十 jar = 加 2 


当 2 十 生 | >0, 即 CR)>> 一 公 扩 | 时 ,ar 做 微 幅 振 动 ,始终 保持 小 量 ,因而 这 个 


团 周 运动 是 稳定 的 . 
方法 二 :引入 有 效 势 能 的 方法 . 


U(r)= V(r) 十 mh 
rr 


dU(r) dVG) 2mp? 2mh* _ 2mh? 
dr dr 
做 + 一 RR 的 圆周 运动 ,有 | ==0， 
2 
f(R) = (7) 
d°U (rx) 和 1 
dri 一 和 十 en 
如 
dU (Cr) 
| >0 
2 
| + >0 (8) 
用 式 (7) , 式 (8) 可 改写 为 
df 327CR) 玉 d/ 
dr oT 盖 0 或 太 R) > 一 3 dr ,oR 


则 径 向 可 做 角 频 率 为 二 /超人 富 ?| ”围绕 + 二 R 的 小 振动 . 因此 半径 为 R 的 圆周 运动 是 
稳定 的 

4. 1. 20 一 质量 为 m 的 质点 在 有 心 引 力 f(r) 作 用 下 运动 . 

(1) 证 明 在 适当 的 初始 条 件 下 质点 的 运动 轨道 是 一 个 圆 ， 

(2) 如 有 心 引力 Fr) 一 一 兰 ,其 中 上 为 正 值 常量 ,要 此 圆 轨道 运动 是 稳定 的 ,对 式 中 
的 n 有 何 要 求 ? 


解 (1) 
FEF= ( 72 十 关子) 十 VC) 
一 Fm 十 3 十 芳 二 十 YCr) 一 mr +U() 
汪 几 反动 0 如 国 雪 洁 的 半径 为， R ,要求 


EE=U(R) (1) 
式 亿 1) 是 做 圆周 运动 的 必要 条 件 ,满足 式 (1) ,还 未 必 做 圆周 运动 ,如 质点 做 非 圆 周 运 动 , 应 
在 > 改变 符号 的 转折 点 也 有 > 一 0, 因 而 也 满足 式 (1). 
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做 图 周 运 动 还 要 求 在 >= 尺 处 有 效 势 能 有 极 值 , 即 
dU Cr) 


dr 7 一 起 


= 一 0 (2) 
式 (2) 也 可 由 下 述 方式 得 到 

m(r— re ) 一 f(r), 1117-20 一 J 
贺 周 运动 7 一 人 太 ， r 一 0, 可 得 


J 
一 i = fCR) (3) 
式 (3) 正 是 从 式 (2) 得 到 的 式 子 . 
2 

U(r) 一 TYGr) 十 2 

Mr 

dU (r) _ dV(Gr) A 7 
dr |,r dr |,r mR A(R) mR | " 


式 (1)、(2) 或 式 (1)、(3) 是 做 圆周 运动 的 必要 条 件 , 也 是 充分 条 件 , 因 为 满足 式 (1), 有 r= 


0 ,满足 式 (2) 或 式 (3) 有 > =0, 在 随 矢 径 的 转动 参考 系 中 ,r= 二 R= 常量 ,因此 式 (1)、(2) 或 
式 (1)、(3) 是 在 静 参 考 系 中 国 绕 力 心 做 圆周 运动 的 充分 必要 条 件 ,初始 条 件 满足 式 (1)、 
(2) 或 式 (1)、(3) ,运动 轨道 是 一 个 圆 . 

(2) 用 上 题 证 明 的 式 子 ,要 求 


k r dik 
> 一 3 dr\ir’ 
即 
kR nk 
> 3 7r 
得 
7 < 3 


只 要 *<3, 以 任何 半径 做 圆周 运动 都 是 稳定 的 . 
4.2 平方 反比 律 的 有 心力 作用 下 的 运动 


4. 2.1 某 个 直 星 围 线 太 阳 做 椭圆 轨道 运动 ,在 远 日 点 的 速率 为 10kmy/s ,在 近日 点 的 
速率 为 80kmys ,地 球 围绕 太阳 做 圆 轨道 运动 ,速率 为 30kmy/s ,半径 为 1.5X10km, 求 此 
敬 星 在 远 日 点 离 太 阳 的 距 高 . 

解 ”用 脚 标 es.c 分 别 表示 与 地 球 、 太 阳 、 正 星 有 关 的 物理 量 , 用 第 二 个 脚 标 a、p 分 
别 表示 了 日 点 、 近 日 点 的 量 . 


meve Gmem 
R. Ri 
Cm.m 1 Gmm 1 ， 
RR 十 2 MeVeo R,, 十 2 Tevep 
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三 式 中 ,me、m. 均 可 约 去 ,有 m,、Rws、R。s 三 个 未 知 量 ,三 个 方程 可 解 , 得 
_ 2 Rv: 
Vca (Vcp 十 Uca) 
代入 Re.=1. 5X10Hm,ve 二 30X10;m,vew 二 10X10;m/s,ves 二 80X10;m/s, 可 得 
R,, = 3.0 X 10nm = 3.0 Xx 10:km 

4. 2. 2 假定 在 地 球 表面 附近 运行 的 人 造 地 球 卫 星 每 90min 转 一 周 , 月 球 表 面 附近 
运行 的 人 造 卫 星 也 是 每 90min 转 一 周 , 关 于 月 球 的 组 成 你 有 何 结论 ? 

解 ” 用 脚 标 e、s、m 分 别 表示 与 地 球 、 卫 星 、 月 球 有 关 的 量 . 


地 球 卫星 和 月 球 卫 星 的 角速度 相同 ,未 加 区 别 , 它 们 的 圆 轨道 半径 分 别 为 地 球 半径 和 月 球 
半径 . 


通常 把 地 球 看 作 均 质 揭 ,也 训 把 请 球 视 为 雹 质 扣 .其 密度 与 地 球 相 同 . 
4.2.3 ”知道 地 球 表 面 的 重力 如 这 上 度 为 9.8m/s… ,围绕 地 球 的 大 圆周 长 为 4X10m， 
又 知道 月 球 和 地 球 的 直径 和 庶 谊 之 比分 别 为 


Du Ms _ 
D. 本 0. 27， M. 人 人 0， 0U123 


间 从 月 球 表面 出 发 ,逃离 月 球 引 力 场 所 必须 具有 的 相对 于 月 球 的 最 小 速度 多 大 (把 月 球 视 
为 惯性 系 )? 
解 ” 用 v.、vws 分 别 表示 从 地 球 、 月 球 表 面 出 发 逃离 地 球 、 月 球 所 需 的 最 小 速度 ， 


GM. / 
wR VR 
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加 [Ma/M. JgL /0.0123 /9.8X4X10 
Um 一 D, /DD. xT 0, 27 入 qT = 2.38 X10 m/s 


4. 2.4 一 长 程 火 和 由 半径 为 R 的 地 球 表 面 以 速度 v = 二 ve, 十 vgep 发 射 , 不 计 空 气 摩 
擦 和 地 球 转动 ,但 需 考 虑 精确 的 引力 场 , 求 出 确定 轨道 所 达到 的 最 大 高 度 互 的 方程 (如 图 
4. 8 所 示 ), 作 最 低级 近似 求解 此 方程 ,并 证 明 对 于 v 是 素 直 同上 的 情形 ,给 出 人 们 熟知 的 
结果 . 

解 ” 设 火 稍 达到 最 高 点 时 横向 速度 为 vw( 径 同 速 度 v,, = 二 0)， 
由 对 地 球 中 心 的 角 动 量 守 恒 和 机 械 能 守恒 , 设 火箭 质量 为 m， 


mRv, = mR + H)vp (1) 
1 2 21 _ GMm _ 了 2 GMm 
m( vw 十 v2) 一 了 ivm 一 六 十 万 (2) 


用 式 (1) 消 去 式 (2) 中 的 vp, 得 能 确定 火 第 能 达到 的 最 大 高 度 矿 的 
方程 ， 


GM 1 R 1 GM 
图 4.8 于 (中 十 史 一 呈 一 二 二 企 训 | 双 一 R+H 
作 最 低级 近似 ,其 为 小 量 ,上 式 可 近似 为 
GM 1 H GM H 
+ 只 一 各 一 二 1 一 2 用 | 你 一 全 人 一 用 
解 出 
H = oR 一 
下 一 呈 


当 垂 直 发 射 时 Up= 0 TOr 一 也 ) 


Hy 

GM 
| 
再 考虑 有 2 为 小 量 ,各 2 Fg,H= 记 是 人 们 熟知 的 结 二 果 . 


4. 2.5 设 一 放 窗 飞船 沿 一 个 图 绕 太阳 的 实况 轨道 从 地 球 发 入 火星 ， 近日 点 在 地 球 统 
太阳 的 轨道 上 , 远 日 点 在 火星 绕 太 阳 的 轨道 上 ,如 图 4.9 所 示 . 不 考虑 地 球 和 火星 对 飞船 
的 引力 作用 , 设 地 球 和 火星 都 绕 太 阳 做 圆周 运动 ,轨道 半径 分 别 为 Ri、Rs 二 1. 5R1. 求 : 

(1) 宇宙 飞船 的 轨道 方程 ， | 

(2) 先 证 明 开 普 勒 第 三 定律 ,然后 用 它 计 算 按 上 述 轨道 从 地 球 到 过 火星 所 用 的 时 间 ; 

(3) 为 了 最 市 省 燃料 ,从 地 球 上 应 网 什么 方向 发 射 ? 

解 (1) 飞船 的 椭圆 轨道 方程 可 写成 


太一 一 
1 十 ecOSsg 
由 所 给 的 近日 点 、 远 日 点 ,有 0 一 0,7 一 人 ,0 一 T 7 一 |， 5R1 ,得 


Hp my 一 一 
R= Te 1. SK 1 一 e 
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解 得 
e = 0,2,， p= 1.2Kk, 


故 飞 船 的 轨 间 方程 为 
1. 2Ri 


“1 十 0. 2cos9 
(2) 设 行星 绕 太 阳 的 轨道 是 一 个 长 半 轴 为 a、 短 半 轴 为 5 的 椭圆 ,此 椭圆 的 面积 为 


rab, 由 有 心 运动 有 角 动 量 积分 知 ,面积 速度 为 广 h(h 二 r?9) ,运行 周期 为 
_ Xab _ 2xab 
-他 一 四 
2 h 


由 椭圆 的 极 坐 标 表达 和 直角 坐标 表达 的 两 组 参数 之 间 的 关系 以 及 e 和 Eh 的 关系 可 导 


出 
_ GmM _» fm 


可 将 上 式 改 为 
TT 2 
全 4 常量 


行星 公转 周期 的 平方 和 轨道 的 长 半 轴 的 立方 成 正比 ,这 就 证 明了 开 普 勒 第 三 定律 . 
宇宙 飞船 和 行星 一 样 , 仅 在 太阳 的 引力 作用 下 绕 太 阳 运 转 , 也 遵从 开 普 勒 第 三 定律 . 


将 它 与 地 球 运行 周期 相 比 , 用 脚 标 s.e 以 区 别 飞 船 和 地 球 的 量 ， 


T: 7T: 了 
| a Ri R? 
其 中 
了 


Ws 一 六 (ra 十 Vmax ) -一 7 (Kk, 十 ] , SK) 一 |]， 25K) 
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as 3/2 


R; 
其 中 用 了 地 球 公转 周期 .==1 年 、 


因此 字 宙 飞船 从 地 球 到 火星 需 时 六 7 0.70 年 . 


(3) 为 市 省 燃料 ,飞船 应 沿 地 球 公 转轨 道 的 切线 方 同 发 射 , 且 在 地 球 赤 过 上 一 点 在 目 
转速 度 与 公转 速度 的 夹 角 尽 可 能 小 的 时 刻 发 射 ， 

4.2.6 求 上 题 所 述 的 宇宙 飞船 需 以 多 大 的 速度 离开 地 球 ? 仍 不 考虑 地 球 的 引力 作 
用 ,也 不 考虑 地 球 的 目 转 . 

解 ” 以 太阳 为 参考 系 ,飞船 航行 中 机 械 能 守恒 ,对 力 心 的 角 动量 守恒 ， 


2 
E = 六 me( 产 十 十 rig)— — mi 十 二 六 点 一 GMm 


T. = T. = 二 (1.25) 了 .二 1. 40 年 


其 中 M 为 太阳 的 质量 ,h 二 r:g 二 常量 . 


在 近日 点 ,r= 二 0,r 二 R。, 在 远 日 点 ,r= 二 0,r+ 二 Rs, 由 上 式 可 写 出 下 式 ， 
mh’: GMm mh’: GMm 


解 出 
= MV 2GMR.R,/ (R. 十 Rn) 


离开 地 球 时 ,相对 太阳 的 速度 为 


2GMR。 
“TR NR.CR.+ Rs) 


求 地 球 围绕 太阳 公转 的 速度 ， 
mevs GMm. 
R. RR: 
,2 /eu 
kK。 


飞船 离开 地 球 相 对 于 地 球 的 速度 ( 沿 地 球 公 转 的 切线 方 同 发 射 ) 为 


_ |/ 2GMR»s /GM 
NRCR. + R,) R. 
_ /eM Su 
VU. 一 5R. 


4.2.7 行 4.2， ,大 所 壕 飞 明 飞 坎 地 于 过 考虑 地 于 的 引力 作用 仍 不 考虑 地 球 目 转 ， 
求 飞船 从 地 球 表面 起 航 时 需 具 有 的 速度 . 


解 ” 在 脱离 地 球 引 力 场 以 前 以 地 球 为 参考 系 , 脱 离 地 球 引 力 场 时 应 具有 上 题 的 速度 
v;; 用 机 械 能 守恒 定律 . 


代入 Rn 二 1. 5R。 
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其 中 wo 就 是 所 要 求 的 飞船 从 地 球 表面 起 航 时 需 具 有 的 速度 ,M. 是 地 球 的 质量 ,R 是 地 球 


的 半 答 . 
2 -一 二 2 -| 6GM GM | + 
r0 = 一 | 一 一 一 5R. | 


GM. 
i 


vn= | 去 (11 vv) 二] 

其 中 M、M. 分 别 是 太阳 和 地 球 的 质量 ,R.、R 分 别 是 地 球 公 转轨 道 半 径 和 地 球 的 半径 . 

4.2.8 ”质量 为 1. 6X10kg 的 陨石 在 地 球 表 面 上 方 4. 2Xx10°m 的 贺 形 轨道 上 绕 地 球 
运动 . 它 突 然 与 另 一 轻 得 多 的 陨石 发 生 正 碰 使 动能 损失 2. 0%， 

(1) 什么 物理 定律 适用 于 碰撞 后 的 大 陨石 的 运动 ? 

(2) 描述 碰撞 后 陨石 轨道 的 形状 ， 

(3) 求 出 陨石 在 碰撞 后 最 接近 地 球 的 距离 . 

解 (1) 碰撞 后 大 陨石 仍 只 受 地球 的 引力 作用 , 仍 是 有 心 运 动 ， 机 械 能 守恒 定律 和 对 
力 心 的 角 动 量 守恒 定律 适用 于 碰撞 后 大 陨石 的 运动 . 

(2) 磁 前 大 陨石 做 圆周 运动 ,总 能 量 E 二 0, 碰 后 , 仍 有 EE=0, 因 动能 损失 ,地 球 的 引 
力 大 于 按 原 来 半径 的 圆周 运动 所 需要 的 同心 力 , 陨 石 碰 后 做 椭圆 轨道 运动 


2 
(3) 由 区 一 人 和 
碰撞 前 陨石 的 动能 为 
GMi R’ 
,= ln = Cm -ml 
GMm 


其 中 用 了 一 ps” 二 mg，,R 为 地 球 半 径 . 代入 8 一 9.8m/s, 有 一 6400X10mr 一 (6400 十 
4200)X10; 二 10600X10m ,质量 mx 可 不 必 代 入 数据 . 
T, = 1.893 X 1077z(J) 
全 潭 后 陨石 的 动能 为 
T = (1— 0.020)T, = 1.855 X 10’m(]) 
磁 挤 后 陨石 的 势能 等 于 碰 前 的 势能 


V 一 YY 一 一 em 一 一 27 一 一 3.786 X 10’'m() 
本 报 后 陨石 的 机 , 碟 能 
E=T+++V= 1.931 X 10'md) 
上 四 
= CrMm 
2a 
可 得 碰 后 椭 贺 轨道 的 长 轴 
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g=9. 8m/s, 尺 一 6400X103m ,五 一 一 1.931X107mz(J) 


代入 


可 得 24 一 2. 079 XX 107m. 
大 陨石 和 轻 得 多 的 陨石 发 生 正 碰 , 磁 后 大 陨石 的 速度 方向 不 变 , 这 时 的 位 置 ,>=0， 


因 开 = 之 人 并， 这 时 的 + 二 raw 
碰撞 后 陨石 最 接近 地 面 的 距离 为 


rmn — Ko= 2a 一 7max 一 下 


一 2.079X107 一 1.06X10 一 6.4X10 一 3.8X105m 
4.2.9 ”我国 于 1971 年 3 月 3 日 发 射 的 科学 实 险 卫星 的 重量 为 221. 0kg ,近地点 高 
度 为 266km, 远 地 操 高度 为 1826km ,地 球 半 径 取 为 6400km , 求 该 卫星 运行 的 周期 . 


解 像 4.2.6 题 那样 ,可 得 
h 一 VY 2CG MM er maxT min/ (Tf max 十 rmin ) 


rmx 一 (1826 十 6400) X 10 = 8. 226 X 10°m 
rmin 一 〈221.0 十 6400) x 10 = 6. 621 X 10°m 


GM. 
R72 =8GM.=gRe 


因为 
将 5 一 9. 8m/s?,R。 一 6. 400X10sm 及 rmax、rmin 值 代入 得 
: h = 5.43 X 10m?/s 


Pp 2 
用 7 min ] 十 e， max ] 一 e” 


让 一 rp， dt= 大 rzag 
运行 周期 
T = [a — | ay = xab 
a.0 分别 是 椭圆 轨道 的 半 长 轴 和 半 短 轴 . 
因为 ce 一 上，c 一 MVE, 所 以 6=a VI-6， 
T= Sxar Mi—e 


4 一 方 (ra 十 run) 一 7.424 X 10*m 


将 已 算得 的 he 和 ae 代入 了 的 式 子 , 得 
1 一 6340s = 106mln 
4. 2. 10 一 质量 为 m 的 空间 站 沿 半径 为 R 的 圆 轨 道 绕 月 球 运 动 .为 使 空间 站 能 在 月 
球 上 登陆 , 沿 轨道 曲线 方向 向 前 发 射 一 质量 为 mi 的 物体 ,使 空间 站 在 发 射 物体 后 , 转 过 
转角 180" 后 刚好 抵达 月 球 表面 . 已 知 月 球 的 质量 为 Ma 半径 为 Ra. 求 : 


(1) 质量 为 mi 的 物体 的 发 射 速度 ; 
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(2) 从 发 射 到 空间 站 抵达 月 球 所 经 历 的 时 间 . 
解 (1) 设 空间 站 做 圆周 运动 时 的 速度 为 v， 


miv2 GmM, /GM, 
Rn” RAR 


设 空 间 站 辣 前 发 射 物体 的 速度 为 ww, 空间 站 发 射 后 的 速度 为 wz, 由 动量 守恒 ， 


mv = mvi 二 nO— mi)v, (1) 
发 射 后 空间 站 的 机 械 能 守恒 , 角 动 量 守 恒 ， 
G 一 M, | m 
Fm 一 my) — 一 二 (Or 一 mm) 一 (2) 
(Mm 一 mvR = On 一 mi)vsRn (3) 


其 中 vw 是 空间 站 在 月 球 登陆 时 的 速度 . 


从 式 (2)、(3) 可 解 出 
2GM_R. 
v2 = ROR + R,) (4) 


从 式 () 解 出 vi, 并 代入 式 (4)， 


neu mm Mm 


入 [GCMs 人 1/ _2CHnkn 
本 7 R | mi KR 十 Rn) 

(2) 用 开 普 勒 第 三 定律 于 绕 月 球 的 两 个 空间 站 的 运动 , 设 TT' 分 别 为 做 圆周 运动 和 
做 椭圆 运动 的 周期 ， 


从 空间 站 发 射 物 体 到 空间 站 抵达 月 球 所 经 历 的 时 间 为 半 个 周期 ， 
(R 十 R,)” 
2GM, 
4. 2. 11 假定 你 去 访问 一 无 大 气 、 半 径 为 Ro 的 小 行星 ,发 现 物体 以 速率 we 水 平 抛 出 
后 ,恰好 能 环绕 该 星体 的 表面 做 圆周 运动 . 周 vo。、R。 表示 下 述 各 量 ， 
(1) 物体 逃离 该 小 行星 的 速度 ; 
(2) 从 行星 表面 竖 直 上 抛 使 最 高 点 达到 R。 高 度 所 需 的 上 抛 速 率 , 并 求 该 物体 达到 


ln Xx 
上 一 2 一 3 
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广 R。 高 度 时 的 速率 
(3) 质量 为 mm 的 物体 在 离 行星 表面 为 y 时 的 势能 ; 


(4) 使 物体 从 行星 表面 升 到 y 高 度 所 需 的 上 抛 速率 . 
解 〈1) 设 M 为 小 行星 的 质量 ,wv 为 物体 逃离 小 行星 所 需 速度 . 


mv _ GmM 
R, RR? 
1 : CmM 0 
2 Ro 


消去 M, 可 得 v= 二 2v}， v= 2 vo 
(2) 设 竖 直上 抛 到 最 高 点 为 Ro 所 需 的 上 抛 速率 为 v， 
]  ， GmM omM 


2 ko 2R, 
1 GUM GMA_GM_ 1, 
2”” R, 2R, 2R, 2°° 
所 以 
i = Uo 
设 达 到 -Re 高 度 时 的 速率 为 v， 
I pA GmM l 用 GmM 
| Ro 十 oo 
2 1 2GM 1 
2 _ ,2 A ,2 
Vv wT GM| 3R。 让 WT 3R 3°° 
; ~V3 
vy 二 UD 
3 
7 {mM mRovs 
(3) Vy) = Ry Ro+y 
(4) 设 物 体 从 行 屋 次 党 升 到 最 大 高 度 为 y 所 需 的 上 抛 速率 为 v， 
2 GmM __ GmM 
2 Ko Ko 十 Vy 


1 ] y 2viy 
< 二 一 一 TT -一 一 MM 一 
v =20M RT RTy™ "MRR Ry 


| 2Yy 
VO Uo Re 十》 


4. 2. 12 (1) 证 明 在 按 二 规律 变化 的 有 心 引力 势 场 中 具有 相同 角 动 量 的 圆 形 轨道 的 


半径 等 于 抛物 线 轨道 近 心 点 离 力 心 距离 的 两 信 ， 
C2) 证 明 在 (1) 问 中 的 有 心力 场 中 具有 相同 的 角 动 量 的 圆 形 轨道 和 抛物 线 轨道 相交 


处 的 速率 ,后 者 是 前 者 的 M2 倍 
证 明 (1) 在 按 二 规律 变化 的 有 心 引 力 势 场 中 运动 的 轨道 方程 是 圆锥 曲线 
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bp 
1 十 ecosg 
2 
其 中 p 一 和 ,a 是 F(r) 一 一 宇 或 V(r)= 一 中 的 a. 
圆 形 轨道 ; 2 一 0， 7 一 思 
— Pp _ 
抛物 线 轨道 : ce 一 1， r= 了 Fcoso 


二 了 
rr 一 7min 二 7(0) 一 2? 


同一 力 场 ,a 相同 ,两 种 轨道 ( 圆 和 抛物 线 ) 的 角 动 量 相同 , 则 六 相同 ,由 卢 一 生 可 见 / 
也 相同 . 这 就 证 明了 圆 形 轨道 的 半径 (等 于 p) 是 抛物 线 轨道 近 心 点 至 力 心 的 距离 
等 于 二 /| 的 两 倍 ， 

(2) 在 上 述 力 场 中 ,质点 做 圆 轨道 运动 和 做 抛物 线 轨道 运动 ,如 角 动 量 相等 , 即 h 相 
同 , 则 p 也 相同 ,两 种 轨道 相交 处 ,r 相同 , 故 抛物 线 上 该 交点 的 矢 径 +=p， 


p=—P— 
1 十 COS9 
可 见 ,该 交点 的 极 坐标 为 | p, 土 芯 ] 
做 圆 轨道 运动 ,各 处 的 速率 均 为 二 ， 
做 抛物 线 轨 道 运动 ， 
.pb 
1 cosy 
” pp 。 , 四 
六 一 CT 十 cosmisin9 0 
J "hh 
在 交点 ， 9 一 十 7 ,二 十 pp 9 一 土 p> ,三 土 3 
五 | 下 
r | -= Zp 


一 AT 一 V3 


在 两 个 交点 | 户 ,到 | .| p, 一 下 | , 均 有 沿 抛物 线 运动 的 速率 是 沿 


圆周 运动 的 速率 的 ~/3 售 . ， > : 
4. 2.13 ”宇宙 飞船 绕 一 行星 沿 圆 轨道 飞行 ,轨道 半径 为 4 
R, 飞 行 速率 为 v。, 要 把 轨道 改 为 经 过 B 点 的 椭圆 轨道 ,如 图 7 ~ 


4. 10 所 示 ,B 点 位 于 以 O 为 圆心 .半径 为 3R 的 圆周 上 . 
(1) 写 出 该 椭圆 的 方程 ，; 
(2) 飞船 在 4 点 进入 上 述 轨 道 时 , 它 的 速度 应 增加 多 少 ? 
(3) 从 4 点 到 B 点 的 航程 要 用 多 少时 间 ? 
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(4) 当 飞 船 的 位 矢 垂 直 于 AB 时 ,速度 的 径 和 同和 横向 分 量 多 大 ? 
解 (1) 椭圆 方程 可 瑟 为 


7 Pp 


本 1 十 ecosm 
-ZZ _ —-_? 一 

六 min ] 十 e kK, 7 max ]—e 3 天 
rox 1 十 。 1+e+G-e_ 3+1_， 
rmn 1—e ”1++e—(I—e) 3 一 1 

六 
所 以 7 一 ] 
l+ pcosy 


(2) 设 nM 分别 为 飞船 和 行星 的 质量 ,飞船 做 圆周 运动 时 ， 
万 一 1 ,v2 GMm mvt GMm 


2 R’ RR R 
E = Tm 一 mod 一 一 Tmod, TR mo 
飞船 做 椭圆 运动 时 ， 
FE! 一 GMm GCMm lv 
2a 2 X 2 人 4 
叉 有 EE = 二 mv 一 和 ,V 为 在 4 点 时 的 速度 ， 
E’— E= Tmo — oe — | Lo 一 和 大 一 Fm 一 mvo 
又 有 E' 一 = 一 二 mv? — = mg, 
pmv 一 mv 一 mv 


在 4 点 进入 椭圆 轨道 , 需 有 速度 增 量 为 


_ | 3 
TE LT aa HL Se 
0 | 2 1 


Uo 
(3) 由 开 普 勒 第 三 定律 , 设 椭圆 运动 的 周期 为 工 ， 
2xR1: 
TT mn 2 2 
(2R)’ RR {=8 


T=4~V2 
从 4 到 B 的 航程 所 需 时 间 是 半 个 周期 ， 
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(4) h=—vR=A/ SvoR 


3 

一 2 
5 voR 2 
vv 一 ry 二 7 二 二 3p 一 = 20 
2 
3R 3 Rsing 

_ 工 : 4 Vp 

vV;, 二 7 一 2 * 2 singy 一 ] 3 
| 1 十 Dos9 | 1 十 Deosy 


3 


4 三 
一 十 一 一 一 i 十 ~ Un 
3p 6 
本 


4.2.14 有 两 颗 地 球 卫 至 Mi 及 Mi 沿 同 一 桶 圆 运动 , 地 球 中 心 在 此 椭圆 的 一 个 焦 
点 ,又 设 MiMs 相距 不 迁 , 可 将 圆 永 if1Ms 看 作 官 线 , 已 知 直线 MM， 的 中 点 经 近地点 时 ， 
MiM;= 二 5, 近 地 扩 到 坊 训 的 距 术 为 尺 ;, 玉 季 点 到 地 心 的 距离 为 R,. 求 直 线 MiM; 的 中 点 经 
远地点 时 两 颗 卫 星 的 距离 ， 若 有 取 卫 星 处 于 近地点 时 p=0, 则 在 任意 wv 角 时 ,两 颗 卫 星 的 距 


离 多 大 ? 
解 ” 两 颗 卫 星 沿 同一 李 圆 轨道 运动 ,周期 相同 ,两 颗 卫 星 间 的 航程 所 需 时 间 Al 是 不 


在 近地点 , 设 MiM; 的 中 点 的 速率 为 vi, 两 颗 卫 星 Mi、M; 相距 不 远 ,都 在 近地点 附 
viIAt 二 5b 
在 了 远地点 ,速率 为 v;,M1i、M; 相距 为 v2At, 


Rl 
viR) = v,R,,， vv, = 二 
14\1 22\2 2 R, ! 
MM, 一 vAt 一 A _ A 
2 


kK K, 
在 任意 点 9, 要 算出 在 此 扣 的 速率 vw. 


,pb 
1 十 ecos? 

: pesing 。 

六 


(1 十 ecos 了 于 


0 一 天 十 7 了 一 力 "e “sin 0 2 十 


记 / 。 
(1 十 ecos9)4 〈《] 十 cco 


+ 310 。 力学 (上 册 ) 


9 ， 


OT ecosp'l te + 2ec0s9) 


4 2 
一 a 十 e 十 2ecosp) = (1 十 CE 十 2ecos9) 


Vv 二 VI 十 e 十 2ecos9g 


将 hp\e 用 vi\ RK 各 kK, 表示 ， 
h = viR, Kl = Rk, 1 一 e 
R,— RI 2K Rk, 
H — ， 一 -一 -2 
引得 TRITR,’ PY Ri+R; 
v= 2 ~ NM 2LR? + Ri + (Ri — RI)cosg) 


MM,= vAt = 2 M2TR? + RI + (R? Raycose 


2K, 


可 以 验证 :; 当 pg=0 时 ,MiM;==5b; 当 p= 时， MA 一 完 b: 正 是 上 述 在 近日 点 和 和 远 日 点 的 


两 个 结果 . 


4. 2.15 一 质点 做 椭圆 轨道 运动 ,偏心 率 为 e, 力 心 在 椭圆 轨道 的 一 焦点 上 . 当 质 点 
运动 到 近 心 点 时 , 力 心 突然 移 到 椭圆 的 另 一 焦点 上 . 求证 以 后 椭 贺 轨道 的 偏心 率 为 


(1— 


证 明 原 椭圆 方程 为 


i 
] 十 ecos? 
2 
ma 
V(r)=— y 9 pp 一 一 
让、 _ ph 六 a(l 二 ee) 
在 近 心 点 ， 多 OQ,r 1] 十 e af1 十 cy， "二 了 一 
实 然 力 心 变 到 另 一 焦点 ,o 不 变 ,r 变 为 x'， 
广 一 he 
l—e a(l—e) 
/lt+e).,. hh _1l+e 
hr le 1-e" 
/ _ 了 02 -和 
一 2 一 六 
一 pi a 但 二 2)- — Fal _ bo) 
= -Za (0 二 + 4e 一 1) 


2h? 


2 ,说 明 原来 。 值 处 在 什么 范围 时 ,新 的 轨道 将 仍 是 棋 贺 、 变 成 抛物 线 和 变 成 双 曲线 
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1 十 22 冯 一 二 人 (计算 过 程 略 ) 


当 e 一 1 时 , 变 为 抛物 线 ， 
e(3 十 e) 


1 一 6 
Ee 十 3 二 1 一 e，e 十 4e 一 1 二 0 
s。 = 二 4 二 16 二 4 Ys _， 


一 1 


因为 原来 e 的 取 值 范围 为 0<e<1, 另 一 根 小 于 零 是 不 可 能 的 , 故 铭 去 . 
经 计算 可 得 


de (3 一 e)(1 十 e) 
de (1 一 e) 


(因为 0<e<<1 ,分 子 、 分 母 均 大 于 零 .) 
se ~>0 说 明 oe! 是。 的 单调 递增 函数 ,ce 二 M5 一 2 时 ,e' 二 1, 则 ， 


0<e< /5 一 2 时 ,0 过 e' 二 1( 注 意 ,e 一 0 时,e' = 二 0, 故 e 之 0 时,e' 放 0), 仍 为 椭圆; 

e 二 M5 一 2 时 ,e' = 二 1, 变 成 抛物 线 ; 

M5 一 2 之 e 之 1 时 ,e' 放 1, 变 成 双 曲 线 . 

4. 2. 16 一 行星 绕 质量 为 M 的 恒星 做 圆周 运动 . 恒星 突然 爆炸 ,以 一 个 比 行星 的 加 
道 速度 大 得 多 的 速率 喷射 它 的 外 层 表 壳 , 因 此 其 质量 损失 可 认为 是 瞬时 的 ,恒星 的 剩余 质 
量 为 M' , 仍 比 行星 的 质量 m 大 得 多 . 求 爆炸 后 行星 轨道 的 偏心 率 忽略 膨胀 的 沉 体 施加 
在 行星 上 的 力 , 可 用 偏心 率 e 与 能 量 玉 、 角 动量 的 下 列 关 系 .: 

2 天 


一 0 


振 一 1 十 洗 


恒星 对 行星 的 引力 为 “下 = 一 殊 . 


解 方法 一 : 今 下 一 一 2 ， 


爆炸 前 ,EE 一 一 ,RR 为 圆 轨道 半径 ， 


爆炸 后 ,行星 的 动能 和 角 动 量 没有 发 生 突 然 变化 ,而 势能 因 恒 星 质量 由 M 变 为 M'， 


玉 一 7 十 光一 了 十 TV 一 YY 
GmM , Gm(M— M') 


ttY TY 77 2R R 
J'= J 
E 
用 -1 十 25 总, 原 为 圆周 运动 ,e 一 0， 
7J2 一 一 ma m (GM)° 一 GMm’R 


2 2 
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爆炸 后 的 偏心 率 e 的 平方 


‘2 2 yp 
= 1 十 2 一 ] 十 2 上 


位 MU3(CAY 7) 
-1 上 +-2GMmR[ GmM | Gm(M— M') 
iT ra 2R 十 R | 
2 / 
i | -ca 
2 | 172 
-| -[(- 考 门 
MM 
M 
一 yn 一 1] 
注意 :e' 全 0 今 MT 一 AM 一 1 部 |= 北 一: 
’ M' Mi * 
方法 二 : 用 ”一 1 十 zcoso 义 P= 一， 
万 2 万 2 
th sO rp a GM 
霸业 局， "1+e'cosy 
,_h hh 
h 不 变 ， p 和 
h2 
9 一 0 时 ， 一 六 
六 
hn GM 
GM 1 十 e 
M :MM 
1 十 e 一 M'’ < 一 Mi | 


4.2.17 已 知 一 个 由 具有 电荷 e 的 核 和 一 个 在 半径 为 的 圆 形 轨道 上 的 单 电子 组 
成 的 和 氛 原 子 的 经 典 模型 . 突然 这 个 核发 射出 一 个 电子 ,其 电荷 变 为 2e, 这 个 核发 射 的 电 
子 很 快 地 逃逸 了 ,我们 可 不 考虑 它 ,在 轨道 上 的 那个 电子 即 有 一 个 新 状态 . 

(1) 求 出 发 射 后 与 发 射 前 电子 能 量 之 比 ( 规 定 无 穷 远 处 势能 为 零 ); 

(2) 定性 地 描述 新 轨道 ，; 

(3) 求 出 新 轨道 的 离 核 最 近 和 最 远 的 距离 ,以 ro 为 单位 ; 

(4) 以 ro 表示 出 新 轨道 的 长 轴 和 短 轴 . 

解 (1) 被 发 射 的 电子 很 快 地 逃逸 了 ,可 认为 原 轨道 上 的 电子 瞬时 位 置 未 变 、 动 能 未 
变 ,而 势能 发 生 了 变化 . 

设 电子 质量 为 m ,做 半径 为 ro 的 圆周 运动 时 速率 为 wo， 

发 射 前 ， 


ro dreor? 


第 四 章 有 心 运 动 。313 。 


四 _ _t 
{= 2 U0 Beoro” Y = A47éoro 
1 er 加 
2 一 2 “0 Aneoro 8&reoro 
发 射 后 ， 
了 2 2e: 四 3e: 
Ek, = 2 UO 4Aeo0ro 8TTE07-0 
发 射 后 与 发 射 前 电子 能 量 之 比 为 
3 
FE, 8 Aéoro 
1 1 es 
8 Neéoro 


(2) 新 轨道 ,二 0, 由 e== 和 | 1 十 要 玫 < ,E 天 0 考虑 到 原来 el 二 0, 发 射 后 a' = 二 22, 可 


得 发 射 后 一 二 ,因此 新 轨道 为 杭 贺 ， 


2e” 3e’ 


(3) 2% dner “?: 8Xxeoro 


298? er 
h 二 Lo 0 一 ro 一 和 
8Tsoro7t 47Eo7t 


离 核 最 近 和 最 远 距 离 时 ,r 二 0,rmin、rmex 满 足 的 方程 为 


1 e’ro 1 e’ 3e” 


rh 


2° dAneom 72 2reor 8reor 
3 六 一 47ror 十 了 一 0 
《37 一 7ro)(Cr 一 7o) 一 0 


所 以 一 工 ， ， rmax 一 0 


3 
全 
3 


(4) 2a = rmax rmin 一 


Le 


2c 一 max 一 了 min 


20 一 2 人 性 一 5c 一 


4.2 .18 〈1) 某 芷 星 的 轨道 为 抛物 线 ,其 近日 点 为 地 球 轨道 (假定 为 圆 形 ) 半 径 的 一， 


则 此 熙 星 运行 时 ,在 地 球 轨道 内 停留 的 时 间 为 一 年 的 总 A 2 倍 , 试 证 明之 ; 


(2) 再 证 任何 抛物 线 轨道 的 艳星 停留 在 地 球 轨道 ( 仍 假定 为 圆 形 ) 内 的 最 长 时 间 为 六 
年 或 约 为 76 日 . 
证 明 (1) 设 地 球 的 轨道 半径 为 尺 , 彗 星 轨道 的 近日 点 的 矢 径 为 9, 如 图 4.11 所 示 . 


“314 。 力学 (上 册 ) 
_£ 
1 
Pp _ 
] 二 cosg 
_ —, _Z Tt 
“一 0 一 9 一 2 一 一声 一 2 
_h Ah 
p= 1 — GN 
h— MGMP = V2GMa = /2CMR 
图 4. 11 
dy [2GMR | 
2 nn 
dt 一 n dt = 2GCMR” d? 
2k 


pb 
T 十 cosPp 1 十 cosp ] 十 cosp 


d= -二 1 公 do 
2R (1 十 cos®)’ oy: 
2 3/2 1 1 2 
2 VG COS1 | < 
2 
求 积分 限 ; 当 x=R 时 的 两 个 p 满 足下 式 ， 
2 1 
n 1 二 cosp 
1 二 cosgp 二 二， cosp 一 和 1 
Fe 1 
2 2 
py = arccos —1]|,， @% =— arccos 全 
n n 
令 9 一 了 ? 
,1 | 1 
2 [GHz am COS 0 
用 积分 公式 ; 
du slnz 十 于 一 2 dz 
coOSMUL (一 1)cos” lu nn 1) cos"2y 
| de sing 2 2 f%/2 
¢/, COS 40 3cos30 pi/ + 了 | a cOS20 
Slnl 2 sing | | ®%/2 
3cos30 3 cost 
用 cos 风 一 cosm 一 一 1， 


cos 皇 一 os 下 一 /十 cosJ /1 
2 2 2 7 
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运动 。 315 。 
中 和 1 一 cosJ /2 一 1 
sin 2 一 sin > 一 2 一 本 
_ %2 de 2 一 
可 得 间 caos4B 本 3 (n 十 2 ) 7 
1 oR 372 
t 二 一 一 一 一 | 一 (n+ 2)~MVn—l1 
3vVGM.:. 7 
设 地 球 的 质量 为 m. ,公转 的 速率 为 v。, 公 转 周期 为 工 ., 则 
mevs GmM 
R R’ 
TT 2rR _ 2aR _ 2xR’ 
Ue GM CUM 
R 
t 1] ~v2z 
T. 


2 7 十 2 
GO 十 2) 人 一 1] 一 
nan " 


nO— 1 
n 27 


.一 1 年 ,这 就 证 明了 替 星 在 地 球 公转 轨道 内 运行 的 时 间 为 一 年 的 二 2 < /2 一 工 倍 
(2) 在 地 球 轨道 内 运行 的 时 间 是 二 的 函数 或 是 二 


3 
的 函数 , 邻 一 二 =k， 
isk 一 2 2 + 2k) 1=* 
求 极 大 值 ， 
[a+2) VITR]=0 
可 得 4 一 广 ， 


] 
1 一 一 
£ -之 | :二 | 
去 | 一 去 lt 2 


2 
4. 2. 19 


2 
2 3x | 
一 火箭 自 地 球 表面 发 射 ,发 射 方向 与 铅 直方 癌 成 wa 角 , 火 箭 将 按 椭圆 轨道 运 
动 , 若 椭 贺 之 长 轴 是 地 球 半 径 的 n(x 二 2) 们 ,地 球 半 征 为 尺 , 求 火 第 在 空中 飞行 的 时 间 
解 ” 设 火箭 的 轨道 方程 为 


一 Pp 
] 十 ecos9? 
h 一 vRsina 

其 中 R 是 地 球 半径 ,v 是 火箭 发 射 时 的 速率 
设 m、M 分 别 为 火箭 和 地 球 的 质量 ， 


mv -一 -一 
-一 R -一 


nk 
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2F : 
e 一 A 人 /1 十 (GM 和 人 — 4(n— 1)sin'a 
2R| 1 | sinza 
所 以 六 一 1 一 一 一 一 一 一 一 
l+ Vr -4(n—1)sin’a cosy 


当 gg 一 0 时 ,r+ 二 KR, 代入 上 式 , 可 得 


] 十 1 /ni — A{n 一 1)sinza cost ~ 
天 


1 一 | ，， 
sin’Q 
n 


2(7 一 1)sin2a 一 7 (2) 


C0s0 二 一 上 一 一 一 一 一 一 
vi 4n Oo— 1)sin’a 


: dp h, dt = Fridp 


dt 
设想 火箭 从 o 一 0 到 w=9 历时 三 ， 
1 2 Pr 1 
1 | dp = h | (1 十 ccos)i 
用 积分 公式 : 
dr | bsinz 
| (a bcosr): (ko— 1)(a:—b) (a 十 pcosz) 一 
dx dz 
+ 2h Vo] Ti 4 | rho 
dz 加 2 2 pp zx 
| 十 bcosz 2 一 jia Can a 二 +b tan 9 
可 得 


esing 2 
一 arctan 


dp  __l + 
| 一 e 1 十 ecosO /Ie 
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用 式 (1)、(2) 及 吕 < 一 g, 经 过 相当 繁琐 的 计算 可 得 


R | n ~ 2 | 
nT Nzg VC OO I Mn 2H VT Tan 1 sin 
火 第 在 空中 飞行 的 时 间 为 


t= — 2t 
其 中 工 是 火箭 做 此 椭圆 运动 的 周期 . 


为 计算 了, 先 计算 围绕 地 球 表 面 的 人 造 地 球 卫 星 做 半径 为 R 的 圆周 运动 的 周期 To， 


用 开 普 勒 第 三 定律 ， 


2~vVnO— 1 | 2 人 /1 一 lcosa | 
COSQ 一 2arctan| 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


nC— 2 二 Vn 二 4(n 一 1)sina 
4. 2. 20 ”证明 做 椭圆 轨道 运动 的 最 大 与 最 小 速率 的 乘积 为 | 252 

是 长 半 轴 . 

证 明 


tt 二 /一 一 ‘XK 十 


,其 中 7 是 周期 ,a 


rmx—=AHe,s rma—=a—c 


1 hr? Ah 
Umax * Umin 一 -一 


rap orxapb Th 
To ， 一 二 全 
h oa 


1 
2 


4.3 有 心力 场 中 的 散射 


4.3.1 质量 为 m 的 粒子 以 初速 v 从 无 穷 远 向 其 势能 大 小 为 去 (e 为 正 值 常量 ) 的 引 
力 场 运 动 , 求 粒子 被 俘获 的 总 截面 . 
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力学 (上 册 ) 
解 访 瞄 准 距 离 为 psh= ppv. 
加 mh __ a | mpv 
-一 “十 2r2 = rT a 
, dV| na movw _ 
求 Umax 9 dr -778 73 一 0 
Ma — mov'rs “= 0 
na 一 2 
人 mpo’v” 
2，2 
na 一 2 na 一 2 
Mm pow’ mpov’ 
2 2 
~ an | Lev |" 
2 na 
能 被 俘获 的 条 件 为 之 Unax ,有 即 
2，2 1 一 
了 之 Lo — 2 ) mov 2 
2 2 na 
2 a 1 
解 出 p: 才 n(n 一 2) > | 
mv 
能 钻 俘 医 的 总 截面 为 
2—-a{ a 
6 = Apmx = Ann 一 2) 7 1 
4. 3. 2 


一 质量 为 mm 的 粒子 以 速度 ve 射 向 一 固定 散射 中 心 . 该 散射 中 心 施 以 排斥 力 
一 广 mvi(r 一 a)e,, 其 中 ,是 由 力 心 出 发 沿 其 径 向 的 单位 矢量 ,a 是 一 固定 半径 ,在 该 处 
有 力作 用 ,wv 是 具有 速度 量 纲 的 常数 ， 

(1) 求 势能 ，; 


(2) 证 明和 大 vo 过 vj, 则 粒子 不 能 进入 半径 r= 二 a 的 球 内 ,而 被 反射 回去 ,反射 角 等 于 入 
射 角 ; 


(3) 对 vo>v .瞄准 距离 o 一 了 4 的 情形 , 画 出 粒子 轨道 的 草图 ， 
解 (1) 取 无 穷 远 为 势能 零点 ， 


Y (7r) 一 一 | Fr )。dr = | Pr) dr 


| mut Cr — a)dr!’ 


] 
加 | rr < a 
0 


ra 
(2) 看 粒子 进入 ”= 一 a 的 球 内 ,根据 机 械 能 守恒 , 设 粒 子 在 球 内 的 速率 为 v'， 
1 'p 1 2 l 2 
2 mv 十 9 M0 一 9 v0 
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v 必须 是 实 的 ,要 求 Uo > Ul , 今 Vo<UIl ,粒子 是 进 不 了 ra 的 球 内 的 . 
对 此 粒子 在 + 二 a 处 ,受到 散射 中 心 径 辐 的 斥 力 , 列 牛顿 运动 定律 的 径 癌 分 量 方程 : 


m(r 一 ry) 一 mufd lr — a) 


h 1 
m\r— 3|= pmvid(r — a) 
重 看 2 三 
rr 国生 L280 — a)r 


一 = Sv — a) Tr 


1 2 -二 _ -二 2 
2 本 一 斑 站 -dr = | SC a)dr 
前 已 论证 了 粒子 到 不 了 +<a 处 , 故 | 6(r 一 a)dr = 0, 在 斥 力作 用 期 间 , 因 为 力 无 限 大 , 作 


用 时 间 无 限 小 ,粒子 获得 有 限 的 冲 量 ,元 位 移 , 故 | 方 dr = 0. 第 一 项 积分 得 , 冲 量 作用 后 
的 径 向 速率 与 作用 前 的 径 向 速率 相等 , 不 能 进入 ,只 能 反 向 ,从 冲 量 的 方向 也 能 得 此 结论 ， 
在 球 的 切 向 未 受 力 的 作用 ,名 持 不 来 的 模 向 速度 不 变 , 径 向 速度 等 值 反 向 ,这 就 证 明 
了 反射 角 等 于 入 射 角 , 参 看 图 4. ;3 ,加 中 vw 是 粒子 入 射 时 的 速度 ,v 是 粒子 反射 后 的 速度 ， 
(3) 当 vo>vi,p 一 "ya 时 ,粒子 可 进入 =a 的 球 内 ,进入 前 
后 ,由 机 械 能 守恒 和 楼 向 动量 守恒 , 设 进 入 后 的 速率 为 v， 


Smo’ 十 mv 一 Fm 
v's1in0 = vos1n30° 一 六 tn 


解 得 
jy yr 4. 13 
0 = arcsln 一 一 一 
| 2 - 
粒子 进入 后 ,以 妇 的 速度 做 匀速 运动 ,再 次 到 达 > 一 a 时 穿 出 r==a 的 球 . 设 穿 出 后 的 
速度 为 v ”, 风 | / 


] 2 41 2 ] l 
D3 Mv 了 Vv“ 十 7 mvr pp mvo 
[ie fF _* 1 
v'sina = v'sing = ov 


可 得 vy"—vo ,a 30°. 

出 射 后 保持 v" 不 变 . 粒子 的 轨道 如 图 4. 14 所 示 ， 

4. 3. 3 一 质量 为 m 的 粒子 以 能 量 已 ,对 O 点 的 角 动 量 为 J 被 中 心 在 O 点 的 势能 
一 一 G(r) 的 引力 场所 散射 ， 


。320 。 力学 (上 册 ) 


(1) 写 出 关于 经 的 微分 方程 
(2) 写 出 最 接近 距离 rw。 所 满足 的 方程 ， 


图 4. 14 图 4. 15 


解 (1) 由 机 械 能 守恒 和 对 O 点 的 角 动 量 守 恒 ， 
mr ria) — G(r) = 


mria= J 
“9 2(Eo 十 Cr ) J 
"” m m2r? 
dr. dr J 


此 一 
da da mr: 


a 一 | ' [2 2 二 | 

dal “\J|I” TT\J yy mar 

dr [2(EKotO) 4 72 2 

da 一 土 -三 了 7 一 二 一 土地 7 2m (Eo 十 Cr )7 Jr 
da J 


d 十 
六 /2m(E + Or — Jir’ 
(2) 当 r 一 六 时 ,rr 一 0， 


Cn 


2| Eo 十 Glrmn) . 
4.3.4 一 东 很 宽 的 平行 小 粒子 束 ,粒子 质量 为 m, 不 带电 ,从 空间 射 向 月 球 , 相 对 于 
月 球 的 初速 为 wo, 忽略 地 球 和 太阳 的 存在 , 求 用 月 球 的 半径 尺 . 从 月 球 表 面 的 逃逸 速度 res 
和 vo 表示 的 碰 击 月 球 的 碰撞 截面 o. 
解 ” 求 能 碰 上 月 球 的 最 大 隧 准 距离 pm。x. 


1 .2_CMm 1 
2 ID R = mv (1) 
mvR = mvoOmx (2) 


其 中 M 是 月 球 质 量 ,v 是 刚 能 磁 上 月 球 的 粒子 碰 月 球 时 的 速率 , 刚 能 磁 上 月 球 的 粒子 是 
擦 着 月 球 表 面相 磁 的 . 
由 式 (1) 得 
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2GM 


v= 二 = v8 十 vw 
后 一 等 号 来 自 二 met 一刀 一 0| 
将 上 式 代入 式 (2) 得 
ps 一 2 全 一 1 十 2 R: 
磁 击 月 球 的 碰撞 截面 为 
一 xs = AR’| 1 + 思 
4. 3.5 


一 顽 星 以 初速 vo 同 太阳 运动 ,太阳 的 质量 为 M、 半 径 为 R, 可 视 为 静止 的 ,并 
略 去 所 有 其 他 的 星体 , 求 顽 星 和 太阳 相 撞 的 总 截面 . 
解 ”如 上 题 那 样 , 求 赦 星 刚 能 碰 上 太阳 的 最 大 瞄准 更 离 cx, 设 在 星 质量 为 m. 
2 CMm _ 1 
2 


2 Kk 


mvuk = mvoOmax 


可 得 


0 一 XOrhax 一 一 rR| | 十 2 


4.3.6 一 个 原子 与 一 个 离子 的 相互 作用 可 由 势能 V(r)== 一 er- 给 出 ,其 中 一， 
e 是 离子 电荷 ,ps 是 原子 的 极 化 率 ， 

(1) 作出 有 效 势能 UCr) 的 草图 ; 

(2) 求 出 用 角 动 量 7 表达 的 有 效 势能 的 极 大 值 U。; 


(3) 设 离子 还 比 原子 轻 , 求 离子 击 中 原子 ( 即 深 入 到 r= 二 0) 的 横 截 面 oc (vo) 
解 ”(1) : 


1 
UM V+ r+ 
72 
_ 一 4 
一 一 cr “十 Dm 


有 效 势 能 U(r) 的 草图 如 图 4. 16 所 示 . 
(2) dU de 


dU _ 20¢ | 37° 


dr re mr 


dU _ i 
入 一 r” 0 


mr 


。322 。 力学 (上 册 ) 


解 得 


rr] 二 OOO， rr» 一 


dU| _,. da 
dr? _， “0, 还 可 看 到 dr 


0,…. 在 一 co 时 ， po 


dU 
dr 


一 0， 


r=7] 


dU 
一 Atac 六 
U, 一 一 U(r) | .2 -一 1 6m2c 


(3) 设 能 量 为 五 、 对 力 心 的 角 动 量 为 的 离子 从 
无 穷 远 处 向 原子 入 射 ， 


| mr 十 U(r) 二 
图 4. 16 在 > 一 rm 时 ,r 一 0, 故 run 满足 的 方程 为 
Ur) 一 
即 
C 多 
Tm 
omriE — Jr*++ 2mc=0 
» J ~ 1l6mckE 
?Tmin 一 amE 和 
当 五 一 二 一 忆 。 时 ,rmin 一 -一 一 2 /zc ,不 能 击 中 原子 ， 
Am 。 
16m’c 
当 < 一 即 E<Uo 时 ,rma>2 和 到 ,这 可 从 有 效 势 能 图 上 得 出 ,在 离子 从 无 穷 远 入 身 
时 ,上 述 各 的 式 子 ,只 能 取 区 i 六 ， 
当 E> Bh E>U, 时 ,rmn 为 复数 .说明 元 rmo, 从 有 效 势 能 图 可 见 , 离 子 将 深入 到 = 
0(J= 二 0 时 ) 或 xr 一 0(J 关 0 时 ) ,两 种 情况 均 可 视 为 击 中 原子 . 
J 
Jy =mpvo, 0 一 mv 
其 中 p 为 离子 在 无 穷 远 入 射 时 的 瞄准 距离 . 
] 
k= Fmv 
要 击 中 原子 ,E>>Uo, 即 E> 2 


在 无 穷 还 处 以 vo。 入 射 的 离子 能 击 中 原子 的 最 大 瞄准 距离 为 
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JJ max 1 人工 
Omax (Vo ) -一 < =— (8m lcvws “) 4 
vp vo 


ov0) = pl v0) < A Bm-1cv7’)t — /和 


4. 3.7 求 一 个 粒子 被 半径 为 a 的 刚 球 弹 性 散射 的 
微分 散射 截面 和 总 散射 截面 ， 
解 ” 见 图 4. 17.， 


= arcsin| £ | 
Bb arcsin| £ 


0 = |x— 28| = x — 2arcsin 2 
Pld 
ov,0) = sinl db 
一 1 图 4. 17 
0 一 asin| | 
2 
asin 
rr Oax 
o(v,0)= 4 。 4 cos 一 1 200%) 一 | ov,0) 。，2rslimldl 
sing 2 4 0 


一 二 。 2z| sinbdb 一 Aa’ 
4 0 


4. 3. 8 ”一 质量 为 m、 半 径 为 7 的 小 弹子 球 被 一 质量 为 M(m<&M) .半径 为 R 的 大 弹 
子 球 弹 性 散射 , 求 微分 散射 规 面 和 总 散射 截面 . 

解 ” 因 为 mM,m 遭 M 散射 时 可 把 M 视 为 不 动 的 . 和 上 题 的 差别 在 于 上 题 的 粒 
子 的 半径 是 不 计 的 ,弹性 散射 的 情况 和 不 计 半 径 的 mr 被 半径 为 R 十 r 的 M 弹性 散射 一 
样 . 这 样 把 上 题 的 a 改 为 R 十 r 即 得 本 题 的 结果 . 


os(v,0) = 二 (CR 十 让) 
o(v) = A(Rr): 


4.3.5 质量 为 mm 的 粒子 以 速度 vo 从 无 穷 远 发 射 被 大 小 为 入 (4 为 常量 ) 的 固定 的 斥 


六 中 心 所 散射 ， 刀 驻 子 不 受 斥 力作 用 ,粒子 将 以 与 斥 力 中 心 距离 为 和 的 轨迹 通过 , 求 : 
Ki) 粒子 接 过 斥 力 中 心 的 最 近 距 离 ; 
(2) 实际 产生 的 俩 转角 ; 


(3) 对 于 一 均匀 的 粒子 束 受 到 该 势 场 散 射 的 微分 散射 截面 92 ， 


k k 
解 (1) j 一 2， V 二 了 ， h=bvo, 
mob’vs 
2 入 


UC) =Y(D) 十 2 一 全 十 
rr rr 
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U(rmin) = Eo, = mv 

k mob’*vs 1 ， 
一 十 一 一 一 二 一 mwvw 
7 min 27r2 2 ” 


] 
7 min 一 zal 尼 十 bz 十 aba 


C2) wom 
max tr min A ke2 4 m2b2wt mb’vs 
kV k++mb?vt 
"max bdu 
p= | 1 ly 1 p2 :| 
Eo。 \u 
_ | pdu 
0 1/2 
1 一 ] nw 一 pm: 
720 
一 |™ bdu 
0 k 2 A 1】 
: k p \2 Umax 
一 arcsin| | bw 十 一 六 | | 
mvob lt mvsb 


k 


Vk’ 十 mvtb’ 


— arcsin] 一 arcsin 


俩 转角 


Rk 
0 一 区 一 2808 一 区 一 aresinl 一 2arcsin 
NV kk’ mvsb’ 
kk 
一 2arcsin 
Vk 二 + mvtp’ 
. »。0 k’ 
2 —_，” 一 一 
(3) sin -7 mv 
sin* | 
2 _ ££ 
1 _ sin’| 加 (kmivib)—k: mvip? 
2 
Scott | 
2 2| 忆 
2” 一 mivicot 7 
do _ i 0) = 元 | 归 = 1 |dp| Fr kk 
d0 “sing|d0| 2sin9l| do| ne | | 
2mv’SInN 5 


第 四 章 有 心 和 运动 。 325 。 


4.3. 10 1) 质量 为 m 的 粒子 在 势 场 V(r) 一 乞 (4>>0, 为 常量 ) 中 运动 ,考虑 在 zy 平 
面 内 运动 ,用 极 坐 标 r、y, 求 出 r 作为 p、 角 动量 和 能 量 E 的 孙 数 关系 ; 


(2) 用 (1) 问 中 的 结果 讨论 在 这 个 势 场 中 的 散射 , 求 微 分 散 叶 截面 o《6,EE) ,其 中 8 为 
散射 角 . 


dV 2k 
解 (1) f= dr rr’ 
2 
— mh 9 十 | — 站 一 2Rz 
2 
和 十 [1 十 zj 一 
k .、 、 
令 of 二 1 十 -i. 选取 适当 的 极 轴 , 解 可 写 为 
uw 一 Asin (ww?) 
由 8 一 0,r 一 co 处 , 巨 一方 六 定 4， 
已 
d 二 | 
dd rr di 
E= m7 = Tmh?Arw: = -L.A 
2 F—0 2 2m 
VomE 
A= 
jw 
户 一 1 -一 Jo CSC(CCO) 
u ~ 2mk 


(2) 已 解 得 


21 (we) 
uC= in (wo 


如 图 4. 18 所 示 . 在 g=0 处 入 射 , 在 wy 一 (此 处 x=0,r 一 ce) 出 射 ,散射 角 0 为 


A Fr 元 开 
1 
2 2 k 
1 十 :5 1 + 0 1 十 7 
从 上 式 解 出 
2 ko 
fF E(xm— 6) 
pkO 
do = 2xp|dp| = x|dp’|= Fri gjid0 
do 是 具有 能 量 E 的 均匀 粒子 束 被 散射 到 9 一 0 十 dg 所 占 的 百分比 . 
do ] do 有 RTr20 
oO0,E) 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 人 
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图 4. 18 


它 是 具有 能 量 EE 的 均匀 粒子 东 被 散射 到 68 附近 单位 立体 角 内 所 占 的 百分比 ， 

4.3.11 具有 动能 为 T( 非 相对 论 ) 的 带电 介子 C(x" 或 x ) 和 电荷 为 Ze、 有 效 半径 
为 5 的 重 核 . 考虑 经 典 力 学 的 图 像 , 当 7# 介子 距 核 的 最 近 距 离 等 于 或 小 于 5 时 ,x 介子 就 
会 打 到 核 上 . 忽 格 核 的 反 冲 ,证 明天 介子 的 碰撞 鹤 面 为 


r = xb | LA 对 于 eT 
o = xi| EY | 对 于 天 
其 中 
Ze’ 
和 4neop 
| Ze 
、 ry a 一 
证 明 对 于 zx 介 子 ， V (7) = fxrery 


求 能 打 中 重 核 的 最 大 酷 洗 距离 Omax ; # 了 中 时 ,7 一 rmin 一 5， 设 此 时 r 介子 的 速率 为 Us 由 
届 械 能 守恒 和 角 动 量 SY 筷 ， 


1 2 Ze 
2 MV 十 freb — 了 
vb 一 pmax A| 2 
解 出 
下 Ze 
02 = To 一 ~ 
Ze” 

其 中 VY = je 


olE) = o(T) = 让 Da 一 rb?| I a 


对 于 x 介子 yo) 一 一 -Ze 
47rsno7 
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用 以 上 步骤 ,可 得 


ol(E) = o(T) = rv’| 工 四 
其 中 了 =- 
4. 3. 12 ”在 核 物理 中 常 遇 到 下 列 球形 势 阱 . 
VO) = 全 T rr 三 a 
六 > CQ 


(1) 证 明 :在 经 典 力学 中 被 上 述 势 产生 的 散射 如 同 光线 被 相对 折射 率 n= 和 /万 一、 
半径 为 a 的 球 的 折射 (这 等 效 说 明 为 什么 既 能 用 惠 更 斯 原理 的 波动 说 又 可 用 牛顿 力学 的 
微粒 说 解释 折射 现象) 


(2) 证 明 微 分 散射 截面 为 
6 


neos py 一 上 


2 
1 十 1 一 272coOS | 


na* 


2 
说 一 CDS 一 


0 三 2arceos = 


og 

o(FE,0) = 4cos py 
| 

0 0 之 2arccos 


(3) 求 总 散射 截面 ,可 能 用 到 下 列 积分 公式 ， 


| 局 2 一 二 [In(a 十 BX) 十 


| 


(G 十 bz) 六 a 十 mr 

解 (1) 图 4.19 和 图 4. 20 都 是 表示 势 阱 的 ,从 势能 表达 式 看 ,表现 为 一 个 长 方 阱 ， 
而 从 空间 位 置 上 看 ,表现 为 一 个 球形 阱 . 

质点 从 阱 外 向 势 阱 入 射 时 ,入 射 角 设 为 a1( 见 图 4. 20) ,在 进入 势 阱 和 离开 势 阱 的 两 
个 边界 上 ,质点 的 势能 都 发 生 突 变 , 因 机 械 能 守恒 ,因而 动能 也 发 生 突 变 , 这 说 明 质 点 受到 
力 的 作用 ,下 = 一 VYT ,方向 沿 该 边界 点 与 球 心 O 的 连 线 指向 势能 减少 的 方 同 ,因而 受到 
的 力 是 有 心力 . 进入 时 ,动能 增加 , 受 引 力作 用 ;离开 时 ,动能 减少 ,受到 的 力也 是 引力 ,在 
阱 外 和 阱 内 均 不 受 力 的 作用 . 


2 
[二 一 二 | a 十 pz 一 2aln(a 十 pz) 一 


V7) 


图 4. 19 图 4. 20 


设 质 点 质量 为 m, 入 射 时 速率 为 vi, 入 射 角 为 a1, 进 入 势 阱 ,在 边界 上 ,速率 立即 变 为 
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z?， 设 折射 角 为 Qaz， 则 ， 
由 切线 方向 未 受 力 , 切 线 方 各 动 量 守 恒 ， 
MIm1Sinal = mv,siNna,. 
由 机 械 能 守恒 ， 
Fm 一 mv — V6。=E 
vf 十 Ly 
所 以 sinal vs NY mm E+ V。 
sina， vi Ui FE 
根据 光学 中 的 折射 定律 ， 
Slimnai VU» 
. 一 一 一 7 
sina, 1 
n 是 相对 折射 率 ， 
所 以 ,= a 二 
这 说 明 质 点 被 这 个 势 阱 散射 与 光线 按 同 样 的 入 射 角 射 入 半径 为 w、 相 对 折射 率 2 三 
E+V 、 
“元 “的 球 的 情况 是 可 以 类 比 的 ， 
(2) 由 图 4. 20 可 见 ,散射 角 
0 = 2 (0 -一 Qy ) 
先 求 ODN) , 今 有 0 一 CSlnal ,要 将 Ql1、02 均 表 成 ~ 和 0 的 水 数 ， 
. 1 . . 
sin|l al 一 —06 sinaicos 一 - 一 COSalsln 一 
Sin _ 2- 2 2_-cos2_ cotw .sin 人 二 
sina) sina Sina) 2 2 n 
从 上 式 解 出 cotal ,得 
cos 和 女工 
cota) 一 < 
sn La 
2 
， a’sin? 一 an’sin’ 5 
1 1 十 二 一 十 cos nn 十 1 一 2ncos 一 
n 2 2 
arn?| 2sin —COS 0 .4 n* 十 1 一 2ncos 全 一 2nsin 2 。 了 sin2 | 
2 2 2 2 2 2 
2pdp 二 PEE db 
n* 十 1 一 2ncos 全 
an’sin La ncos 全 — 1 


n— cos 6 | 
rd0 
1 十 1 一 2ncos 加 
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-om 
zy DH 2 dp _ 2n2 ncos 7 1 117 一 COS 2 
一 sing|d5|- 0 ， RE 
4cos 一 - n 十 1 一 2ncos 一 
2 2 
关于 9 的 取 值 范围 . 
当 o=0 时 ,a =0,a,=0,0=0%, =0. 
当 p>Yas 时 ,m5， 由 COS 号 一 cotasin = 


、 0 
因 为 COtaQ1 一 > 人 s COS 全 。 圭 ;0% 2arccos 1 
2 n 7 


Iw 


可 见 ,0O<0、 .时 ,cos > ,NCOS $5—1>0 在 能 发 生 的 散射 角 范 围 内 ,都 有 mcos 
一 1>0 的 情况 ,而 在 2 记 加 xx 即 2>>2arccos 时 ,ao(E,0)=0， 


2 


ncos C1 1 一 cos 号 
2 2 
1 二 ,0 < 0 < 2arceos 一 
so(E,0) = 44c0s 7 1 +: — 2ncos | 
» D 2 
0 0 之 2arceos i 
其 中 
Ee 十 V， 
2 =A eT 
(3) 
Gnax 
xz( 五 ) 一 | 2xa(E,0)sin0d0 
0 
1 ncos 全 1 [ncos| 
2arccos 2 之 
= | - i 7 < :2x » 2sin Scos $d 
° 4cos 一 1] 十 7 一 27cCOS 全 | 
2 2 
0 1 . 08 2dz 
从 也 ”了 二 sn 二 _ 
他 598S TX,dzr 2 Sin » do0 ,dg 0 
sin 2 


1 
fx 2xan nro Dn > | + Dxr—nz ny] 
EL)= | (1 十 7 一 2nx)? dr 一 2ma nn 二 (1 十] 一 227) 


| (22 十 1) 22 十 1 


_ 2 n 十 1 
1 【天 十 1 二 xzJ57 一 472 in tl ?nz) + 


】 


1 
nt 


nn 十 1 (1 一 了) nn 二 +1 天 十 ] 
dn In n*— 1 To 1y | 


十 1 2 一 1 2 二 1) 
dn 1 i 


1 pr ] 
| (02 十 1 一 2zz)2 
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， 四 十] | 
1T 加 加 ， nl 20 十]1) 
一 | 2(n 1) 2(n” 十 Dn- 十 1 (2 一 1)*(n 十 加 

1 1 1 


nn 1 1 
| (十 1 一 pn) ”2 医 十 1 一 ll 
代入 olE) 的 式 子 ,经 计算 可 得 


1 (nC 1)?Qn++1) 


ol(E) = Aa’ 
这 个 结果 正 是 我 们 期 待 的 ,因为 能 产生 散射 的 最 大 瞄准 距离 显然 有 pwwx 一 a， 
ol(E) 一 TO = Aa’ 
4. 3. 13 一 束 质量 为 能量 为 的 粒子 垂直 入 射 在 厚度 为 4、 每 单位 体积 内 包含 " 
个 固定 散射 中 心 的 金属 薄片 上 . 一 个 粒子 与 一 个 散射 中 心间 的 力 是 大 小 为 扎 (k 为 常量 ) 
的 斥 力 . 问 束 中 粒子 有 多 大 部 分 被 散射 到 0 大 于 a 的 立体 角 内 ? 
解 ” 一 个 散射 中 心 对 粒子 的 作用 力 与 4. 3. 9 题 完 全 一 样 , 可 用 4. 3. 9 题 已 解 得 的 微 


分 散射 蕉 面 ， 
E 2 
o(v,0) = nl 0] 
RU SIN 9 


改 成 (EE,0). 因为 已 一 -mao2， 


pk 2 
ol(E ,0) = YY 
4Esin’| 5 


被 一 个 散射 中 心 散 射 到 09>>a 的 立体 角 内 的 粒子 数 所 占 的 分 数 为 


| 2ro(E ,0)singdd 
A 2 
— | 一 。2Sln cos 人 db 
16E?sint| | 


a 


2 rx 2 
| 1 os $d 一 Th cot: 2 


~ 4E’ sin’| 2 4F? 
单位 面积 金属 薄片 内 有 nd 个 散射 中 心 ,能 量 为 五 .垂直 入 射 的 粒子 被 金属 薄片 散射 
到 9>a 的 立体 角 内 的 粒子 所 占 的 分 数 为 
ndnk”  ,， 
452 ~ \2 
如 不 是 垂直 入 射 ,a( 五 ,9) 没 有 差别 ,而 与 粒子 束 垂 直 的 单位 面积 金属 薄片 内 的 散射 
中 心 数 不 再 是 nd. 
4.3.14 一 束 质 量 为 mm、 能 量 为 下 的 粒子 垂直 入 射 在 上 题 所 述 的 金属 薄片 上 , 离 粒 
子 束 通 过 薄片 所 在 的 O 点 距离 为 > 的 地 方 ,放置 一 面积 为 4(4 妇 一 ) 的 粒子 探测 器 ,从 O 


a 
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点 到 探测 器 的 线 与 粒子 入 射 方向 间 夹 角 为 w( 如 图 4.21 所 
示 ) , 行 射 到 金属 薄 乒 上 的 粒子 束 流 密度 为 了 、 问 单位 时 间 内 
有 多 少 粒子 射 中 探测 俘 ? 
解 ”考虑 到 4< 盖 ,探测 器 对 O 点 所 张 的 立体 角 很 小 ,可 
以 忽略 在 这 立体 角 内 oC(E,0) 的 差别 . / 
用 上 题 所 得 的 结果 (对 于 金属 薄片 单位 面积 内 的 nd 个 散 
射 中 心 )， 


oCE,0) 一 -一 探测 器 
16E?sin’| S| / 图 4. 21 
射 到 金属 薄片 上 的 粒子 束 流 密度 了 I 是 单位 时 间 内 射 到 单位 面积 金属 薄片 上 的 粒 
子 数 ， 
单位 时 间 内 射 到 探测 冀 上 的 粒子 数 为 ， 


2 
N=IoEdDdn=— FA 


下 

其 中 dn 二 分 是 探测 器 所 张 的 很 小 的 立体 角 

4. 3. 15 ”粒子 东 遇 到 由 许多 散射 中 心 组 成 的 靶子 . 设 1(0) 是 入 射 时 的 粒子 东 强 度 ， 
进入 又 后 穿 透 = 距离 处 的 强度 为 1(z). 设 束 中 一 个 粒子 被 一 个 散射 中 心 散射 的 总 散射 
截面 为 ,证 明 : 

(1) T(x) 二 1(0)e™”,n 为 单位 体积 内 的 散射 中 心 数 ， 

(2) 粒子 被 散射 前 运行 的 平均 距离 为 地 . 

证 明 (1) 一 个 粒子 从 xz 到 z 十 dz 被 散射 的 概率 为 zcdz, 强 度 减弱 1d7 | ， 


16E’r’sint 


di 一 一 inocdzx 
T(x) di + 
| 7 二 一 nol dz 

1i(x) 
ln Tc0) = nox 


T(xX) = 1(0)e™ "” 


] 和 _ ] — nox -全 n — 
C2) z = 705|, Tz)dz ze T(COye-rezdz e 


| nd 0 no 
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5.1 刚体 上 各 点 的 速度 和 加 速度 


5.1.1 揉 杂 机 的 揉 棚 有 三 个 曲柄 文 率 ,曲柄 的 文 座 为 4.B、C, 文 轴 为 aoc, 且 4、 
BC 与 a.b\c 为 两 等 边 三 角形 ,各 曲柄 长 r, 均 以 不 变 的 角速度 w 统 其 支 座 转动 ,如 图 5. 1 
所 示 , 求 揉 桶 中 心 O 点 的 速率 和 加 速度 的 大 小 . 


解 ” 揉 茶 机 上 的 三 个 支 轴 a、b\c 均 有 同样 的 速 
度 ,刚体 上 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 有 同样 的 速度 , 刚 
体 的 运动 是 平 动 ,O 点 的 速率 等 于 a、bc 点 的 速率 ,O 
点 的 加 速度 的 大 小 等 于 a、b、c 点 的 加 速度 的 
大 小 . 

5. 1.2 半径 为 > 的 半圆 形 目 轮 以 习 速 x 沿 水 平 
线 向 右 运动 ,带动 直 杆 4B 绕 4 点 转动 , 当 0 一 30" 时 ， 


4 点 与 凸轮 的 中 心 O 点 正好 在 同一 铅 直线 上 ( 见 图 


图 5.1 5.2). 求 此 时 4B 杆 与 凸轮 相 接 触 的 一 点 C 的 速度 
与 加 速度 的 大 小 . 
解 ” 以 凸轮 为 动 参考 系 ,C 点 对 静 参 考 系 的 速度 是 牵 VCX4 


连 速 度 与 相对 速度 ( 沿 C4 方 同 ) 之 矢量 和 ,4B 绕 4 轴 转 
动 ,C 点 的 绝对 速度 必 垂 直 于 AC. 由 此 可 得 C 点 的 速率 


如 


V3 
2 


v 一 Wecosl = ucos30° = u 


要 求 此 刻 C 点 的 加 速度 ,须知 道 此 刻 4B 杆 的 角速度 


2 和 和 角 加 速度 9 ,此 刻 ， 


O 
rr 
AC tan30 37 图 5.2 
^A 3 
Hu 
bp 也 一 -2 一世 
AC 3r 2r 


设 图 5. 2 所 示 位 置 时 :=0, 图 5.3 画 了 zt 时 刻 的 位 形 ， 


AD = AO|,., = 


?7 
sin30° 


27 
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BD = BH +- HD=r+ DOcost 一 六 十 2tcosl 
BD = ADsin6 = ?rsing 


yy r 十 utcos6 = 2rsind 
上 式 两 边 对 + 求 导 两 次 ， 
xcosg 一 xising0 一 2rcosb0 
— using0— xsinb0 一 xtcosb22 一 utsing06= — 2rsing02 十 2rcosO0 


一 2xsinb0 十 (27sinl 一 utcos0) 0 一 《27costl 十 utsin0)0 
代入 t=0 时 的 9 一 30",0 一 六 ,得 上 一 0 时 的 0 为 


/一 |— 2usin30°。 过 十 2rsin30°。 Bb J]=- 
2recos30° 2r Ir 4 3 2 
。 | 2 
,= AC = 3r. | — Su 
1=0 2r 4r 
| B=V3 上 ue 
ar= AC ‘0 了 4、[/37r2) 4r 


a N+ 和 VT (I= 和 
5.1.3 图 5.4 中 画 的 是 燕 汽机 或 内 燃 机 中 用 的 曲柄 、 滑 块 连 杆 机 构 , 曲柄 OA 以 等 
少 速 度 w 绕 0 点 转动 ,通过 连 杆 4B 带动 活塞 B 在 滑 槽 中 左右 运动 . 若 04 一 R,4B 一 4， 
:一 0 时 p= 一 0， 求 了 时 活塞 五 的 速度 . 
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解 取 z 轴 沿 OB 直线 , 同 左 为 正 ,O 为 原点 . 
Xp 一 一 尺 cosp 一 cosl 


Rsing 一 lsing 


| 2 
sin0= Tsing, cos0 一 人 /1 一 sin’p 


cos00= cosgp= ~ 


= Rw cosPp _ Kwcosg 


cost V 一 Risinig 
dxs 。 * ， , ， Kwcosgp 
vgs= — = Rsingpt lsin00= Rosiny 十 Rsing。 


COSO 


di Vl 一 Risin’g 
JP 一 wt 
长 t 
vs 二 Rwl 1 十 -一 全 一 一 一 sinwt 


1 — R’sin’wt 
5s. 1.4 曲柄 O4 以 色 角 速 wo 二 10s ! 顺 时 针 方 同 转 动 ( 见 图 5.5). 求 当 9==30° 时 BC 
杆 的 角速度 w、 角 加 速度 8 及 销 钉 A 在 BC 杆 导 槽 中 的 相对 加 速度 a,. 
解 20 = w, 
4 二 9= 方 w 一 方 ，10 一 5s-1( 顺 时 针 方向 ) 


p= 0=0 
下 面 求 销 钉 4 在 BC 杆 导 槽 中 的 相对 加 速度 . 
以 BC 杆 为 动 参 考 系 ， 
4 一 0 十 0 十 2oXT， 
da, =a4—a.— 2wX vv, 
a; 沿 AC 方 同 , 设 指 同 C 的 方向 为 正 ,因为 BC 杆 的 
和 角速度 w 天 0, 角 加 速度 8==0. 
ai 一 4C.ows 一 2.4O0Ocos30" 久 5 一 866(cm。s 一 )， 
沿 BC 方 癌 , 指 癌 C 点 ， 
a 一 40O 允 一 20X10: 一 2000(cm。s-) 
沿 40 方 癌 , 指 网 O 点 ， 
2 w Xv 在 与 &- 相 和 三 直 的 方 辐 ， 


所 以 a, >= acos30° 一 ds 一 2000 Xx V3 — 866 = 866(cm +。s “) 
沿 4C 方向 , 指 问 C 所， 

s. 1.5 摇 床 急用 机 构 的 曲柄 以 不 变 转 速 = 90r/min 绕 定 轴 O 转动 ,通过 滑 块 4 带 
动 扇形 齿轮 绕 O; 轴 转 动 , 从 而 带动 齿 条 B 做 铅 垂 方 问 振动. 设 O01 在 同一 水 平 线 上 , 曲 
柄 OA 二 76mm ,其 他 尺寸 如 图 5. 6 所 示 ， 

求 9 二 30° 时 齿 条 B 的 速度 和 加 速度 、 
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解 ” 设 014 与 水 平 线 的 来 角 为 9， 
0 一 一 2xn/60 一 一 2r。90/160 一 一 3xs-! 


OAsing 7. 6sing 


an OO 一 OAcosg 和 183 一 7. 6cosg 


3.35 X 10* — 2.78 X 1l0’cosl 
(183 一 7. 6cos0)’ 


sec20 一 1 十 tan’y = 


B 
图 5.6 
式 (1) 两 边 对 上 求 导 ， 
sec2p 。 9 一 7. 6cosb0 (183 一 7. 6cosb) — (7. 6sing)’6 


(183 一 7. 6cos0)’ 
_ 二 57.8 二 1. 39 XX 10 cos0 
(183 一 7. 6c0os0)’ 
将 式 (2) 及 6= 一 3xs~! 代 入 式 (3), 可 得 


,一 57.8 十 1.39 X 10'cosb 
人 3.35 xX 10 一 2.78 xX 10icos6 


— 1.39 X 10sin80 ( 3. 35 X 10* — 2.78 X 10cos)) 


1 | (3.35 X104 一 2.78X 103cosD) 


(57.8 十 1.39X 10’cos0) .2.78 X 10sing0 ] 
(3.35 X 10 一 2.78 X 10cos0)’ 


4. 64 X 10 Sing 


_ 2 
I (335 X10 — 2.78 xX 10icos0): 
规定 齿 条 向 下 的 速度 为 正 ， 
vs =— 1529,， ag 二 一 1529 
代入 0= 30",， 
一 3 
ys 152( 3x) 57.8+1.39X10X0.866 _ ,gm. 


3.35 X 104 一 2.78X10 x 0.866 


.335。 
(1) 
(2) 
(3) 
s- 1) 
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4.64 X 10’ Xx 0.5 


jo nr NN DO A dn C/A Onnv2 一 一 
(3.35 X10 — 2.78 xX 10 x 0.866) 一 324cm ss ) 


ap 一 一 152( 一 9x’) 


8cm ] 
O A 


图 5.7 


5.1.6 图 5.7 中 机 构 在 竖 直 平面 内 运动 ,各 部 件 的 尺寸 如 图 所 示 , 某 时 刻 在 图 示 位 
置 , 杆 O04 处 于 水 平 位 置 , 绕 O 点 的 角速度 2= 2rad/s , 求 此 时 部 件 C 的 角速度 w 及 杆 4B 


的 至 端的 速度 的 大 小 ， 
0 4 和 解 见解 图 5. 8， 


A dp va= XO0OA=2XxX8= 16(cm/s) 
“ j -4 
wl -- NS oT 一 Lu 一 8 -一 1 
是 ~ | 14 7 


去 RN ] 


人 pd ~ 4 = arctan 了 = 8. 13° 
UL 一 一 一 一 一 P= 90°— 45°— &= 36.87° 
CO， 
图 5.8 考虑 AB 杆 上 的 4 点 , 取 部 件 C 为 动 参考 系 ， 
VA = Va 十 Var (1) 
VAae = AO!* w=10 ~/ 2 w, ww 待定 . 
vd 沿 AB 方 同 ,vw 待定 ， 
由 式 (1) 的 水 平和 竖 直 两 方向 的 分 量 方 杜 ， 
10 ~/ 2 weosa = vacosh (2) 
10 ~/ 2 wsina 十 vsin8 = v4 = 16 (3) 


式 (2) XsinB 十 式 (3) Xecos8B 可 消去 vw, 得 
10 ~/ 2 wsin(a 十 Bp) = 1l16cosp, 


16cos36. 87- 
一 一 一 一 一 1.28rad/s， 
10 ~v 2 sin495° | 
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此 时 ,AB 杆 围 绕 4 点 的 角速度 即 部 件 C 围绕 O: 点 的 角速度 w 4 
取 此 时 随 4 点 平 动 的 参考 系 为 动 系 ,B 点 的 绝对 速度 是 vs 

(这 连 速度 ) 与 vaa( 相 对 速度 ) 的 秋 量 和 ,vs 与 va4 的 方 间 如 图 5.9 忆 

所 示 ， 


vpa 一 AB* w= 200% = 25,. 6cm/s 


va = V (va — vaacosB)? + (vaasinp)’ 由 5.9 
代入 va、vsa 及 B 值 ,可 得 
vs 一 l6cm/s 

读者 也 可 取 部 件 C 为 动 参考 系 , 求 B 点 的 绝对 速度 以 检验 上 述 结果 . 

s. 1.7 若 除 上 题 所 给 条 件 以 外 ,还 知道 此 时 O4 杆 绕 O 点 的 角 加 速度 0Q==0, 求 此 时 
部 件 C 的 角 加 速度 w 及 B 点 的 加 速度 as. 

解 4 点 的 绝对 加 速度 为 

aa 一 O4 .人 一 8X2 一 32(cm/s ) 

沿 水 平方 加 , 回 闫 . 

取 部 件 C 为 动 参考 系 ,aa .ass 分 别 表示 4 点 的 牵连 法 同 、 切 向 加 速度 ， 

ai 一 4Doz 一 10、/2 Xx (1.28)? = 23.17(cm/s’) 
Qhe2 一 ADw= 10、/ 2 w 
这 里 已 代入 了 上 题解 得 的 w 值 .auw 是 相对 加 速度 , 必 沿 4B 方向 , 设 图 5. 10 所 示 的 方 回 
为 正方 同 . 
dac 一 2w X VAar 

是 科 里 奥 利 加 速度 ,其 中 ouw 沿 4B 方 和 同 , 指 同 B, 由 上 题 式 
(2) 可 得 


lO0O~v 2 wcosa 


cosh — 22. 40cm/s 


UAar 


04 一 anr 十 Qael 十 Qae2 十 Gac 
图 5. 10 两 个 分 量 方程 为 
a4 — aacosB 十 aawcosa 一 aaasine 一 2wvasinp 
a4sing 一 auazsina 一 aancosa 十 2wvacosBp 一 0 
代入 本 题 和 上 题 已 解 得 的 数据 ,可 得 


4 一 一 18.17cmy/s- ~、 
~ dp dpc 


w= 6. 02rad/s’ 
现在 求 B 点 的 绝对 加 速度 as, 仍 取 部 件 C 为 动 系 ， 
06 = lBpr + dpe + QBpez + dBc 一 
其 中 ar .aa aa age 的 方向 如 图 5.11 所 示 ,其 大 小 分 别 为 


ap, = Qn, —=— 18. 17cm/s’ 
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QB 一 Ape 一 23,. 17cm/s’ 
Za — Ape2 = 14.14°* 6.02 = 85.12cm/s’ 


aBgc — Qac = 2wvB, — 2wvp, — 57,. 34cm/s’ 


ap 一 人 Was 十 (api 十 apy)cos45" |? + | (Cap — aBpei)cos45° + agc |: = 116. 8cm/s?, 
5.1.8 某 瞬 时 刚体 绕 通 过 坐标 原点 的 某 轴 转动 ,刚体 上 一 点 Mi1(1,0,1) 的 速度 v= 
4m。s , 它 与 工 轴 所 成 的 角 一 45"; 另 一 点 M2(3,4,0) 的 速度 v; 与 xz 轴 成 as 角 , 且 
cosa: 一 一 0.8. 试 求 此 刻 刚 体 的 角速度 w 及 M; 点 的 速度 的 大 小 . 
解 一 < 十 7 十 we 天， 
rm 一 了 十 大 
Vi= WXr = wit wo— Wi) — wk 
已 知 vi 二 4cos45 吕 十 viyj 十 vizk， 
所 以 w, = 4cos45" 一 2、/ 2 
Vlz 二 一 Wy 一 一 2 M2 
vf = (2MV2)+vy+ (~2MV2)=4 


解 出 
Vly 二 0 

所 以 We 一 wz 一 0， we 一 wx 
r: 一 3 十 47 


Vs— WXr, = (Wi 2~vV 2j+ wk) xX (3 47) 
一 一 4o 3wj 二 (4w,.— 6~v 2) 大 
已 知 2 一 一 避 ， BUust + voy tH vock, 


Vz 一 一 0. 8v, 一 一 4w, 
Vay = 3Ws, Va = hw 一 6 2 
好 二 v5 十 0 十 二 (一 4ws)? 十 (3ws)? 十 (dw 一 6~M2) 
= 41lw: — 48 MVM 2 w, 十 72 
-4 so, 
由 上 述 两 式 消去 v, 得 
16w2: — 48~M2w: 二 72 二 0 
2w2—6M2w, 二 9=0 


6~v 2 土 M72 72 3 /了 ks- 
4 2 


tO 
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15 加 


vs 一 DO 一 一 2Im*Ss 


5. 1.9 半径 为 2 的 圆 简 在 半径 为 a 的 固定 圆柱 上 做 纯 滚动 . 者 相 切 的 直线 从 静止 
开始 以 恒定 的 角 加 速度 8 围绕 固定 圆柱 的 轴 顺 时 针 转 动 , 图 5. 12 中 男 的 是 :==0 时 的 位 
置 . 求 圆 简 上 PC 两 点 t 时 刻 的 速度 和 加 速度 ( 均 按 圆 简 的 切 向 和 法 癌 分 解 ). 


P 
图 5. 12 图 5. 13 

解 图 5.13 中 月 实 线 表示 上 时 剂 加 简 的 位 置 ,虚线 表示 t= 二 0 时 刻 圆 简 的 位 置 . 

取 图 中 的 zy 坐标 ,原点 位 于 固定 圆柱 的 轴 上 . 


;二 0 时 相 切 的 直线 位 于 6= 0, 由 题 设 ,g=0, 6 =8(00 恒 定 ) 在 上 时 刻 ,g 一 六 ,0 一 


1 oz 
> Pt. 


Xe 一 一 (一 a)singyc 一 一 (一 Q)cosl 
re 一 一 (6 一 a)cos00=— (5 一 a)pBtcosgd 
Zr 一 一 (8 一 a)pcosg 十 (一 a)p2t2sing 
yc = (6 — a)Bt sing 
ye 一 (一 a)psin0g 十 (8 一 a)B2t2cosb 
Uc 一 一 Zrcosg 十 ycsinb — (bp— a)pbt 
vc, 一 zcsing 十 yccos6 一 0 
Qc 一 一 Zecosg 十 ycsing = (6b— a)p 
ar = zesing 十 vecosg = (8 一 a)Br 


PQ=a9, ../QCP = $0 
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;时刻 CP 与 一 y 轴 的 夹 角 为 gb 一 和 0 一 “二 20， 
Xp=— (6b — a)sing 一 bsin 6 eg 
bp—a 
yp 一 一 (8 一 Q)cosl 一 bcos 0 


bp—a 
0 


zp 一 一 (8 — a)Btcos0 一 (一 a)ptcos 


zp 一 一 (一 a)8cosg 十 (一 a)p2t2sing 


_ AN2 
一 (8 一 QQ)pcos “二 2 十 C= 0 prsin| 2 <0 
: . .fob—a 
yp 一 (一 4a)psinO + (6 — a)pBtsin z 0 
yp 一 (一 ca)psing 十 (8 一 a)pB2t2cosb 
_ 2 
十 (8 一 apsin| 2 二 ab 十 忆 一 4) pzrzcos 2 一 a61 
b b b 
Vp: — 一 XpCOS eg 十 ypSin 2 记 ag 
a 
二 (6b 一 apz| 1 十 cos 2.4 | 
vp, 一 XpSin 20| 十 ypCOS ag] 一 《4 一 a) Brsin| 0 
42p, 一 一 XpCOS 2 万 eg] 十 ypsin 2 记 <0 


一 〈p 一 a)8| 1 十 COS 2 .4 |]- (bp 一 a) Bsin| 0 


b 
… 一 a ' b—a 
ap, = XpsIinNn 9 十 yPCOS ; 0 
2 
= 一 (45 一 a) Bsin| 2 .4 + (6 — a)pticos| “0|+ 0 pe 


其 中 9= Be 
5. 1. 10 证 明 刚体 上 任何 两 点 的 速度 在 它们 连 线 上 的 投影 相等 (速度 投影 定理 ). 
证 明 刚体 上 任意 两 点 4、B, 它 们 对 刚体 土 男 一 点 C( 不 一 定 是 质心 ) 的 位 天 为 ra 和 

Fp. 

今 取 此 C 点 为 基点 ,刚体 的 运动 可 分 为 跟随 基点 的 平 动 和 围绕 过 此 基点 的 轴 的 转 

动 . 设 此 时 刚体 的 角速度 为 w ,基点 C 的 速度 为 vc, 则 

va ver-wX ra 
Up = Vc-wXrs 
vA— vsp—=wX (ra— ers) 
Fa™— IB 


lIra—rs| 


— [wx (r， ra)]. -二 -8 一 


(vs 一 wp)。 一 
“ [ra4 一 7B| 
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\ Ta— TB 74 一 了 5 
所 以 4 ma 一 re “®. [ra 一 rs| 
s,.1.11 曲柄 O4 在 图 5.14 所 示 位 置 (O4 与 DC 的 夹 角 为 60". BD 与 04 垂直 ) 绕 
定 轴 O 转动 的 角速度 w=4s-1,04=4B=4D=a=30cm ,BC 一 0 一 40cm , 滑 块 CD 在 同 
一 水 平 直 线 上 ,并 限 在 水 平滑 道内 滑动 , 求 此 时 刻 滑 块 C.D 的 速度 . 


B 
© 
《7 
A 
GY ) b 
D 4 C 
GO 入 a ). 
--L5 赴 ------ 上 Ac------ 6 -- 
77Z7ZZ » 777777 
of Oo\ 
图 5. 14 


解 ”BD 做 平面 平行 运动 ,已 知 在 此 
时 BD 上 DD、A4 两 点 的 速度 方 何 ,如 图 
5.15 所 示 , 由 D、4 两 点 分 别 作 vp、va 的 
垂 线 ,其 交点 G 是 此 时 杆 BD 的 瞬 心 . 

显 见 ,BG=DPG=2c,G4 王 /3ayos 
与 DB 的 夹 角 为 30"， 

va = aw = 30.，.4= 120(cm/s) 图 5. 16 

用 速度 投影 定理 ， 


UnCOS30° = vpcOS30° = va = 120 


wp 二 Up 一 la0 
? ? cos30" 


对 ABCD 用 正弦 定理 ， 
pb 9a 


rm 


sin30° sin/C 


— 139(cm/s) 


sin /C= 44 in30° 一 2 X30 X 0.5 = 0.75 


b 40 
/C= arcsin0.75 = 48. 6° 
/B= 180— 30°— 48.6° = 10]1.4 
再 对 BC 杆 用 速度 投影 定理 ， 
vcCoOs /AC = vscos(/B  — 30°) 
vgcos(/B — 30°) 139cos71.4 _ 67. 0Cem /s) 


方向 沿 CD 指向 D. 
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s. 1.12 一 个 半径 为 r 的 圆柱 沿 一 平面 做 无 滑 滚动 ,其 轴线 O 保持 速度 vo 不 变 , 一 
块 长 度 为 7 的 矩形 平板 其 B 边 以 匀 链 接 在 圆柱 的 边缘 上 , 男 一 端 4 边 搁 在 上 述 平 面 上 随 
圆柱 运动 . 若 上 一 0 时 pg 二 0, 求 4 边 的 速度 与 时 间 的 关系 ,并 取 适 当 的 坐标 , 取 最 方便 的 
基点 , 写 出 AB 板 的 运动 学 方程 . 

解 ” 取 xy 坐标 ,原点 取 在 t=0 时 B 边 所 在 位 置 ,z 轴 沿 we 的 方向 ,y 轴 竖 直 同 上 ， 

XT4= Xp— AD= zxo— AD 


AD= [cosl 十 rsing 
lsin0= r(l1 一 COSO) 


sinb 一 7 (1 一 cos) 
cos0= v1 — sin’6 = 2 一 72 cosp)’ 


AD= 人 天 一 天 (1 一 cosO 十 rsiny 
一 27r°(] 一 COS9) ss。 | 
2 OP。 rCOSOP 
4 ; VIC— ri(l— cos9p)’ PT 


5 习 


vor(l] 一 COSOD)Sin 


va 一 Uo 十 一 UoCOS 
“ [2 一 六 (] — cosp)’ oO 
rsing | 
一 一 ] 十 
| cosp)| MI rl cosg): 
1 一 cos9g=— 2sin’| lg 
UA 也 可 改写 为 
7 rsin ea 
vA 一 2ousinz| go, | ] 十 
一 dr2sind| zi | 
27 
取 B 为 基点 , 则 4B 板 的 运动 学 方程 为 


XBp—= vot — rsing = vot — rsin 


% 
站 


， rr 
一 arcsin | | 1 一 COS 


BO r(l] — cos9) 一 r| 1 — COS 


了 8 


Uo 
/ ws | 
5. 1.13 求 上 题 中 4B 板 的 空间 极 迹 和 本 体 极 迹 方程 (可 用 t 作为 参数 ). 
解 ” 取 上 题 所 用 的 x、y 坐标 ,由 于 4 点 的 速度 v4 沿 xz 轴 , 可 知 瞬 心 C 的 xz 坐标 


Xec= Xa = Xs — (cos0 = zo — rsing — lcosd 


0= arcsin 
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= zol 一 rsing 一 lcosd 


一 vot 一 rsin| we 一 人 /2 一 dr2sint| gos 
7 2r 
六 一 va 
C 一 一 
0 
上 题 已 求 得 
rsin es 
VA 一 2vosin’| vo, 1 十 
27 vo 
1*— ar?sin4| er 
2r 
由 


sin0 = 7 (1 一 COSOD) 
了 Vo 


cos0 . 0= singp= 7 sing 


。 UD 
i 
" VoSiN9 a 


/一 zcos | - 
六 一 4rzsin4| we 
27 
vo 


Dy sin | 

上 述 zc(t)、yc(z) 就 是 以 z 为 参数 的 空间 极 迹 方程 . 

写本 体 极 迹 方 程 必须 男 取 固 连 于 AB 的 坐标 , 今 取 4zy ,原点 在 4 点 ,zx' 轴 沿 4AB 
方向 ,y 轴 与 之 垂直 ,同上 的 方 回 为 正 , 则 本 体 极 迹 方程 为 


Zr — ycsing, 


1 


UU .fv 
2 | 十 12 一 4r2sin4| 一 
r 27 


UA 
yc 一 一 一 Ttan 
0 


上 


入 一 yccoslD. 
将 yc、sin0、cos6 与 1 的 关系 代入 上 述 两 式 即 得 以 :为 参数 的 本 体 极 迹 方程 ， 
| 2 了 . | 
C 全 tan zt sin zyt ysin zz 十 /0 一 47 sin' oo] | 
y ~ 一 =tan we E 一 4dr’‘sin’ ,| 十 rsin 2 Z 一 4r’‘sin’ | | 
“ / 27 27 rr | 27 


s. 1.14 ”证明 均 质 的 质量 为 mn 的 直 棒 的 动能 了 = -mu aa up 二 om) ,其 中 
u.v 分 别 是 棒 两 端的 速度 ， 


了 一 下 


UW 十 


池 


按 动能 的 定义 ， 
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中 
| 


CEE dz 


也 一 下 


/ 


人 
z+ (vivituu— vu |dz 


心 
mm 
~ 
~ 
十 
Ne 
~ 


tl vu) tlw vitu nm 0) | 


SEE 


mu*euUiu*viv*v). 
方法 二 :用 柯 尼 希 定理 ,可 不 必 积 分 . 
vc 二 pO 十 习 ) 


| 


vv 二 uwxXxX! 
[Iv—u|=|iwxXx!(! = wsina 


其 中 a 是 w 与 1 的 夹 角 , [为 速度 为 v 的 一 端 对 速度 为 4 的 一 端的 位 舌 . 


了 72， 2 
-一 1omt sin a 


了 一 mv 十 广 Tco 
_ 1 | | 1 2， 2 ， | 了 一 下 
一 m| ut v) 十 2 XxX 1 om! sin’a jerra 


mut ovtv 0) tv tu | 


ml(u*utu*vi+v.v) 

5. 1.15 如 图 5.17 曲柄 Oh 以 色 角 速 no 二 50r/min 绕 定 轴 O 转动 , 定 齿轮 的 齿 数 为 
Zs,, 齿 数 Z1、2Z; 的 两 齿轮 紧 固 成 一 体 闻 在 曲柄 04 上 的 B 点 . 求 装 在 4 只 的 齿 数 Za 的 齿 
轮转 速 ， 


图 5. 17 
解 ” 取 以 OO 为 原点 随 O4 转动 的 参考 系 .规定 04 的 角速度 的 方 问 为 正 , 齿 轮 为 Q 
的 定 齿轮 的 转速 为 一 ao, 其 余 三 个 齿轮 的 转速 分 别 设 为 mm wz\ zs, 由 纯 滚 动 条 件 


(— no) ls 一 一 NL1，, A 一 开 2 


112 人 7 一 N343 
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Z，， Z，， Z, Z 
所 以 m3 Fm 
相对 于 静 参 考 系 的 转速 为 

Sols 20/4 


] 一 50| ] 一 | (r/min) 


ns 二 no 十 ns 二 no 


ZL; AV A 
$.1.16 半径 为 的 小 圆柱 在 一 个 较 大 的 半径 为 a 的 圆柱 内 部 纯 滚 动 , 如 外 面 的 图 
柱 围绕 它 的 轴 ( 轿 定 轴 ) 以 角速度 2 转动 ,两 圆柱 的 轴 所 在 的 平面 以 角速度 w 绕 固 定 轴 转 
动 , 设 2、w 都 是 正 的 , 求 小 圆柱 的 角速度 . 
解 ” 考 虑 两 圆柱 相 切 的 线 的 速度 v， 
作为 大 圆柱 上 的 点 ,v= 二 人 f2a. 
作为 小 圆柱 上 的 点 , 取 小 圆柱 轴 上 的 点 为 基点 ,考虑 到 小 圆柱 在 大 图 柱 内 做 纯 深 动 
v= wa— 6b)+wb 
其 中 w' 是 小 圆柱 的 角速度 ,其 正方 同 的 规定 与 wa、 相同 . 
fa = wa — bb) wb 
a 一 [Qa 一 w(a — 5b) |= 二 [ac — w) + bw | 
5. 1. 17 者 做 定点 转动 的 刚体 的 运动 学 方程 为 
p=at, Y=6bt, =e 
式 中 a、b.c 均 为 常量 ,yp.y.9 为 欧 拉 角 、 求 角速度 、 角 加 速度 在 动静 坐标 系 中 的 分 量 . 
解 p=a, Y=b, 0 一 0 
角速度 w 、 角 加 速度 B 在 固 连 于 刚体 的 动 坐 标 系 zx、y、z 轴 上 的 分 量 计算 如 下 : 
w, 一 Psinbsinb 十 0 cosy = asincsinbt 


w, —9psinbcosy — 0 sing = asinccosbt 


w, 一 pcosb 十 /一 十 acosc 


dw dw dw 
P= -a txXeo=-g 


一 oo 十 wy 十 wk 
B, =w, = absinccosbt 
Bb, =w, 一 一 absincsinet 
8. 一 we 一 0 
角速度 w 、 角 加 速度 8 在 静坐 标 系 和 .7 了 轴 上 的 分 量 计算 如 下 : 
we 一 0 cosy 十 J singsing = bsincsinat 
wy — 0 sin9 一 y sinGcos9 一 一 bsinccosat 


w= 9 十 yf cosO 一 4 十 pcosc 
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有 一 (we 一 absinccosat 
pb; = co 一 absincsinat 
B= w: = 0 
5.1.18 刚体 做 上 题 的 运动 , 求 刚 体 上 (1,0,0) 点 及 位 于 空间 (1,0,0) 的 刚体 上 的 点 
在 t 时 刻 的 速度 和 加 速度 . 
解 ” 方 法 一 :t 时 刻 刚体 上 QD,0,0) 点 ( 即 z=1、y= 二 0、z= 二 0 的 点 ) 的 速度 为 
v= Xr= wit wt whk) Xi= wi — wk 


一 (8 十 acosc)7 一 asinccosbtk 


该 点 的 加 速度 为 


dp _ dj dk 
a 二 下 一 (b+ acosc) 二 十 apbsincsinbtk 一 asinc 一 COSBL qz 


di ， , ， , 
HwxXi= (oz 十 wy wk) XJ 
—— wi 二 wk = (b+ acosc)i + asincsinbtk 


守 WX k= (wi wi wk) XK 


一 wl 一 wf = asinccosbii 一 asincsinbij 


将 所 、 学 代入 a 的 式 子 ,天 得 
a=— |[(b+ acosc)y’ -| (asinccosbt) | 
十 〈asinc Sinptcospty 十 asinc (26 十 acosc)sinobik 
方法 二 : 
Uw (wxXr ipxr 
= wr)— ro +Bxr 
代入 r=i， 
a= wa wi pi— Bk 
= asinssinbt! asincsinbti 十 asinccosbtj + (十 acosc)k | 
— [a’sin’c 十 (5+ acosc)’ li absincsinobtk 
以 下 计算 略 ,可 得 与 方法 一 同样 的 结 采 ， 
上 时 刻 位 于 空间 (1 ,0,0) 即 ==1,7= 二 0,5= 二 0 处 刚体 上 的 点 的 速度 和 加 速度 分 别 计算 
如 下 : 
v=w Xr (we ct wn wo) XE = wn — wrt" 
一 (@ 十 bcosc)n? 十 bsinccosatb ° 
a=wX (wxXr)+pxr 
=w (wr)— row+pxr 
代入 ”一 6 "， 
a= ww — ww €°+ Pen" — Br 


一 bsincsinat[bsincsinat€ ° — bsinccosatn’ 
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十 (a 十 bcosc) "| 一 [Losinc) 十 (Ca 十 bcosc) J6° 
一 absincsinatt ° 
一 一 [(a 十 bcosc)? 十 (psinccosat) 2 ]€° 
— (bsinc)’sinatcosatn’ 十 b’sinccoscsinaté ° 
注意 :不 能 用 前 面 算出 的 v 用 二? 求 a. 这 样 计算 的 52 不 是 位 于 空间 那 点 在 + 时刻 
的 加 速度 ,而 是 位 于 空间 那 点 的 刚体 上 的 点 的 速度 变化 率 . 


dv 人 十 Al) 一 也 人) 
mA 
上 和 + 十 At 位 于 的 点 是 刚体 上 不 同 的 点 ,因此 这 个 速度 的 时 间 变 化 率 不 是 处 于 那 点 的 刚体 


上 的 点 的 加 速度 . 
s. 1.19 刚体 做 5.1.17 题 所 给 的 定点 转动 , 求 本 体 极 面 和 空间 极 面 满足 的 方程 . 


解 ” 本 体 极 面 和 空间 极 面 满足 的 方程 是 


WXr=0 
本 体 极 面 方程 代入 w = 二 wi 十 wyj 十 wksr 二 Xi 十 yj 十 zk 
i J 大 
asincsinbt asinccosbt b+ acosc|==0 
x 多 Z 


aysincsinbt 一 axsinccosbt 一 0 
azsincsinbt 一 (V+ CQcosc) 工 一 0 
azsinccosbt 一 (8 十 acosc)y 一 0 


z asincsinpt 
一 一 一 一 一 (1) 
之 b+ acosc 


yy asinccosbt 
z b+ acosc (2) 


式 (1)、(2) 两 式 平方 相 加 ,可 消去 t 得 不 含 参 数 的 本 体 极 面 方程 ; 

a’sin’c 
z 十 》 Tacosc 
求 空间 极 面 方程 ,用 w 二 we “十 wn 十 web ,r= 二 锻 "十 11 十 毕 ,代入 w Xr 一 0, 得 
wb 一 wy 一 0 
ot 一 os = 0 
即 
(一 bsinccosat)t 一 (a 十 pcosc)7 一 0 
(psincsinat)zg 一 (a 十 pcosc)6 一 0 


7 ~— bsinccosat 


dq a 十 pcosc 


二 psincslinat 
££ a+ bcosc 
消去 + 得 不 含 参数 的 空间 极 面 方程 
b’sin’c 
2 ;bbSINC ,» 
十 了 一 (Qa 十 pcosc yi 
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sS. 1.20 开始 固 连 于 刚体 的 动 坐标 系 Ozyz 与 静坐 标 系 OS 完全 重合 (z、y、z 轴 分 
别 也 .7、6 轴 重 合 ). 动 系 先 绕 & 轴 转 9 角 , 再 绕 新 的 y 轴 转 y 角 , 最 后 绕 新 的 > 轴 转 2 角 . 
刚体 的 位 置 用 此 69.y、p 来 描述 . 像 推导 欧 拉 运动 学 方程 那样 ,分 别 写 出 做 定点 转动 的 刚 
体 的 角速度 在 固 连 于 刚体 的 zyz 坐标 系 的 三 个 分 量 , 与 在 mt 静坐 标 系 的 三 个 分 量 ,与 这 
里 定义 的 0.g.p 三 个 角 及 其 对 时 间 的 导数 的 关系 . 

解 ” 动 坐标 系 三 次 转动 的 过 程 如 图 5. 18 所 示 . 开始 ,Oxyz 与 0675 完全 重合 ,第 一 
次 转动 纸 < 轴 转 0 角 ,z 轴 (图 中 之 轴 ) 不 动 ,y、z 轴 分 别 转 到 图 中 y 、z' 轴 的 位 置 ;第 二 次 
转动 绕 新 的 y 轴 ( 即 图 中 y' 轴 ) 转 y 角 ,z' 轴 转 到 最 后 位 置 ( 图 中 zz 轴 ),x' 轴 转 到 x”,y' 不 
动 ,第 三 次 转动 统 图 中 > 轴 转 8p 和 角 ,x”、y' 分 别 转 到 xz、y 轴 的 最 后 位 置 ( 图 中 xz、y 轴 ). 共 
面 的 轴 用 光滑 的 虚线 相连 .7 四 轴 共 面 ,>' =、 上、(Cz)、z" 轴 共 面 ,zz 、y 轴 共 
面 ,ON 是 zy 平面 与 从 平面 的 交 线 ,ON 也 就 是 y 轴 ， 


图 5. 18 
9 是 绕 & 轴 转 动 的 ,y 是 绕 y 轴 妈 ON 转动 的 ,y 是 绕 x 轴 转 动 的 , 故 
ww 一 De 十 Vi 十 OK 
其 中 n° 是 ON 轴 的 单位 矢量 . 
将 &*.n* 用 ij 表示 ,就 可 得 到 角速度 在 动 坐标 系 中 的 三 个 分 量 : 


9 十 |j|+ sinfk 


€° =cosygi’” 十 singk = cosy| cospi 十 tos 


=—=cosycospi 一 cosysingji 十 sinygk 

n° —singi 十 cosp] 

w=0 (cosycospi 一 cosysingi 十 singk) 十 J (sinpi 十 cos8j) 十 ok 
一 wo 十 wy + ww 


CU —y SIN9 十 0 cosgeosg 
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ww, =y cosp 一 0 cosysing 
Co。 二 9g 十 0 sing 
将 nk 用 &*、n*、 "表示 ,可 得 到 角速度 在 静坐 标 系 中 的 二 个 分 量 ， 
n" =cosOn° 十 sinQE ° 
k =cosyk’ 十 singé ° 


一 cosy| cos0 “十 cos| 志 十 亚 7 "|+ singé ° 
~singé ° 一 cosysinbn® 十 cosygcos0t ° 
w —0€° + ) (cos0n° 十 sinG5*) 十 9 (singé ° 
一 cosysinbn’ 十 cosycosOl °) 
~ weé ° 十 wa 十 wrb ° 
CU 二 8 十 psing 
Cy 一 cosb 一 pcesgsing 


wr = sinG 二 Peorsbensd 


5.2 出 体 的 相对 运动 


s. 2.1 一 个 半径 为 a、 贺 心 为 2 的 加 柱 在 一 个 水 平面 上 做 无 滑 滚动 ,圆心 4 以 恒定 
速度 wx 运动 ; 另 一 半径 为 5b. 图 必 为 证 的 第 二 个 圆柱 ( 它 的 轴 与 第 一 个 圆柱 的 轴 平 行 ) 在 第 
一 个 贺 柱 上 做 无 滑 滚动 ,B 点 相对 于 固 连 于 第 一 个 圆柱 的 坐标 系 以 恒定 的 速率 vv 运动 .P 
点 是 第 二 个 圆柱 边缘 上 的 点 ,车 1 二 0 时 ,A4、B、P 在 同一 铅 垂 线 上 . 求 已 点 的 速度 .加 速 
度 和 时 间 的 关系 . 

解 4B 连 线 相 对 于 固 连 于 第 一 个 圆柱 的 参考 系 的 角速度 为 


wy 
人 & 十 忆 


第 一 个 圆柱 对 随 4 平 动 的 参考 系 或 对 静 参 考 系 的 角速度 为 


AB 连 线 相对 于 随 4 平 动 的 参考 系 或 对 静 参 考 系 的 角速度 为 
wa = a= WA Wap = + 


其 中 a 是 4B 线 与 竖 直 线 ( 同 上 方 问 ) 的 夹 角 . 


设 第 二 个 圆柱 对 4 平 动 参考 系 或 对 静 参 考 系 的 角速度 为 wp 或 8,8 是 BP 线 与 竖 直 
线 ( 向 上 方向 ) 的 夹 角 ( 设 已 点 在 上 一 0 时 位 于 第 二 个 圆柱 的 最 高 点 )， 

以 上 对 wap、ws 的 正 癌 规定 都 是 与 wa 的 正 同 相同 ， 

考虑 到 两 圆柱 体 间 的 相对 运动 是 纯 滚动 ,两 圆柱 的 两 接触 点 对 任何 参考 系 都 有 相同 
的 速度 ,对 随 4 点 平 动 的 参考 系 , 有 
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wap(a 二 如) 一 op * bo=— ad 


BH 
U _ 
十 (a + 6) wab = “ 
B= ws—l1| b+ 二 一 十 地 


对 静 参 考 系 , 已 点 的 速度 可 表 为 
Vp= Vg + wp Xr,= vA Wap X ras + we Xr, (1) 
其 路 是 忆 点 对 BB 点 的 位 矢 ,rws 是 B 点 对 4 点 的 位 矢 ( 两 圆柱 都 做 平面 平行 运动 , 取 共 
面 的 代表 平面 ,4、B、P 都 是 代表 平面 上 的 点 ). 
取 i 为 水 平方 辐 ( 沿 的 方向 ) 的 单位 和 天 量 ,j 是 竖 直 同 下 的 单位 矢量, 则 
vA = ui,was = ak,ws 一 Bk 
ras = (a 十 5) (sinatl 一 cosaj) 
rr 一 blsinBi — cospi) 
将 这 些 式 子 代入 式 (1)， 


Up 一 ul 十 


k Xx blsinBi — cospi) 


et 


一 + 世 十 一 2] (a + bcosa 一 十 万 bcosp | 


[二 + 让] 


u 
a Ta 


(a 十 5)sine 十 


(a 十 Bb)cosa 十 | 十 


其 中 a 一 | 蔚 二 jt， 8=| 幸 二 了 


计算 PP 点 的 加 速度 也 可 用 下 列 公式 : 
ap = a4 + Wap X (wap X raB) 十 Wap X ra 
二 wa X (ws Xr)+ows Xr, 


其 中 a4、was、ws 在 这 里 均 为 零 . 

显然 比 上 述 直 接 求 导 的 方法 暴 烦 . 

5.2.2 A、B.C 三 个 半径 均 为 > 的 圆 盘 , 紧 欣 着 安装 在 一 曲柄 上 . 际 4 盘 不 动 外 ， 
B.C 两 盘 可 分 别 绕 0;、O; 转动 ,曲柄 围绕 O 转动 . 整个 机 构 在 同一 平面 上 .BC 盘 均 做 
滚动 . 苦 B 盘 的 转动 角速度 为 w(:). 求 ， 

(1) C 盘 的 转动 角速度 : 

(2) 上 时刻 位 于 BC 两 盘 相 接触 的 两 点 PQ 的 加 速度 的 大 小 ; 


图 5. 19 
(3) 奉 上 0 时 ,PP 点 在 图 示 位 置 , 求 任何 时 刻 已 点 的 加 速度 的 大 小 . 
解 


(1) 规定 垂直 纸 面 癌 下 的 角速度 为 正 值 , 设 曲柄 的 角速度 为 0. 
考虑 B 盘 上 与 4 盘 相 接触 的 点 的 速度 为 零 ， 


274 一 rw(t) 一 0 


0 一 wt) 
设 C 盘 的 角速度 为 we, 考虑 PQ 两 点 速度 相等 ， 


4742 一 rc 一 2rf2 二 rw 
wc 一 202—w=0 
(2) 求 已 点 的 绝对 加 速度 ep, 动 系 用 O: 平 动 参考 系 ， 
ap 一 2r022 十 2rDr 


co 
一 27 7 


2 ] . 
nd r+* wr 

2 
dp,= rw nirwr 


3 。 
CPP 一 在 Pe 十 Pr 一 Dron 十 2r Ww [2 


ap 一 Nap + apr = 了 了 V 9wt 十 16w; 
求 Q@ 点 的 绝对 加 速度 ao, 动 系 用 O; 平 动 参考 系 ， 


do 一 470227 十 4r0 r 一 ren orwrTr 
/ ao = rwan' 十 rwcr' 一 0 
ao 一 do 十 go = ren 2rwr 
(3) 取 固 定 坐 标 xy, 原 点 在 O,z 轴 沿 图 示 位 置 (==0 时 )OiP 的 方向 ,y 轴 间 右 下 方 
为 正方 同 . 取 O: 平 动 参考 系 为 动 系 ， 
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a, = 六 rz 十 rowz 
二 一 cos| Qadti 一 sin| Qldtj 
如 0 


一 一 COS 加 wt)dti 一 sin | wlt)dij 
2 Jo 2 J 


了 工 f ， 
7 一 一 SIn 2 | oldai 十 COS 2 | wd 
为 书写 简便 起 见 , 令 
1r 
a = ;| wd 
它 是 曲柄 在 0~t 期 间 的 角 位 移 . 


1 ， ， ， 1 ， : . 
a. 一 一 TO Cosa 十 rwsinali 十 | 一 了 rw sina 十 rwcosalJ 


qa, = rwin’ 十 rwr! 
注意 这 里 的 法 向 、 切 向 单位 矢量 与 ae. 式 子 中 的 法 向 、 切 向 单位 矢量 方向 不 一 致 ,必须 加 以 
区 别 ,而 在 (2) 间 中 计算 ap.、ap: 中 的 两 个 nr 是 一 致 的 ,ea .ao 中 的 不 一 致 也 加 以 区 别 
本， 


1 二 一 cos| widti — sin| wd } 
如 站 


一 一 CosS2ai 一 sin2a]J 


z /一 一 sin2az 十 cos2a7 
a 一 一 (rwicos2a 十 rwsin2a)i + (— rw’sin2a 十 rwcos2a)j 
一 | 一 rzcosa — rw sina 一 rzcos2a 一 yw sin2a 
2 1 
十 | 一 六 rassina 十 rc cosa 一 rzsin2a 十 rw cos2a 于 


一 二 ru 十 r2o2 十 rw 十 rw 十 ?rwicosa 


， .| . 1 
4 rww sina 一 27r2c2c sina 十 27r2cu2cosa 3 
1 
一 9 ,4 2 4 2 i "2 : 
一 7 4 十 2oo 十 wicosa 一 ww sina 十 2w’cosa 
3 
一 ww Sina 十 2o2(] 十 cosa) | 


一 de > 十 cosa 
当 a 二 2nx(n 二 0,1，2,…) 时 ,P 点 与 C 盘 相 切 ,ar 值 与 (2) 问 的 结果 相同 . 
注意 ;(2) 问 中 的 PP 点 是 B 盘 与 C 盘 相 切 的 点 ,(3) 问 中 的 已 点 不 是 时 时 与 C 盘 相 切 
的 ,ap 是 上 的 函数 ,而 在 a==2n7 那些 时 刻 ,ap 值 都 一 样 ,都 在 图 示 的 与 C 盘 相 切 的 位 置 . 
5s. 2.3 一 半径 为 a 的 圆 盘 4 以 等 角 速 wa 绕 其 固定 中 心 O 转动 , 另 一 半径 为 上 的 圆 
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盘 妃 以 等 角 速 ws 绕 其 中 心 O' 在 前 一 圆 盘 外 侧 纯 滚动 (如 图 5. 20 所 示 ). 求 : 

(1) 两 盘 的 连 杆 00' 的 转动 角速度 22; 

(2) B 盘 在 4 盘 上 转动 回 到 A 盘 上 回 一 接触 
点 所 需 的 最 短 时 间 4; 

(3) 已 盘 上 与 4 盘 相 接触 的 点 又 回 到 与 4 盘 
相 接触 的 位 置 所 需 的 最 短 时 间 z,; 

(4) O' 点 回 到 空间 原来 位 置 所 知 的 最 短 时 间 
la}; 

(5) 如 a=5cm,b= 3cm, w= 20ns ,ws = 
36rs ,已 盘 所 有 点 回 到 空间 原来 位 置 所 需 的 最 
小 时 间 ,A、B 招 所 有 点 回 到 空间 原来 位 置 所 需 图 5. 20 
的 最 小 时 间 is,A 盘 所 有 点 及 0' 点 回 到 空间 原来 
位 置 所 需 的 最 小 时 间 #6. 

解 (1) 设 连 杆 00' 的 角速度 为 2, 逆 时 针 转 动 的 角速度 为 正 . 

由 纯 滚 动 条 件 ， 


人 AQ 一 Ya 十) 一 pp 


(2) B 盘 在 A 益 上 转动 回 到 A 盘 上 的 同一 点 相 切 所 需 的 最 短 时 间 ,是 连 杆 OO' 相对 
于 4 转 一 周 的 时 间 . 
连 杆 OO' 相 对 于 4 盘 的 角速度 为 


2A 2x(a 十 5) 


1 102 ca | blws 一 wal 
(3) B 盘 上 与 4 盘 相 接触 的 点 又 回 到 与 4 盘 相 接触 ,并 不 要 求 在 图 示 的 同一 位 置 ， 
也 不 要 求 与 4 盘 在 先前 的 同一 点 相 接触 ,所 要 求 的 时 间 是 召 盘 相对 于 连 杆 OO 转 一 周 所 
需 的 时 间 
8B 航 相 对 于 连 衬 DO' 的 角速度 为 


Do Caa 十 wab (oa ~ wa)a 
“8 3 a+b a+b 
/二 2A _ 27x(a 十 6) 
lws—0| alws— wal 


(4) O' 点 回 到 空间 原来 位 置 所 需 的 最 短 时 间 就 是 连 杆 OO 的 周期 ， 


一 红 _ 红 人 十 2) 
ouwa 十 mpB 


(5) 今 一 5cmy,p 一 3cmywa 一 20rs ,ps 一 36rxs !， 


Waa 二 wab 20rXX5 十 36r X3 
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t 二 ty 时 ,B 盘 所 有 点 回 到 空间 原来 位 置 ,wsts 必 为 2 的 整数 倍 , 此 时 连 杆 OO' 也 回 到 
空间 原来 位 置 , 故 Q2t 也 必 为 27 的 整数 倍 , 求 最 短 时 间 , 两 个 整数 之 比 必须 是 不 可 约 的 有 
理 数 ， 


i 


lj3ws 一 1802 ,或 op:8 一 18:13 
2 2 
wo. X18 或 9 x 13 一 1s 


ts 一 


+ 是 开 及 至 的 不 可 约 的 整数 倍 .| 


ts 是 A、B 盘 的 所 有 点 回 到 空间 原来 位 置 所 需 的 最 小 时 间 , 也 是 A4、B 盘 及 OO 点 回 到 
空间 原来 位 置 所 需 的 最 小 时 间 , 上 照 上 述 的 考 上 碰 ， 
wa:ws:f=10:18:13 


ss 一 全 X10~= 宇 X18 一 第 X13=1s 


同样 考虑 4 盘 所 有 点 及 O' 扣 回 到 空间 原来 位 置 所 需 的 最 小 时 间 i6， 
wa: (2=10:13 


4 一 竺 X10 一 第 X13=1s 


5. 2.4 ”高 为 h、 顶 角 为 2a 的 正 圆 锥 在 一 水 平面 上 绕 顶 点 作 纯 深 动 , 铬 已 知 其 几何 对 
称 轴 以 恒定 的 角速度 2 绕 竖 直 轴 转 动 . 求 此 刻 圆锥 底面 上 最 高 点 4 的 速度 和 加 速度 . 
解 ” 用 xyz 动 坐标 系 来 表达 ,zx 轴 始 终 是 圆锥 与 水 平面 的 交 线 ,如 图 5. 21 所 示 . 


2 


图 5. 21 
方法 一 ;用 刚体 上 一 点 的 速度 和 加 速度 公式 . 
设 刚 体 的 角速度 的 大 小 为 w， 


w=— wt 
底面 中 心 DD 的 速度 为 
vp = 好汉 O 方 —— wi X (hcosai hsinak) = whsinaj 
又 知 OD 的 角速度 为 02k， 


vp= £2k X (hcosai 十 hsinak) = fhcosa] 


.whsina= fhcosa, ww = ficota 
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wW 一 一 人 cotar 
dw di ， di 
jr = a fcotai) 一 一 fcota 了 
=—— (cotaf2k X 工 一 一 人 cota7 
Va—= Ww X OA 一 一 《2cotaz X hseca(cos2a, 十 sin2ak) 


一 (pcotasecaslin2ay = 212Acosa7 


一 一 人 cotaj X hseca(cos2ai 十 sin2ak) — (cotai X 2f2hcosaj 
一 一 2f2°hcosai 一 fhcscak 
方法 二 :由 角速度 合成 公式 求 刚体 的 角速度 w ,以 下 同方 法 一 . 
刚体 的 定点 转动 , 取 其 几何 对 称 轴 为 固 连 于 刚体 的 动 坐标 系 的 = 轴 , 静 坐标 系 的 8 轴 
竖 直 向 上 , 则 刚体 做 规则 进 动 . 图 5. 22 中 的 w 是 自转 角速度 ,0 是 进 动 角速度 , 章 动 角 速 
度 等 于 零 ,w 是 刚体 的 角速度 . 
WO= wow, w= fcota 
一 般 的 教科 书 在 刚体 运动 学 中 不 讲 规则 进 动 ,也 可 将 图 中 的 
0 、w' 分 别 视 为 图 中 动 系 Oxyz 的 角速度 和 刚体 对 动 参考 系 的 
角速度 ,从 而 得 出 w =0 十 w' 和 w= 人 2cota. 
方法 二 :将 Oxyz 作为 动 参考 系 , 用 相对 运动 的 知识 . 图 5. 22 
va=vy 二 va=w XOA+QNxoOA 
04 一 G4r 十 aae 十 G a 


qs =w X(orXOh) 一 or Xx vw 


这 里 已 考虑 了 9 一 0， 


a — XOA+Ax Nx oA) Ax (nN x O02) 


a =20 Xv =2N x (w’' x Oh) 
可 用 图 中 的 Oxyz 坐标 系 表 达 ， 
人 一 (OK ww’ = fcsca(cosai 十 sinak) 
Oh = hseca(cos2ai 十 sin2ak) 

具体 计算 略 . 

方法 四 ;直接 求 导 的 方法 ,但 不 能 由 上 述 的 OA 二 hseca(cos2ai 十 sin2ak) , 由 9 人 一 
v4, 原 因 是 这 个 OA4 式 子 只 在 4 处 于 最 高 点 时 才 成 立 , 而 被 求 导 的 式 子 必须 在 任何 时 刻 都 
成 并 . 同样 也 不 能 从 已 算得 的 v4 二 2Q2hcosaj 对 上 求 导 得 aa, 因为 ra 的 上 述 式 子 也 只 适用 
于 4 位 于 最 高 点 时 的 时 刻 ,不 是 任何 时 刻 都 成 立 . 

直接 求 导 需 作 如 下 计算 . 
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dva dw d OA 
a XOA+tox 二 


= (NxXw)xXOA+wx (wx oOA) 
以 下 不 再 求 导 , 可 用 图 中 的 动 坐标 系 表 达 的 各 个 式 子 . 
5. 2. 5 直 杆 4 铵 接 于 U 形 管 夹板 的 OO' 轴 上 ,该 板 连 在 旋转 的 竖 直 轴 的 端点 , 竖 直 


轴 以 图 5. 23 所 示 的 角速度 0 转动 , 杆 4 与 竖 直 轴 z 的 夹 角 0 以 不 变 的 速率 0 二 一 pp 变 
化 . 求 杆 4 的 角速度 w 与 角 加 速度 B. 

解 ” 取 转动 参考 系 O"zyz,y 轴 与 OO' 保 持平 行 ,可 见 此 动 参考 系 的 角速度 为 02k. 

杆 4 的 角速度 


w= ww, 二 w, 


w, =— 0j7= pi,w, = Ok 


.w= pj 二 2k 
do _ o 
ar) 一 一 pl2i 


图 5. 23 图 5. 24 


5.2.6 飞机 重心 G 做 匀速 直线 运动 ,坐标 系 zyz 的 原点 置 于 G 氮 , 飞 机 相对 于 此 坐 
标 系 的 角速度 为 : 滚 转 wx=0. 5s ,俯仰 w, 二 0. 3s , 偏 航 w.==0. 1s ', 现 有 一 旅客 在 重心 
G 之 后 30m, 高 于 G 点 2m, 以 相对 于 机 身 的 速度 v,==1m。，s ' 沿 与 xz 轴 相 有 反 的 方 同 走 癌 
机 尾 , 求 此 旅客 的 加 速度 . 


解 w 一 0.55 十 0.37 十 0.1K 
六 一 一 30 十 2K 
z 一 一 17z，eC4C 一 0 


a =a, + ata ma toxX (wxXr) + Xri2vxv, 


=0 二 wwr)— wri0+2wxXxov, 
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一 一 14.8(0.5 十 0.37 十 0.15) 
一 上 (0.5 六 十 《0.3 六 十 (0.1)] (一 30i 十 2k) 
十 (0.5 十 0.3J 十 0.1K) x (— 12) 
~ 3.1i— 4.647— 1.58k(m/s’) 
5.2.7 圆 盘 以 匀 角 速 0 绕 其 中 心 轴 z 转动 ,架子 4 以 匀 角 速度 w, 绕 其 轴线 y 
(> | >) 转动 . 同时 ,整个 装置 以 角速度 wi 绕 X 轴 转动 . 求 架子 4 使 圆 盘 处 于 图 5. 25 
所 示 位 置 时 图 盘 的 角速度 w 、 角 加 速度 B 以 及 圆 盘 上 最 高 点 PP 的 速度 和 加 速度 ,图 中 xyz 
坐标 轴 固 连 于 架子 4. 在 此 时 ,z 轴 与 固定 坐标 XX 轴 平 行 . 设 圆 盘 半 径 为 ,yy 轴 间 距 
为 bz X 轴 间距 为 c,z 与 Z 轴 间 的 水 平 间 距 可 以 忽略 . 


小 
2 
小 
图 5. 25 
解 Ce) 一 ci 十 oo 十 区 
dj ,dk ,oy, 
有 = oz 于 十 明王 二 po X Fi it wa) Xk 


一 wi 一 ol 人 7 wiw,k 
rp 二 让 十 十 r= 二 一 cc 十 Bi 十 ri 


一 XX 让 十 十 @) Xr 十 (多 十 虽 十 人 )Xr 
=w Xi 二 rr 二 Fr) wx (二 rT) Xr 
wiX (一 CC 十 区 十 1) 十 oo xX Cr x 
(cw rf) — (+r) wk 


dP 二 Sor 一 CL Xi 十 十 wX (ry 十 7) 十 人 x r' 


d 
一 WwW! X Fn tr tr) 十 了 X (r 十 闫 ) 十 os xX 和 (rs 十 普 ) 
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dr 
dz 


= Ww X vp Cw XX ww) X(Cr 十 产 ) 
二 woX [Cw 二 +w) Xr 二 (二 wi 二 0)xr] 
+ [C+oe) XOXxXr+inx [+o+h)xr) 
= wi xX [CwotrO)j— Orok) wix wi) XxX Or 
+ wf XX [Coit wj) XB Goi wi QF) Xri] 
+ [Co wf) X QFIIX ri Qk x Li wi + (Qk) Xri] 
一 wlco 十 7082) 天 十 (2 十 7r)oo 十 (十 rr) — bw 
一 rw rofak 一 rf 
一 一 [rf 十 (6 二 radi 2 rowj 十 (coi 十 2rwo (DK 


注意 ;用 这 种 求 导 的 方法 须 注意 于、 各 的 和 不能 天 公式 ,和 。 xi， 


+ xr 二 人 xX 


下 一 0. “二 oi, 这 个 i 是 久 YZ 坐标 系 


7 ， x wd dz 2 wy, X w, ， 


J 二 XXw， “ws 二 wzj ,这 个 j 是 y' 轴 的 单位 矢量 ,在 此 时 , 它 绕 XX 轴 以 w 的 角速度 转 


动 . 天 0 XA ,于 =w XA 这样 写 虽 然 结果 是 对 的 ,但 严格 讲 不 妥 , “0 一 Qk, 这 个 


是 ZL 办 的 单位 天 量 ,此 时 以 ww, 的 角速度 (Bw 的 角速度 绕 y' 轴 转动 ,多 办 又 以 mm 的 


角速度 绕 苑 轴 转 动 ) 转 动 . 同样 ,r, 一 所 和 一 ri 两 个 i 的 时 间 导 数 是 不 同 的 .ar 一 和 学 


和 [cwi 十 rO)7 一 (8 十 r)ow 天 | 


方法 二 :考虑 圆 盘 中 心 O 点 平 动 参 考 系 作 为 动 系 . 
先 求 O 点 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 , 取 以 角速度 w 绕 XX 轴 转 动 的 动 参考 系 XYZ， 
Vo= Vo + Vo 
一 oO X ri 二 rr) = wi X (— ck oa) = cw 
Ur = Ww, Xr = wo X Ol=— bok 
Vo= cw 一 bwok 
0 一 Co Go 十 Go 
0 一 WwW X | ww， XX (ri 十 r,) | 
~ wiX [wiX (~— ck 6) = cok 


dw 
or 一 dz “Xr w, X (WwW, X r,) 


= 0 wf X (wf X bi) =— bw 
do 2 X Yo = Zw X (— bwok) = 20w1w2] 
4 一 一 bw 2bww,f + co 入 
下 面 计算 vp 和 ae， 
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VP 一 Vpe 十 Vpr = Wo Vp 

vp—=wXr = oicoi OF Xri 
= rf2] 一 rw,k : 

vp= (cw 十 7 了 (0 二 7)wok 

dPp= AQpe 十 4p — Qo Ap, 


dvpr d 
Pr de di ‘Xr) 


< 一 BxXri-wx (wxXxXr) 


dw , 
二 本 六 十 如 汉 


= (A wi wwk) Xri 
十 Coit wf QF x Lowit wf + OF) x ri 
一 一 《7 人 2 十 ro) 十 2rww] 二 2rwf2k 
6p 一 一 [7 人 十 (十 ro 十 2(8 十 rwiwo] 十 《cool 十 27c 人 2) 无 
方法 三 :考虑 以 角速度 mw 绕 XX 轴 转 动 的 动 参考 系 . 
op 一 轴 X(rn 十 rs 十 用 
一 wiX (— ck Tri) = cw 
op 一 W, X Fr (ww, -QR)XxXr 
一 bo X66 Cj 1 HE Xr Ot ok 
Up— Vp,s vp, = CO + rl2iF 7 (hr) wk 
ap—= oi < iioiX (—ek--o En 7i) | = cwik 
ap;= Wy XX ws Xr 二 Cot) x Ln) xXr) 
=— (bw 一 ro 一 rf )i 
qaps= 2 w X vp, = 20i X [rf — (57) wk 
= 2rwf2k + 2(8 Tr)wiw,] 
Up=— dpe 十 Qpr + Ape 
一 一 [LrQ2: G+ oi 2 r ww Cw 2ro dl)k 
方法 四 :考虑 随 O 点 又 平 动 又 转动 的 参考 系 为 动 系 , 此 动 系 的 转动 角速度 为 wi 十 wi. 
VPe 二 Vo 二 (二 Wa) Xr 
用 方法 二 已 算出 的 v。 二 cw1j 一 bwok. 
Vpe 一 CO 一 po 天 十 (Co 十 站 Xri= cw — (Or)wk 
vp, Xr = Qk x ri= rj 
Vp 一 wps 十 wp = (cw rl) Oo Or)wk 
采用 方法 二 、 三 .四 ,在 写 v.、v,、ae、a; 时 都 须 十 分 小 心 ,因此 用 方法 一 出 错 的 可 能 性 
小 些 . 
5.2.8 如 图 5. 26 所 示 , 贺 锥 滚 子 在 水 平 的 圆锥 环形 支 座 上 做 纯 滚动 , 深 子 底面 半 答 
R 二 10 M2 cm, 顶 角 2a=90", 滚 子 中 心 4 沿 其 轨迹 运动 的 速率 va 一 20cm。s !, 求 圆锥 
滚 子 上 点 互 和 C 的 速度 和 加 速度 的 大 小 . 


旬 360 由 
B 
@ pad 
DI - 
1 ’ 
| / 
-----4 
Wd , 到 
pd “、、 
‘ 、 
7 \ 
i \ 
7 An 
过 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 
C 
图 5. 27 
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图 5. 26 


解 圆锥 滚 子 滚 动 时 ,4 点 绕 O 在 水 平面 内 做 圆周 运动 ,如 图 
9.27 所 示 , 和 角速度 CU1 为 


深 子 做 纯 滚 动 ,C 点 速度 为 零 ， 


Uc = 0 
O 点 是 固定 点 ,在 图 5.27 所 示 位 置 ,OC 为 瞬时 转轴 , 另 一 个 角 速 
度 分 量 ws 必 在 AO 的 延长 线 上 . 
24 一 90 ， 
由 一 ~/ 2 = 28-! 


OB 线 与 转轴 和 焉 直 ,0B=~ 2 R= 二 20cm， 


vs =—=w* OB = 2 Xx 20 = 40cm ，s™! 


as —w Xx (wx OB)+ xo 


—— woOB+(w, xXw) x OB 


第 一 项 沿 BO 方向 ,第 二 项 沿 CO 方向 ,互相 垂直 , 故 
ap= NM (— wOB)’ 十 (wwsin45 » OB): 


z 
一 OB (2 + [V3 x 2x M2 = 40~V 5 (cm*s™) 


ac=w XX (wx OO) + x 
— (Ww Xw)xXx OC 
ar 一 wwsin45° » OC = wwsin45° .OB = 40cm .ss 
i , is wm:d 
方法 二 :考虑 随 O4 转动 的 动 参考 系 , 滚 子 对 动 系 的 角速度 为 w, 角 加 速度 一 0 


or 一 让 十 四 一 四 XO5 二 oo x OB 


48 一 QBe 十 GBr 十 dpe 


一 WW] XX 


(wi X OB) + w X (ws Xx OB) 十 2 x (w, xX OB) 
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VB 一 WR wR = 40cm .+s 


agp= NM (oil 民 200R) + (wR): 一 40、A 5cm 。S 一 ? 
vc= Vce 十 Vcr 一 0 x OC 十 ww x OC 
CC 一 dce 十 Uc 十 dcr 
一 WwW X (wo xX OC) + w, x (w, X OC) + 2w, X (w, X OC) 
vc= wR wR=0 
ac 一 NM (wiIR 一 2wwR): 二 (wR): 一 40cm 。S 一 :? 
这 里 用 了 方法 一 得 到 的 wi、w, 作 上 述 计 算 ,如 果 一 开始 就 采取 方法 二 , 则 先 按 方法 一 那样 
算出 om , 再 由 vc 一 0 得 oo ,再 用 上 述 方 法 算 UBAUB 和 UC 
再 就 5. 2. 6、5. 2. 7、5. 2， 8 三 题 中 人 的 计算 作 一 点 说 明 ;5， 2. 6、5. 2. 8 两 题 的 几 个 转 


铀 都 通过 固定 点 ,用 二 +0 xXw 计 算 时 ,可 采用 统一 的 动 坐标 系 ,5. 2. 6 题 可 用 固 连 


于 飞机 的 动 坐标 系 ,=0,6。 XxXw=0, 故 S 和 =0， 5. 2.8 题 , 取 随 04 Te 


d dw 
= 0 dz wx 二 wiX (ww 十 w,) 二 w,Xw,, 如 取 固 连 于 滚 子 的 动人 举 标 系 ,名 了 0 人 


d d d 
一 0, 4 一 .5.2.7 题 中 国 盘 的 角速度 一色 十 十 0 ,人 一 各 十 对 十 蝇 , 因 ww， 


:dr dt dt 
.0 的 转轴 不 共 点 ,计算 "名 < 二 4 


92 在 使 用 公式 42 一 “2 十 0 Xw 时 ,必须 采用 不 同 


的 动 坐标 系 . 算 4 用 生计 和 da XYZ 动 坐标 系 , 算 电 用 固 连 于 架子 4 的 zy 
动 坐标 系 . 
5. 2. 9 图 5. 28 是 一 个 双重 差 动机 构 , 曲 柄 3 绕 固定 轴 4 转动 .在 曲柄 上 活动 地 套 
一 行星 齿轮 4, 行 星 齿 轮 由 半径 分 别 为 71=5cm 和 xs 二 2cm 的 两 个 锥 齿轮 固 连 而 成 ,两 锥 
齿轮 又 分 别 与 半径 分 别 为 Ri 二 10cm、R, 二 5cm 的 另 两 个 锥 齿轮 1.2 顺 合 ,齿轮 1.2 均线 
AB 轴 转 动 , 均 不 与 曲柄 相连 ,它们 的 角速度 分 别 为 wi 二 4. 5rad/s,ows 一 9rad/s ,转动 方向 
相同 . 求 曲 柄 3 的 角速度 ws 和 行星 齿轮 相对 于 曲柄 的 角速度 ws. 
解 设 w、w 均 沿 BA 方 问 ,假定 os 也 党 BA 方 同 ( 即 与 @、w， 同 同 ) ,行星 齿轮 相对 
于 曲柄 3 的 角速度 os 癌 左 (图 示 时 刻 ) , 即 指向 O 的 方向 ,如 图 5. 29 所 示 . 
由 纯 滚 动 ， 
(ws 十 43 ) x OC=w, x OD 
(o 4 ws) X OE = w, x OF 


即 
whi 一 War = Wk 
wsR, + wr = wR, 
l0w;s 一 oa 二 4.5 XxX 10 = 45 (1) 


5ws 十 23 二 9X5= 二 45 (2) 
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图 5. 29 
式 (1) 十 式 (2)X2.5, 得 
45 十 45X2.5 
3 105X2.5 — 7(rad/s) 
ww 一 2 = 33 srad/s 


5. 2. 10 用 什么 样 的 动 系 可 把 刚体 做 定点 转动 时 用 的 6.p .wy 三 个 角速度 中 的 一 个 作 
为 相对 角速度 ,而 另 两 个 作为 牵连 角速度 . 
解 ” 取 部 分 固 连 于 刚体 的 转动 参考 系 Oxyz 为 动 参考 系 ,O 点 是 刚体 定点 转动 的 固 


定点 ,z 轴 固 连 于 刚体 , 则 wy 为 相对 角速度 ,9 十 9 为 牵连 角速度 . 
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6.1 质点 系 的 动量 定理 和 动量 守恒 定律 


6.1.1 求 由 抛物 线 y==x 和 直线 y= 一 4 围 成 的 区 域 形 
状 的 均 质 薄板 的 质心 . 


TX。 二 0 : 
考虑 图 6. 1 中 阴影 部 分 的 质 元 ,其 面积 为 (a 一 x*)dzx, 其 
质心 的 y 坐标 为 a 一 二 (ea 一 z2)， 图 6.1 
~ aa ] - va 
y. 二 WE 一 9 (a 一 x) |(a 一 rdz 川 “Ga 一 Xx‘)dzx 
wa ] ma 
一 ?| 一 (a XxX)(aC— zdz/2| (a 一 并 dr 
0 2 0 
~ a ~ a 
一 | (a* 一 rdz/2| (a — x’)dzx 
0 0 
2 加 ] T= a 
5 加 3 
2| az 一 Tz] 9 
工 这 修 


解 ” 这 块 实心 体 如 图 6. 2 所 示 . 
汞 r, 用 zx 一 闷 百 截 这 个 实心 体 , 其 边界 为 y 二 0,z 二 0,2y 十 z 二 8 一 4x' ,如 图 6. 3 所 示 . 
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考虑 工 一 和 十 dz 体积 元 ,其 体积 为 
(8 — 4x)(4 — 2x')dx 


质心 的 z 坐标 为 zx'. 
实心 体 的 体积 
2 
V= | 方 (8 — 47) (4 一 2z')dz 
一 了 | (32 一 32z' 十 8x“)dxr' 一 < 
一 二 (8 一 4z)C4 一 2z)dz 一 二 
[机 V 2 


求 y.,; 用 y= 二 y' 截 实心 体 , 其 边界 为 x+ 一 0、z 二 0、47x 十 z= 二 8 一 2y' ,如 图 6.4 所 示 . 
y'~~y 十 dy 体积 元 的 体积 为 


了 [2 一 于 y| — 2y)dy 
工人 六 上 虐 — Ty oN 
和 一 区 | L | 2 7 (8 — 2y')dy 


4X +2=8—2y! 


4x+2y=8 一 z 


图 6.4 图 6.5 


求 z., 用 z= 二 z' 面 截 实心 体 , 其 边界 为 z= 二 0、y 二 0、4x 十 2y 二 8 一 z' ,如 图 6.5 所 示 .z' 一 
z' 十 dz' 体 积 元 的 体积 为 


| — lw || — 1 ! 
2 4 2 2 4 dz 

1 3 1 | 1 f 1 ft 1 _ 
“Ve 了 4 一 3 2 一 1 dz' 一 2 


所 以 实心 体 的 质心 坐标 为 ec 一 方 ,% 一 1,z 一 2 


6. 1. 3 求 均 质 的 内 外 半径 分 别 为 4。 各 的 半球 壳 的 质心 
解 ” 方 法 一 :采用 球 坐 标 , 取 球 心 为 原点 ,对 称 轴 为 z 轴 , 根 据 对 称 性 可 以 判断 质心 位 
于 z 轴 上 , 即 x.==0, vy. 二 0， 
设 密度 为 p, 位 于 r~r 十 dr、.9~9 十 d9、p~g 十 dy 的 质 元 的 质量 为 
dm = or sinbdrd0dp 
此 质 元 的 z 坐标 为 
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z = 7rCOSB 


| zdm | rcosO 。0 Sinbdrdbdy 


之 c -一 一 


dm | oresinpdrdbdy 


6 到 2x 

] rdr| cosgsingdbg| do 
ya 0 0 
er 

| rar| sinbdg| do 

a 0 0 
pal 2 
4 2)2sn 2 ~ g(a +b)(a: + 6’) 

8(a* 十 ap 十) 


(6 一 3)X1X2xr 
方法 二 :采用 柱 坐 标 , 仍 取 方 法 一 中 的 zyz 坐标 ,ze 一 0, 王 0. 


z~z 十 dz 质 元 的 质量 为 
] [oe — 2z)— x(a —z)|ldz 0 芝 z 世 a 
和 or(b’ — z’)dz a zzb 


a 如 
zor(b’ 一 a’)dz 十 Zon(b’ 一 2)dz 
0 a 


之 。 一 


| or 一 aodz+ | rc — 22)dz 
计算 略 ,计算 较 方法 一 矿 烦 些 . 


图 6.6 


6.1.4 图 6.7 所 示 的 画 有 和 斜 线 的 习 质 薄板 是 由 半 
径 为 R 的 大 圆 板 控 去 两 个 半径 为 广 R 的 完整 的 和 不 完 
整 的 小 圆 板 形成 的 . 两 小 圆 的 圆心 A、B 处 于 同一 条 直径 
上 , 且 在 圆心 O 的 两 侧 与 O 点 的 距离 R 和 分 处. 求 此 医 
板 的 质心 . 

解 ” 先 求 被 挖 去 的 圆心 在 4 的 那 部 分 的 质量 wm: 和 
质心 位 置 yr， 这 部 分 的 边界 为 两 个 圆 弧 ,其 方程 为 


图 6.7 : x: 十 yy 一 R’， z+ Cy— R(TR] 
两 式 相 减 可 得 两 曲线 相交 点 的 y 坐标 y”， 


设 匀 质 板 的 面 密 度 为 o， 


机 2 R 
7 一 |: “2 [3R| Ko Wdy + | .0* 2 NR’ — ydy 
2 J 
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y=£R 
l 1 Ps 2 二 PR? . |»y— 人 
— 0. |(y— ££) R’* — (yO— R)’ + OR’arcsin 
2 4 4 lp 
2 y=TR 
二 民 
二 20。 二 | y \/ 尺 :一 昂 十 Rrarcsin| 之 | | 
2 RK y=LR 


一 0. 35]10R’ 


1 | fr> [J{R\’ K 
w= ye | 一 Rwy t+ yee 2 VR dy 
1 | r#§ 1 BR 1 
= 六 | (yO— R)o.2 IR’— (y— Rdy+ | Ro.? iR — (y— R)'dy 
2 


ml a 
十 1， “II，2 VR ydy 
一 0.766K 
被 挖 去 的 圆心 在 B 的 小 圆 板 的 质量 
ma = oz| 全 | = LorR’, yx 一 一 六 及 
所 要 求 的 薄板 质量 


m = oxR’ 一 mm) 一 mm, 一 2, 0050R’ 
其 质心 ,由 对 税 锤 可知 ,ze 一 0,ye 待 求 . 
三 部 分 的 质量 mw 十 mi 十 ?2s 一 oxRi, 质 心 位 于 二 0,»y= 二 0 处 ， 
由 质心 的 定义 ， 
] 


OrR2 。o =:2.005o 开 2 + N 351cR2 Xx 0.7686R 十 lorR:| 一 1R| 


二 上 | 上 A | 一 一 
ye 5 i | gr — 0.351 xX 0.766 JR = 0.062R 


所 以 薄板 的 质心 坐标 为 ze 一 上 .ww 一 0. 062R.， 
6. 1.5 正 圆 锥 体 底 面 的 半径 为 ac, 今 用 一 通过 其 对 称 轴 的 


平面 将 它 等 分 为 二 . 证 明 任 一 半 的 质心 和 该 轴 的 距离 为 元 ， 
证 明 设 圆 锥 高 为 h, 取 图 6. 8 所 示 的 坐标 ,原点 在 圆锥 的 


顶点 ,z 轴 为 对 称 轴 ,y 轴 垂 直 于 将 正 圆 锥 平分 的 平面 
设 密度 为 o,z 一 > 十 dz 质 元 的 质量 为 


2 


上 


dm 二 0O。 六 和 dz 
半 正 圆锥 的 质量 为 
h 2 
mm 二 | 。 pe pz dz = oraih 


图 6.8 
上 述 质 元 的 质心 的 y 坐标 是 z 的 函数 , 标 为 y.(z). 用 柱 坐 标 ， 
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y= 二 rsing* prdrdp dz 一 站 | [dr singdg |dz 一 去 号 。 
半 正 圆锥 的 质心 离 对 称 轴 的 距离 为 y.， : 


1 .4 . .1/4 .1 

=-. 二 p. ln| 全 1 
6. 1.6 证 明 一 个 均 质 的 三 角形 薄板 的 质心 与 位 于 该 三 角形 三 个 顶点 有 相等 质量 的 

质点 系统 的 质心 重合 . 
证 明 均 质 三 角形 薄板 的 质心 位 于 三 角形 的 重心 ， 1 

它 是 三 条 中 线 的 交点 .这 是 不 难 证 明 的 .用 一 系列 平行 

于 BC 的 直线 将 三 角形 分 成 无 数 个 狭 条 质 元 ,每 个 质 元 

的 质心 均 位 于 中 线 4D 上 ,可 见 均 质 三 角形 的 质心 必 在 

AD 上 , 闻 样 可 证 质心 必 在 中 线 BE、CF (图 中 未 画 ) 上 ， 

这 就 证 明了 均 质 三 角形 的 质心 位 于 三 角形 的 重心 . p C 
在 三 角形 三 个 顶点 AB.C 各 有 质量 为 m 的 质点 系 图 6.9 

统 的 质心 求法 如 下 : 先 求 B.C 处 两 个 质量 为 m 的 质点 

系统 的 质心 ,显然 它 位 于 BC 的 中 点 D 处 . A4、B.C 处 各 有 质量 为 m 的 质点 系统 的 质心 等 

于 4 处 有 质量 为 m 的 质点 和 在 DD 处 有 质量 为 2m 的 质点 系统 的 质心 ,后 者 的 质心 显然 在 


AD 线 上 的 G 点 ,DG= 六 4G. G 点 正 是 三 角形 的 重心 


这 里 两 个 系统 的 质心 重合 ,并 不 意味 着 两 个 系统 动力 学 等 效 , 下 章 将 涉及 两 个 系统 的 
动力 学 等 效 的 问题 . 

6. 1.7 修理 街道 电网 用 的 迁移 式 转 动 起 重 机 安装 在 质量 为 lt 的 自动 车 上 ,质量 
200kg 的 起 重 机 的 摇 架 天 装 在 质量 100kg、 杆 长 4m 的 杆 LL 上. 可 绕 与 图 面 垂直 的 水 平 轴 
O 转动 . 播 架 的 质心 C 离 轴 O 的 距离 OC=3. 5m. 

(1) 开始 起 重 机 杆 工 处 于 水 平 位 置 ,自动 车 处 于 静止 . 求 起 重 机 杆 转 过 60° 时 , 坟 上 闻 


] | ut 
4 二 。 一 37 _ 
h* = oah = 
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的 自动 车 移动 的 距离 ,运动 时 所 受阻 力 均 可 不 计 ， 

(2) 自动 车 上 了 闸 , 起 重 机 杆 从 水 平 位 置 以 恒定 的 角速度 w==0. 02rad，s- ! 转 到 60° 
期 间 , 靠 地 面 的 摩擦 力 ,自动 车 保持 不 动 . 求 在 此 期 间 摩 擦 力 给 予 的 冲 量 ， 

(3) 车 摩擦 因数 y= 二 0. 1 ,要 在 转动 过 程 中 保持 自动 车 不 动 ,对 转动 角速度 w 有 何 限制 ? 

解 ” (1) 因 水 平方 向 未 受 外 力作 用 ,由 质心 运动 定理 ,系统 质心 的 水 平 位 置 保持 不 
变 . 设 目 动 车 在 此 过 程 中 辐 前 移动 的 距离 为 As, 则 

1000As 十 200[ As 一 3.5(] 一 cos60?*) |] 十 100| As 一 六 *4(1 一 cos60°) |= 0 
As = (200X 3.5 二 100 XxX 2)(1 ~ 0.5) 

1000 十 200 十 100 

(2) 由 质点 系 的 动量 定理 ,摩擦 力 给 耶 系 统 的 冲 量 了 等 于 系统 的 水 平方 向 动量 的 增 

景 , 设 同 后 方向 的 冲 量 为 正 ， 


1= 100 x x 0.02sin60。 十 200 X 3.5 X 0.02sin60。 = 15.6N .s 


(3) 在 转动 过 程 中 ,系统 的 动量 为 
p= | 100 pe 十 200 » 3. 5w| (sinGi + cos0j) = 900w(sinGi + cos0)) 
这 里 守 是 水 平 癌 后 方向 的 单位 矢量 ,是 竖 直 加 上 方 回 的 单位 天 量 . 
由 质点 系 的 动量 定理 ， 
op 一 户 十 [LN 一 (1000 十 200 十 100) x 9.8]j 
其 中 f 是 地 面 施 以 的 摩擦 力 ,N 是 地 面 施 以 的 文 桂 力 . 
Pp 一 900w’ (costi — SInO7) 
所 以 f= 900wcosO 
N = (1000 + 200 + 100) X 9.8 一 900w’sing 
在 0 从 0~60" 的 区 间 内 ，, 均 应 有 


= 0U. 346m 


fuN 
于 900w’cos0<0. 1(1300 XxX 9. 8— 900w’sin0) 


0.1X 1300 XX 9.8 
900cosl 十 90slnC 


1 0.1X1300xX9.8 
™* (900cos06 十 90sin0) | max 


其 中 C900cos0 十 90sin0) | 表示 在 86=0~60* 区 间 内 900cos9 十 90sin8 的 最 大 值 ,这 个 最 大 
值 的 8 由 下 式 确 定 : 


2 
Ww 


(900cos6 十 90s1006) 二 0 


解 出 0 一 arctan0. 1 =5,.71° 


,2 0.1 x 1300 X 9.8 


一 |， d 2 
是 900cos5.71° 十 90sin5,. 71° 1. 408 (ra /8s) 
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wax 一 1.18rady/s 


最 后 一 位 数字 只 含 不 入 ,1.41 王 1.187, 不 能 取 1. 19 ,转动 角速度 不 能 超过 wx. 
6. 1.8 一 火 崩 三 直 癌 上 发 射 , 当 它 达 到 最 高 点 时 炸 裂 成 三 个 等 质量 的 碎片 . 观察 到 
其 中 一 块 碎片 经 时 间 z 垂直 地 落 到 地 上 ,而 其 他 两 块 碎片 在 炸 裂 后 的 to 时刻 落 到 地 上 ， 
求 炸 裂 时 离 地 面 的 高 度 . 
解 ” 火 箭 到 达 最 高 点 时 ,速度 为 零 . 炸 裂 成 三 块 ,由 质点 系 动量 守恒 ,总 动量 为 零 . 
mo 二 mv mv 一 0 


三 块 质量 相等 ,mm 二 区, 二 m3 


所 以 Vi 十 V2 十 v3 二 0 
取 z 轴 沿 竖 直 方 同 ,原点 在 炸 裂 点 ,向 下 为 正 ,在 竖 直 方向 动量 守恒 ， 
viz 十 wzz 十 waz 一 0 (1) 
设 炸 裂 处 离 地 面 的 高 度 为 疡 , 则 
h = wt te (2) 
i 1 2 
i ot 十 2 gi, (3) 
h := vazto 十 六 8 (4) 
由 式 (3)、(4) 可 得 Tor U3 
将 上 式 代入 式 (1)， 
ax 方 on (5) 
用 式 (5), 式 (3) 可 改 瑟 为 
六 一 一 pa 十 pi (6) 


式 (2) Xts 十 式 (6)X2t1, 解 出 


gtits (ti 十 2t,) 
2(2t1 二 t;) 


6.1.9 以 下 各 量 均 用 万 有 引力 常数 G、 距 离 L 和 质量 表示 : 

(1) 相距 为 工 的 某 一 等 质量 CM 一 M;=MM) 双 星 的 转动 周期 ，; 

(2) 相距 为 工 的 某 一 不 等 质量 (Mi 关 MM,) 双 星 的 转动 周期 ，; 

(3) 边 长 为 工 的 某 一 等 质量 等 边 三 角形 三 星 的 转动 周期 ，; 

(4) 某 一 不 等 质量 (Mi 了 MM; 了 关 M;) 的 等 边 ( 边 长 为 L) 三 角形 三 星 的 转动 周期 . 

解 (1) 双星 系统 的 质心 位 于 两 星 连 线 的 中 点 ,用 质心 平 动 参 考 系 ,对 一 个 星 写 牛顿 
第 二 定律 的 法 向 方程 . 


Moe ~M 
1 L 
7 L 
, GM 
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2 fo 
| U VGM 


(2) 双星 系统 的 质心 距 两 星 的 距离 iis 如 图 6. 11 所 


一 一 一 一 一 

1 L 示 ， 
6 M M 

O 2 Ml 

M M yy 

图 6.11 用 质心 平 动 参考 系 ， 

Miv’ MM, 
l LL 


_GM, _CM, M ;GM 
lL M+M” (M+M)L 


Zr 。， _ Mi + MIL LL 
T= 2+ Mt GCM: 一 AGO 十 了) 


1 


(3) 三 星系 统 的 质心 与 每 个 星 的 距离 为 


每 个 星 受 到 另 两 个 星 的 作用 力 为 
f = 2G cos30: 一 ~ 人 /3 > 
2 
GM GM M3 GM 
v=MV3 T=-Y3 1 3 一 工 
2 2~V3 LL 
{= Uy 3 AL GM 
(4) 取 图 6.12 所 示 的 zx、y 坐标 ,三 个 星 的 坐标 分 别 为 Mi(0,0),M;(L,0),M; 
LYE 
到 2 2 


图 6. 12 
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由 质心 的 定义 ,质心 C 点 的 位 矢 
全 1 ,1 .V3 | 
7C 一 yd -一 M, 十 M, 十 Mo 十 2 ML 十 7 
;二 1 
LL 1 1 V3, | 
=- 远 二 页 于 这 L[ 丰 + Mi 2 {Ms 
设 fi;、f1i3 分 别 为 M; 星 、M; 星 对 Mi 星 的 作用 力 ， 
M,M,. 


万: 一 Cr 了 3 
| 1 ~ 3 | 
fi3=G 了 IT 


其 合力 为 
GM 1 ， M3 ， 
fi= fi f13 = 7 [a 十 LM] 十 EM 
比较 fi 与 rc 可知 , 户 作 用 线 通过 质心 .同样 可 证 作用 于 M; 星 的 合力 f;、 作 用 于 Ms: 星 的 
合力 f; 的 作用 线 均 通 过 质心 C. 三 个 星 保持 等 距 工 围绕 质心 C 做 恒定 角速度 的 转动 . 
用 质心 平 动 参 考 系 ， 


G 


1 0 1 3 
= Mc = RN ml (M+ LM 十 4M | 


2mre 2xL | lM,) + 3 
“一 记 ] 十 AM 十 Mi 人 4 十 2 24 t eM 


(Mi 十 MM, ML l 
G 


1 2 
(M+ Ms) 十 
| I 
= 2rL NN GM + M, + M.,) 


6. 1.10 一 质量 为 M 的 有 轨 平 板 车 能 无 摩擦 地 在 一 条 水 平 直 轨道 上 运动 . 初始 时 
刻 ,N 个 质量 均 为 m 的 人 站 在 酌 止 的 平板 车 上 . 

(1) 这 六 个 人 一 起 跑 向 车 的 一 头 , 并 且 同 时 跳 下 车 ,在 跳 下 车 前 的 瞬时 ,他 们 相对 于 
车 子 的 速度 为 w，, 求 这 N 个 人 跳 下 后 平板 车 的 速度 ; 

(2) 如 果 这 N 个 人 是 一 个 接 一 个 地 跑 离 车 子 ( 每 次 仅 有 一 个 在 跑 ), 每 个 人 在 跳 下 车 


X 


。372 。 力学 (上 册 ) 


前 相对 于 车 子 的 速度 都 为 w. 求 这 车 子 的 最 终 速度 ; 

(3) 在 上 述 两 种 情况 下 , 哪 种 情况 下 车 子 达到 的 速度 大 ? 

解 (1) 取 地 面 为 参考 系 , 设 最 终 平板 车 的 速度 为 v, 沿 人 跑 的 反方 同 为 正 , 由 动量 守 但 ， 

Mv + Nm(v oO— v,)=0 
Nm » 
M+ Nm 

(2) 设 w 表示 车 子 上 及 个 人 时 的 车 速 , 则 再 跳 下 一 个 人 时 的 车 速 为 v,-1, 在 此 过 程 

中 系统 (包括 车 子 和 这 个人) 动量 守恒 ， 
Myvi 二 Go movi mv il 一 Zr) = My, + nmv, 


1 


Mv, 


Ad 十 nm 


Un—]l 一 Un 十 


考虑 到 最 后 的 车 速 为 vo, 最 初 的 车 速 为 vv 二 0， 


N 
PU 
“0 2 Mnm 
(3) 因为 M 十 nm 二 M 二 Nm(n 达 NN)， 


可 见 , 第 二 种 情况 车 子 达 到 的 速度 较 大 . 

6.1.11 证 明 质 量 为 M 的 飞机 在 水 平 航线 上 飞行 时 落下 一 个 质量 为 m 的 炸弹 时 ， 
飞机 将 有 一 个 向 上 的 加 速度 mg/M. 

证 明 设 飞机 和 炸弹 系统 受到 向 上 的 力 为 NN ,在 水 平 航线 上 飞行 时 ， 

N— (m+ M)g=0 
N= (m+ M)g 

落 炸 弹 时 ,飞机 并 未 给 予 炸弹 作用 力 ( 炸 弹 落下 时 的 初速 度 沿 水 平方 向 ), 设 落下 炸弹 

时 飞机 有 向 上 方向 的 加 速度 a, 则 
Ma= NO— Mg = (m+ M)g— Mg= meg, 
a= me/M 

6.1.12 水 从 5m 高 处 以 每 分 钟 60kg 的 速率 注入 静 放 在 地 上 的 桶 中 , 桶 的 质量 为 
12kg. 求 水 注入 一 分 钟 时 桶 受到 地 面 的 作用 力 . 

解 ” 方 法 一 :分 别 考虑 不 同 的 系统 ,用 动量 定理 . 

设 在 t~t 十 dt 时 间 内 ,已 注入 桶 内 的 水 对 在 此 期 间 注 入 的 水 的 作用 力 为 站 ( 癌 上 为 
正 ) ,对 在 此 期 间 注 入 的 水 用 动量 定理 ， 

(F 一 gdm)dt = dm[0 — (— M2gh)] 

上 略 去 二 级 小 量 gdmdi ,得 


下 一 ~ 人 人 /258 2 
再 对 上 时 刻 静 放 在 地 面 上 的 包括 在 此 前 已 注入 的 水 的 水 桶 用 牛顿 运动 第 二 定律 ,化 


受到 重力 .地面 的 作用 力 N (规定 向 上 为 正 ) 和 将 注入 的 水 的 作用 力 ( 它 是 上 面 求 的 F 
的 反作用 力 , 向 下 ), 加 速度 为 零 ， 
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PF+ [M+ g—N=0 


d 
N=F+Mg+ tet= (Vigh + gt) P+ Mg 
上 一 1min 时 ， 
N= (V2X9.8X5+9.8X 60 xX +12 x 9.8= 715N 


方法 二 :作为 变质 量 质点 的 运动 问题 . 
取 t 时刻 的 水 桶 和 已 注入 的 水 为 本 体 , 公 式 


dv _ do (e) te) 


中 
dm dv _ 
m=Mt+ t,， v= 二 0， d=—0 
二 M2g8h (规定 同 下 为 正 ) 
,| 
(e) _ 一 -一 _ 
下 = [M+ dr ts8 N 
FE =0, PIkg/s, M= 12kg 
t 一 60s 
可 得 


N= M+ x 60 5 + M38h SP — 715N 
6. 1. 13 质量 为 m4 与 ms 的 两 个 小 球 4 和 B, 用 不 可 


伸 长 的 轻 绳 相连 ,静止 在 水 平面 上 . 绳子 拉 紧 时 ,给 B 球 一 7 
个 冲 量 7,1 的 方向 与 4B 成 < 角 ,x< 王 | 


,如 图 6. 13 所 示 . 已 4 B 
知 冲击 后 B 的 速度 vs 之 大 小 , 求 vs 的 方向 和 冲 量 I 的 大 小 . 图 6. 13 
解 ” 设 vs 的 方向 写 4B 线 的 夹 角 为 8, 由 动量 守恒 ， 
mava 十 mpvsgcosp = Icosa (1) 
mavssinp = Tsina (2) 


vA = vgcosp (3) 


MiBp 


一 tanp 一 tana 
ma 十 mB F 


ma 二 ms 
1 


B = arctan tana 


cosp = 1/~V)1+ tan’p = -一 一 ~ 
AN 十 (ma + mae) tan’a 
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sinp 一 cosp . tanp _ (ma 十 ma)tana 


V m8 二 Gna 十 mp)’ tan’a 
] ms(ma 十 ms)vs 
1 一 cna evasing 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
cosa VV ms 二 ma + me) tan’a 


Mmp(ma 二 mp)ve 
NV (ma + maa)’sin’a + mpcos’a 

6. 1.14 扫 雪 机 在 水 平 路 上 以 速度 15km/h 行驶 ,每 分 钟 把 质量 为 30t 的 雪 抛 到 路 
旁 , 雪 相对 于 雪 铲 的 速度 为 12m/s, 并 沿 45° 角 方向 . 求 路 面 与 轮胎 间 的 横向 力 , 并 求 驱 动 
扫 雪 机 工件 所 需 之 牵引 力 . 

解 ” 因 雪 铲 随 扫 雪 机 做 匀速 运动 ,用 雪 铲 参考 系 , 它 是 惯性 参考 系 , 以 扫 雪 机 和 被 铲 
的 雪 为 系统 . 设 路 面 给 予 轮胎 的 横 回 力 为 下 .在 大 十 4 时 间 内 用 动量 定理 ， 

(30 X 103/60)dt x 12sin45° = Fdz 


F = 500 Xx 12xX ~ = 4.24 X 10:(N) 


以 静 系 为 参考 系 , 扫 雪 机 工件 和 被 铲 的 雪 为 系统 , 设 驱动 扫 雪 机 工件 所 需 之 牵引 力 为 
.在 t~t 十 dt 时 间 内 沿 扫 雪 机 运动 方 同 用 动量 定理 ， 
Mv+-dm*v— Mv= 4d 
式 中 M 是 扫 雪 机 工件 的 质量 ,dm 是 在 此 期 间 被 扫 的 雪 的 质量 ,vw 是 扫 雪 机 的 速度 ， 


Nn3 3 
mv KI x 1 = 2.08 X 10(N) 


6.1.15 有 mi、m: 和 ms 三 质量 受到 它们 的 相互 间 
万 有 引力 的 作用 ,如 果 最 初 这 些 质量 位 于 边 长 为 a 的 等 
边 三 角形 的 顶点 ,只 要 这 些 质量 的 初速 是 适当 选择 的 , 它 
们 的 位 置 就 会 连续 确定 一 个 边 长 为 a 以 等 角 速 w 转动 的 
等 边 三 角形 . 求 与 mawmz、msasa 以 及 引力 常数 G 的 天 
系 . 
解 ” 此 题 与 6.1.9(4) 题 相同 ,那里 讲 的 三 星系 统 目 
图 6.14 然 是 满足 保持 等 边 三 角形 且 边 长 不 变 的 条 件 的 . 解 6.1.9 
(4) 题 用 了 坐标 表示 位 矢 和 力 . 这 里 不 取 坐 标 . 
取 质 心平 动 参考 系 , 各 质量 对 质心 的 位 天 如 图 6. 14 所 示 ， 


CGCmim, 大， 一 ri Gmms rs 一 ri 


10 T= CQ a T CQ a 
Gmim, Gmims Gm? Grns 
一 一 (rp 一) 十 3 (rs 一 天) 十 3 Ti 3 了 1 
a a a a 
Gm Cm 


一 3 Pur 十 mors 十 mars) 


(m1 十 zzz 十 Mma) rn 


Ci 


因 为 Pr 二 mors 十 Msrs = (M1 十 M2 十 Mg)re 二 0 
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， Gm 
Mm] FF] 一 一 3 (mi 十 27 十 PPI 


jG G(rm 十 me 十 2 
a 
质量 为 mi 的 质点 受到 的 合力 是 有 心力 , 力 始 终 指 向 质心 . 这 是 在 三 个 质点 位 于 一 等 
边 三 角形 的 三 个 顶点 的 情况 下 得 出 的 结论 ,只 要 三 个 质点 的 初速 合适 ,它们 就 可 以 做 以 质 
心 为 圆心 保持 原 等 边 三 角形 的 圆周 运动 . 设 圆 周 运 动 的 角速度 为 w， 
Gm 十 2 十 EL 


a 


CN 十 72 十 7723) 
二 VN 


所 谓 三 个 质点 的 初速 度 合 适 , 是 指 在 质心 平 动 参 考 系 中 三 个 质点 的 速率 分 别 为 wri、wr; 
和 wrs ,方向 均 与 它们 与 质心 的 连 线 垂直 , 均 指 癌 顺 时 针 方 同 或 均 指 同 逆 时 儿 方 同 , 对 系 
统 质心 在 静 参 考 系 中 的 速度 没有 任何 要 求 . 

6. 1. 16 一 个 仅 由 自身 引力 保持 在 一 起 的 小 天 体 . 如 果 它 非常 靠近 大 质量 体 的 话 ,可 
以 被 这 个 大 天 体 引 起 的 潮汐 力 所 分 裂 . 求 一 个 直径 为 1km 、 密 度 为 2 二 2g/cm 的 小 天 体 
围绕 地 球 做 圆周 运动 而 不 被 拉 散 的 圆周 极限 半径 . 已 知 地 球 质量 M=5.97X10”g. 

解 ” 把 随地 球 中 心平 动 的 参考 系 视 为 惯性 系 , 小 天 体 围 绕 地 球 中 心 做 圆周 运动 . 设 圆 
周 运 动 的 半径 为 1 时 ,刚好 小 天 体 的 各 处 质 元 不 被 地 球 引 力 拉 散 , 因 此 /就 是 所 求 的 极限 
半径 ， 

如 图 6. 15 所 示 ,O、C 分 别 是 地 球 和 小 天 体 的 中 心 . 考虑 OC 连 线 上 离 C 点 工 处 一 质 
元 ,质量 为 Am. 


M1w 7 一 


OO 


图 6. 15 
由 刚好 不 被 拉 散 的 条 件 ,地 球 对 它 的 向 左 的 引力 与 小 天 体 对 它 同 右 的 引力 的 合力 应 
提供 它 围绕 O 做 圆周 运动 所 需 的 问心 力 ， 


Am(ll 一 zx)w = Ss 一 = . Snip (1) 
写 小 天 体 对 质 元 的 作用 力 时 用 了 关于 万 有 引力 的 “局 斯 定理 ” 


wo 也 是 小 天 体 绕 O 点 做 圆周 运动 的 角速度 , 设 小 天 体质 量 为 m. 
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ml = 全 
GM 
w = (2) 
将 式 (2) 代 入 式 ( 人 1)， 
本 2 = | -了 | 一 和 
|i | 一 3 OCT 
—2 
因为 rg [一 于 | <] 十 人 
M M M 2M 4 
所 以 TZ j= sr pr 
4 0r = 3M. 
3"f 5 
1 2 | 2X 5. 97 X 1027 1 1 
47r0 4 X22 


= 1.29 x 10cm = 1.29 X 104km 
当 x 取 负 值 时 ,上 述 才 同样 通用 ,说 明 在 小 天 体 上 OC 
连 线 的 外 侧 的 质 元 也 刚好 不 被 拉 散 . 

再 考虑 不 在 OC 及 其 延长 线 上 的 质 元 ,考虑 图 
6. 16 中 的 已 点 的 质 元 Am. 设 在 平行 于 OC 方向 不 受 小 


616 天 体 互 相 挤 压 的 力 .在 这 个 方向 上 写 牛 顿 运 动 第 二 定 
律 的 分 量 方程 ， 
Am (/ -一 ry) 十 yr Cosh 
AAA , -一 了 
一 eo -一 全 ( TX? 十 y: )3pG icosy 
ff - 
其 中 e056= 一 一 


池 
COS0O 一 一 一 一 一 
MOU—r) ty ‘ 大 十 入 
GM 
代入 w’ 二 [3 , 可 得 


GM CC CO— 7) 4 
一 Xx) 一 [CC z+ yj 3 TOT 


M M M 2 2 一 一 372 
1 -= 浓 (1 一 子 )[ 1 一 和 十 中 一 本 roa 


1 
略 去 二 级 及 二 级 以 上 小 量 


de 


7 
|1 一 子 ||1+ 呈 |~1+ 经 
7 7 
M M M 2 人 4 
人 人 + 负 -oe 
3M _ 4. = [时] 
3 3 dnp 
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得 到 与 前 面 同样 的 结论 ,说 明 不 在 OC 及 其 延长 线 上 的 小 天 体质 元 ,在 平行 于 OC 的 方向 
无 除 万 有 引力 以 外 的 力 ， 

比较 质 元 的 质量 乘 加 速度 在 垂直 于 OC 方向 的 分 量 ,与 地 球 、 小 天 体 对 它 的 万 有 引力 
的 合力 在 这 方向 的 分 量 可 见 ,OC 两 边 的 质 元 除 受到 万 有 引力 外 还 受到 小 天 体 周 围 质 元 
给 于 的 牌 直 于 OC 背 向 OC 线 的 力 , 换 句 话 说 ,P 点 质 元 对 周围 质 元 有 向 OC 方向 挤 压 的 
力 ,存在 这 个 方向 的 力 ,小 天 体 不 会 散 开 . 


6.2 质点 系 的 角 动 量 定理 和 和 角 动 量 守恒 定律 
6. 2. 1 “半径 为 R、 质 量 为 M 的 水 平均 质 圆 盘 可 绕 通过 其 中 心 的 铅 垂 轴 无 摩擦 地 转动 
(1) 若 圆 盘 绕 该 轴 以 9 的 角速度 转动 , 求 圆 盘 对 该 轴 的 角 动 量 ， 
(2) 质量 为 加 的 甲虫 按 * 一 六 at:(a 为 常量 ) 的 规律 沿 圆 盘 的 边缘 息 行 ,开始 时 两 者 都 
是 静止 的 , 求 甲虫 权 行 后 圆 盘 的 角速度 ; 


(3) 质量 为 m 的 甲虫 从 边缘 上 一 点 突然 以 对 圆 盘 恒 定 的 角速度 w 作 半 径 为 二 R 的 加 
周 运动 ,开始 两 者 都 是 静止 的 . 求 甲 虫 突然 疏 行 后 圆 盘 的 角速度 
解 〈1) 取 r~r 十 dr 的 圆 环 为 质 元 ,对 通过 圆心 的 垂下 轴 的 角 动 量 为 
dv = 


。277rdr 。7 人 2 。7 一 rsd 


M 
nAR: 


R 
J = |ay 一 | M3 一 1 RQ 
oo 民 2 


(2) 设 避 是 圆 盘 的 角速度 ,规定 与 甲虫 假 行 方向 相反 的 转动 角速度 为 正 .由 角 动 量 守 
恒 , 因 开始 甲虫 . 圆 盘 都 是 静止 的 , 圆 盘 .甲虫 的 总 角 动 量 为 零 ， 
1 ，，， dsip 
工 MR20 + m| QR 一 Ss | R 二 0 
| 六 MR 十 mR?| 0 = matRh 
2mat 
= + om)R 
(3) 当 甲 虫 相 对 于 圆 盘 转 过 92? 角 时 , 设 此 时 圆 盘 


的 角速度 为 2( 其 正 负 号 规定 同上 间 ) ,甲虫 的 速度 为 
相对 速度 工 Rw( 方 向 垂直 于 0'4) 和 牵连 速度 v= 
QReos| 工 g| (方向 垂直 于 O4) 的 矢量 和 ( 见 图 6.17). 
此 时 甲虫 对 O 点 的 角 动 量 为 
| Reos 


到 p| . 立 Recos| 到 9 
(规定 垂直 纸 面 阿 下 的 角 动 量 为 正 ). 
圆 盘 、 甲 虫 系统 对 O 点 的 角 动 量 守恒 ， 6. 17 


1 2 
lg | {2 一 mReos 
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MR’Q 十 m | Reos 
解 出 人 2, 并 代入 9 二 wt, 得 


yo noel Hg] = 
7 9 {2—m 2 Kcos 7 9 二 0 


mceos’ 


By 
《2 一 


M 十 2mceos’ To 


6. 2.2 一 个 半径 为 a 的 均 质 圆 盘 可 在 竖 直 平面 内 围绕 通过 它 的 中 心 C 的 水 平 轴 目 
由 转动 ,质量 为 圆 盘 二 的 昆虫 4 在 盘 的 最 低 点 ,整个 系统 处 于 静止 状态 . 突然 ,昆虫 以 相 
对 于 圆 盘 不 变 的 速率 " 开始 沿边 缘 疏 行 ,证 明 圆 盘 的 初 角速度 为 v/6a; 如 用 0 表示 C4 线 
与 竖 直 向 下 方向 间 的 夹 角 , 证 明 微 分 方程 6a 9 十 gsin6=0 成 立 ,证明 圆 盘 对 昆虫 的 作用 


力 在 垂直 于 半径 方向 的 分 量 为 j5mgsing, 其 中 m 是 圆 盘 
的 质量 . 

证 明 设 圆 盘 在 昆虫 突然 运动 时 的 初 角速度 为 Du， 
即使 昆虫 不 在 圆 盘 的 最 低 点 ,都 可 用 圆 盘 昆虫 系统 的 对 
水 平 转轴 的 角 动量 守恒 ， 

] 


了 加 1 2 
om f20a)a > Ma 《2 一 0 


所 以 Qo = 
图 6. 18 当 昆虫 4 运动 到 图 6. 18 所 示 位 置 时 ,CA 线 与 竖 直 
向 下 方向 夹 角 为 0, 圆 盘 向 相反 方向 转 过 9p 角 . 0 和 9 都 不 是 常量 ,但 昆虫 相对 于 圆 盘 的 速 
率 v 不 变 ， 
a(2p 0) =v (1) 
规定 垂直 纸 面向 下 的 角 动 量 为 正 , 圆 盘 、 昆 虫 系 统 对 转轴 的 角 动 量 为 
. J) 3 


” ] 
一 | 一 -一 2 -一 
人 一 一 5 ma 和 10747 


1 2 1 
J 一 7 ma P+ Toma 


用 式 (1) ,可 改写 为 
1 3 ,; 


一 mav 一 5ma og 


人 
用 对 转轴 的 角 动 量 定 理 ， 
] 。 


下 | 方 maam 一 3 mab : mgasing 


2 5 ”10 


可 得 6a 0 十 gsinbg 一 0 
昆虫 对 转轴 的 角 动 量 也 可 直接 写 为 
1 。 
一 一 2020 


10 
对 昆虫 用 对 转轴 的 角 动 量 定理 ， 


第 六 章 ”质点 系 动力 学 。 379 。 


< | 一 -za2 一 -mgEasinbg 一 Fa 


其 中 下 就 是 所 要 求 的 圆 盘 对 昆虫 的 作用 力 在 和 王 直 于 半径 方 同 的 分 量 ， 
1 
(这 里 用 了 前 已 证 明 的 6a 0 +gsing=0). 

6. 2.3 质量 为 M .半径 为 a 的 均 质 圆柱 可 围绕 它 在 水 平方 向 固 定 的 对 称 轴 上 自由 转 
动 , 质 量 为 m、 长 度 5 二 2xan(n 为 整数 ) 的 均 质 链条 一 端 
连 在 圆柱 上 ,然后 绕 圆柱 x 图 ,让 非常 小 的 一 段 链条 目 
由 挂 着 ,整个 系统 由 静止 释放 . 求 圆柱 的 角速度 与 圆柱 
角 位 移 8 的 函数 关系 . 

解 ” 为 用 角 动 量 定理 , 先 写 出 在 癌 柱 角 位 移 6 时 系 
统 对 转轴 的 角 动 量 . 原 处 于 B 点 位 置 的 圆柱 上 的 点 现 处 
于 4 点, 原 处 于 B 点 位 置 的 链条 目 由 端 现 处 于 C 点 , 原 


处 于 B4 弧 的 一 段 链条 没有 在 角 位 移 中 得 到 补充 ,总 的 61 
结果 是 这 一 段 等 长 的 链条 自由 共 辣 ,38C=a0. 不 论 绕 在 圆柱 上 的 链条 部 分 还 是 自由 挂 着 


的 链条 部 分 都 有 相同 速率 a 0, 因此 链 共 对 轴 的 角 动 量 为 ma’9， 
所 以 -= SMe’d- ma’d=| 六 M 十 mn a20 

再 计算 系统 受到 揭 对 转轴 的 外 力矩 ,对 轩 柱 的 重力 矩 为 零 ,对 链条 的 重力 矩 等 于 对 
BC 段 链条 的 重力 矩 减 去 对 4 发 链条 的 重力 矩 


F = 一 ma 0 十 -gsing 一 psinO 


12 


对 BC 段 链条 的 重力 窍 为 
___m. , _ Mga 
Mac = 27an a0 ga orn 
对 4B 段 链条 的 重力 窍 为 
8 
Mis = | sm agacosgdy 一 Sing 
由 角 动 量 定理 
d 
= MS= Me — Ms 
1 2 5 Mgap _ maa.. 
[TM + mja’ $= DT LO ora SInL 
.， dp8. 
因为 0 二 了 9， 上 式 可 改写 为 
1 dO PE gi 
| 2»M + mlabt de= Den (0 — sin@)de 


两 边 积分 ,0 从 0 一 o;8 从 0 一 0， 


1 2 MB 
4 (AI 十 2m)aw = DT 


方 b 十 cosl 一]} 
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2 mg(0 十 2c0s0 一 2) 
加 rn 十 2m)a 


| EC 十 2cosb 一 2 
本 rn(M 十 2m)a 


此 题 也 可 用 动能 定理 求解 ,读者 可 自己 去 完成 . 

6.2.4 质量 均 为 m 的 两 个 质点 用 一 根 长 度 为 a 的 刚性 的 轻 杆 联 结 , 开 始 系 统 静止 
在 一 花 滑 水 平面 上 .在 1==0 时 ,一 力 F 作用 于 其 中 一 个 质点 ,大 小 保持 不 变 , 方 向 保持 与 
杆 答 直 ,用 角 动 量 定理 和 动能 定理 两 种 方法 求 杆 与 开始 方向 夹 角 为 8 时 的 角速度 , 

解 ”在 质心 平 动 参考 系 中 用 对 质心 的 角 动 量 定理 ， 


| 1 | |= a 
dz 92m 24 w |=F 7 
1 zdo 1 
2 Ma jr = > 
do _ FF Fi 
dt ma’ ma 

ff Ff ， 
| ap= tdt, 9 一 prmat 


0 
+ 一 |2mag 
| F 
FE J2amp_ /2Fg 
tt} = 二 
ma F ma 


在 质心 平 动 参 考 系 中 用 动能 定理 ， 


2 XX Tm| 六 ao 


2 
，_ /2F9 
6.2.5 质量 分 别 为 m 和 MM 的 质点 4 和 B, 如 质点 4 相对 
” 于 质点 B 的 角 动 量 为 J4s, 证 明 ; 在 质心 平 动 参考 系 中 ,系统 相 

对 于 质心 的 角 动 量 为 Ja 

证 明 J a8 二 raB Xmvas， 其 中 vas 是 A 相对 于 B 的 速度 . 

图 6. 20 中 ra 表示 质点 4 对 B 尽 的 位 拓 ;PT4Csrac 分 别 表 示 
质点 A、 质 后 B 对 C 点 的 位 天 ,C 为 质心 ， 


raB 一 rac 十 《一 rac) = rac ~— rBc (1) 


2 
一 下 ay 


图 6. 20 


上 式 两 边 对 上 求 导 ， 


UaAB 一 ic 一 BC 
由 质心 的 定义 ， 
mrac 十 Mregc = (m+ M)rcc=0 (2) 
上 式 rcc 表 示 在 固 连 于 质心 平 动 参考 系 的 以 质心 为 原点 坐标 系 中 质心 的 位 和 失 ,rcc 二 0. 
由 式 (1)、(2) 两 式 可 得 
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» MM mn 
A mM 8 rac 一 m+-M’” 
在 质心 平 动 参考 系 中 ,系统 对 质心 的 角 动 量 为 
Jc= rac X mvac 十 rac X Mac 
m 


M 
+MY me m+ X Mo 


MM 
一 rip X rv 一 Vpc) 


一 re X myas) = i 

6. 2.6 在 赤道 无 风 带 有 一 稻 因 无 风 而 停 着 的 船 .船长 决定 将 m= 二 200kg 的 锚 升 到 长 
/一 20m 的 榴 杆 项 上 的 权宜 之 计 使 船 运动 , 船 及 其 负载 (不 包括 锚 ) 的 质量 M==1000kg, 问 : 

(1) 船 为 什么 能 开始 运动 ? 

(2) 说 明 船 癌 哪 个 方向 运动 ? 

(3) 锚 升 到 榴 杆 顶 后 船 的 运动 速度 多 大 ? 

解 〈1) 由 于 地 球 的 自转 ,地 球 不 是 严格 的 惯性 参考 系 , 仍 把 地 心平 动 参考 系 视 为 惯 
性 参考 系 ,地 球 绕 地 轴 以 目 转角 速度 wo 转动 ， 

当 销 在 柳 杆 上 升 到 z 高 度 时 , 船 对 地 心平 动 参考 系 的 转动 角速度 设 为 w (x). 

考虑 以 角速度 w (z) 绕 地 辅 转 动 的 参考 系 , 在 此 参考 系 中 , 船 是 不 动 的 . 当 锁 在 升 至 z 
高 度 时 的 速度 为 v (x) 时 , 它 受到 的 科 里 奥 利 力 为 一 2mw (zx) Xv (z), 这 个 力 竹 直 于 ww , 因 
而 也 与 析 杆 垂直 . 锚 在 此 方向 无 运动 , 故 科 氏 力 必 与 杆 对 锚 的 作用 力 大 小 相等 .方向 相反 ， 
锚 对 杆 的 作用 力 与 一 2mw (z) xm (z) 相 等 .在 锚 对 杆 的 这 个 力作 用 下 , 船 会 在 这 个 方 回 获 
得 速度 的 增 量 , 这 就 说 明 原 来 对 地 球 静 止 的 船 会 开始 运动 (考虑 z 一 0,w (xz) 二 wo). 

(2) 船 运动 的 方向 就 是 力 一 2mw (zx) Xv (xz) 的 方向 ,w (x)/ wo, 在 赤道 , 取 坐 标 轴 固 
连 于 对 地 心平 动 参考 系 绕 地 轴 以 w (z) 角 速度 转动 的 参考 系 ,z 轴 疝 上 ,zx 轴 问 北 ,y 轴 辣 
西 . 

WwW (TXT) = wri, vrX) = v(rOKk 
一 2mw (zx) Xv rz)=— 2mw(r)i X v(x)k 
= 2mw(r)v(r)J 

船 将 向 西 运动 ， 

(3) 用 地 心平 动 参考 系 . 它 是 惯性 参考 系 , 在 锚 沿 术 杆 升 起 的 过 程 中 ,只 在 沿 杆 的 方 
向 受到 外 力 (地球 对 船 和 锚 的 引力 和 水 面 的 支持 力 ) 如 锚 上 升 的 速度 不 恒定 ,这 个 外 力 《 合 
力 ) 不 为 零 , 但 它 通 过 地 轴 , 对 地 轴 的 力 窍 为 零 . 

用 对 地 轴 的 角 动 量 守 恒 计 算 锚 升 到 术 杆 顶 后 船 的 运动 速度 (对 地 球 ). 先 算 船 对 地 心 
平 动 参考 系 的 角速度 o . 设 地 球 半 行为 RR， 
[AR + mR 二) = (M+ mR oo 
CM + m)R: ,， 

MR: 二 m(R 二 I 
_ (CM + mR’ jy 
CM + mR 2mRI+ mi: 


Cw 
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(M 十 m)})R’ 
2ml + mel: | 
(M 十 m)R (M + m)R: 


wo 


CM 十 m)R| 1 十 


oml 
~ [1 ER" 
船 对 地 球 的 运动 速度 为 


7 一 Re 一 on 一 一 一 2 


Mim 


2 x 200 XxX 10° X20 _ 、 2r 
24 X 3600 


_ 一 4 
1000 X 103 十 200 XxX 10’ 4.85 X 10 “m/s 


V<0 说 明 船 的 速度 是 回 西 的 ， 

6. 2.7 分别 考 虑 地 球 -月 球 系统 和 火星 -火星 的 一 个 卫星 系统 ,为 简单 起 见 ,考虑 每 
个 系统 时 不 考虑 它们 与 其 他 星体 之 间 的 相互 作用 . 月 球 绕 地 球 的 运动 比 地 球 的 自转 慢 得 
多 ,而 火星 的 一 个 卫星 绕 火 星 的 运动 比 火星 的 自转 快 , 哪 种 情况 卫星 引起 行星 上 的 潮汐 使 
卫星 ,行星 之 间 的 距离 增加 ,而 另 一 种 情况 距离 减少 ? 

解 ” 考 虑 地球 -月 球 系 统 , 月 球 在 地 球 表 面 引 起 的 潮汐 产生 的 摩擦 力 由 于 月 球 绕 地 球 
的 运动 比 地 球 的 自转 慢 , 其 产生 的 对 地 球 中 心 的 力矩 将 使 地 球 的 自转 角速度 变 慢 ,这 是 在 
地 心平 动 参 考 系 用 角 动 量 定理 得 到 的 ,这 个 参考 系 是 转动 非 惯 性 系 , 需 考虑 科 里 奥 利 力 ， 
也 不 影响 得 出 这 个 结论 . 因为 潮 涨 潮 落 的 影响 正好 抵消 ， 

现 用 质心 平 动 参考 系 考虑 地 球 -月 球 系 统 , 这 个 参考 系 是 惯性 系 , 在 发 生 潮汐 时 ,相互 
作用 力 是 内 力 , 系 统 对 质心 的 角 动 量 守 恒 . 

设 re、rn 分 别 是 地 球 和 月 球 的 半径 ,m、M 分 别 是 月 球 和 地 球 的 质量 ,0 是 地 球 的 日 转 
角速度 ,w 是 月 球 绕 地 球 的 转动 角速度 ,w 与 方向 一 致 ,月 球 绕 地 球 转 动 时 始终 是 同一 
个 半球 面 朝向 地 球 , 可 见 月 球 也 有 自转 ,自转 角速度 为 一 w. 设 RR 是 地 球 月 球 两 中 心间 的 
距离 . 


地 球 对 系统 质心 的 角 动 量 为 
2 ， ， m : 
J. = Mrin + M| — 2 jjR | w 
月 球 对 系统 质心 的 角 动 量 为 
2 2 _M ,| 
jj 二 一 Mr mt 十 m| — 十 TR | cu 
因 为 J 十 Jm 二 常量 
2 2 mM 2 2 2 _ 
SMriQ 十 ry = Mr w 二 常量 
国 ”之 mr 比 -4jR’ 小 得 多 ,上 式 可 近似 为 
4 2 mM 2, 
FMrnN+t i MR" = 第 量 (1) 


在 质心 平 动 参考 系 中 对 月 球 用 质心 运动 定理 , 月球 中 心 离 系统 质心 的 距离 为 一 人 7R， 
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mM R:’ 
用 式 (2), 式 (1) 可 改写 为 
2 NA GR 
5 Mr 十 mM 二 让 一 常量 (3) 


式 (3) 中 村、m、re、\G 均 为 渭 量 ,0 减 小 ,R 增 大 才能 保证 式 (3) 成 并 . 

结论 是 对 于 卫星 绕 行 星 的 转动 角速度 比 行星 的 上 自转 角速度 乙 ( 如 地 球 -月 球 系统 的 情 
况 ) ,潮汐 将 使 卫星 和 行星 间 的 距离 增 大 ,而 对 于 火星 卫星 (卫星 绕 火 星 转 动 角速度 比 火 星 
自转 角速度 快 ) 情 况 相 反 ,潮汐 将 使 它们 之 则 的 距离 减 小 . 


6.3 质点 系 的 动能 定理 和 机 械 能 守恒 定律 


6. 3.1 一 系统 由 两 个 轮子 . 杆 OO: 及 其 平行 杆 4B 组 成 ,轮子 半径 为 ”质量 为 Mi， 
均匀 分 布 于 边 绿 ,O1O， 连接 于 两 轮轴 上 ;A4B 杆 与 固 连 于 轮子 的 04.O:B 饮 接 ,OO0; 杆 


及 4B 杆 质量 均 为 Mi,Oi4.O:B 长 为 ,质量 可 以 不 计 . 车 在 图 6. 21 所 示 位 置 时 ,轮子 
在 直线 轨道 上 做 纯 滚动 ,轮轴 的 速度 为 vo, 求 此 系统 的 动能 . 


图 6. 21 
能 ”两 轮子 质心 的 速度 均 为 v。, 由 纯 滚动 条 件 得 两 轮子 围绕 其 质心 的 转动 角速度 均 
为 %= 字 ,用 柯 尼 希 定理 ,两 轮子 的 动能 之 和 为 


2 XX $M 十 FM (rw)? |= 2M vo 


0,0, 杆 各 点 的 速度 均 为 vo,O10s 杆 的 动能 为 了 Ma 
AB 村 上 阁 点 也 有 相同 的 速度 ,因而 AB 杆 也 做 平 动 , 考 


B 
虑 BB 点 的 速度 , 它 由 两 部 分 组 成 :一 部 分 是 跟随 0; 做 平 动 的 1 ES 
速度 ve( 沿 水 平方 向 ); 另 一 部 分 是 围绕 O: 点 做 角速度 为 w 转 六 ro= 立 


动 的 速度 广 rw 一 二 w, 如 图 6. 22 所 示 . 
AB 杆 的 动能 为 图 6. 22 
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im,| [vw 十 vocos| 向 一 9 | 十 | 二 ousin 了 p | 入 六 Mi| > 
整个 系统 的 动能 为 
T= 2Miwvws 十 Me? 十 六 NM。 


a 十 vtsing 


> 十 vising| 


一 = vi[16M, 十 M;,(9 十 4sin9) ] 


6. 3.2 质量 均 为 m 的 两 质点 被 一 原 长 为 人 劲 度 系 数 为 的 弹 筑 连 接 , 原 在 光滑 的 
水 平面 上 处 于 静止 ,在 t==0 时 ,一 个 质点 受到 一 个 垂直 于 弹簧 方 癌 的 冲 量 了 ,假定 在 以 后 
的 运动 中 弹簧 始终 沿 着 两 质点 的 连 线 ( 即 不 弯曲 )， 

(1) z 时 刻 两 质点 的 总 能 量 与 总 动量 多 大 ? 

(2) 质心 速度 和 相对 于 质心 的 总 角 动 量 为 何 值 ? 

(3) 若 m 二 lkg,k 二 1N/m,l 二 1m,1 一 1IN。，。s, 冲 量 作 用 后 的 运动 过程 中 ,两 质点 之 间 
的 最 大 距离 多 大 ? 

(4) 两 质点 的 最 大 瞬时 速率 多 大 ? 

解 〈1) 在 以 后 运动 过 程 中 ,系统 的 机 械 能 和 动量 均 是 守恒 的 , 均 为 :=0 时 的 值 ， 


所 以 ETm| 工 | -二 


(2) ve 二 也 一 汪 
在 质心 平 动 参考 系 中 ,系统 对 质心 的 角 动 量 守 恒 ， 
Jc 一 厄 xmm 革 一 去 |+ 世 xm[o 一 | 一 去 |]= 二 7 


m 2m 2 2772 
如 t==0 时 ,受到 冲击 的 质点 对 质心 的 位 天 方 同 单位 矢量 为 i, 冲 量 I 方 向 的 单位 矢量 为 j， 
则 Jc 党 天 的 方 网， 
(3) 在 质心 平 动 参 考 系 中 , 任 一 质点 的 机 械 能 守恒 ,对 质心 的 角 动 量 守 人 恒 ， 
用 极 坐 标 系 ,考虑 一 个 质点 ， 
[ 
一 各 | 


=— k(2r — /1) =— 2k 


v= x2r—t) =2 -一 二 | 

A 
因为 人 

a 


当 两 质点 之 间 的 距离 达 最 大 时 ,一 广 i,7 一 0, 代 入 上 式 , 即 得 最 大 距离 /= 满足 的 方程 : 
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mkls 一 4mklls + mpl 一 I 十 7202 一 0 
代入 和 和 了 的 数值 后 ,om 满足 的 方程 为 
2im 一 4m 十 如 十 1 一 0 
因 i, 的 偶 次 帘 的 系数 之 和 等 于 is 的 奇 次 区 的 系数 之 和 的 负 值 ,可 见 必 有 各 一 1 的 因子 ， 
其 实 从 上 述 方程 也 是 距离 取 极 值 的 方程 .上 =0 时 就 是 处 于 极 值 的 情况 ,由 此 可 得 出 结论 : 
(1 一 1)(2 有 一 2 太一 一 1) 王 0 
lm 二 1 显然 是 一 个 极 小 值 ,所 以 最 大 距离 满足 的 方程 为 
21$ 一 202 一 人 一 1 一 0 
下 面 用 牛顿 法 求 上 述 方程 的 根 ， 
f(x)= 2x7 3 — 2Xx*—Xx—]1 
户 (z) 一 6 太一 4 一 1 


X41 二 wh 一 fe k= 1,2,3,° 
取 z= 二 1.5， 
zy 一 1.5 一 fF = 1.5 一 人 一 1. 538 
7; 一 1.538 一 太一 1.538 一 全 经 色 10 一 1. 537 
zx, 一 1.537 一 人 53 = 1.537 一 二 82 一 1.537 


所 以 最 大 距离 为 i 二 1. 537m. 

(4) 在 静 参 考 系 中 ,系统 的 机 械 能 也 是 守恒 的 ,在 t=0 时 ,系统 的 势能 最 小 , 则 系统 
的 动能 最 大 . 此 时 ,未 被 冲击 的 质点 仍 处 于 静止 ,动能 为 零 , 受 冲 击 的 质点 的 动能 等 于 系统 
的 最 大 动能 . 自然 ,两 个 质点 的 最 大 瞬时 速率 就 是 :=0 时 受 冲击 的 那个 质点 具有 的 速率 ， 


过 
让 Vm 一 


在 以 后 的 运动 中 ,虽然 弹 赞 处 于 原 长 系统 的 动能 为 最 大 动能 的 情况 会 经 常 出 现 , 但 因 
在 质心 平 动 参考 系 中 任 一 质点 艾 有 


4 a 之 有 理 数 


y | 本 一 也 一 到 | 
质点 轨道 是 不 闭合 的 ,任何 一 个 质点 都 不 会 再 具有 二 这 个 最 大 速率 了 
6. 3.3 ”一 质量 为 xm 的 卫星 围绕 地 球 以 速度 v 在 一 半径 为 R 的 圆 轨道 上 运动 . 卫星 
突然 吸附 了 一 小 质量 bm, 这 块 小 质量 在 发 生 磁 擅 前 是 静止 不 动 的 . 求 此 卫星 总 能 量 的 改 
变量 ,并 求 这 个 新 轨道 的 长 半 轴 . 
解 ” 当 卫星 在 半径 为 R 的 圆 轨 道上 运行 时 ， 


mu GmM 


R R’ 


其 中 M 为 地 球 的 质量 
GM = Rv’ 
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吸附 静止 的 小 质量 5m 后 ,速度 变 为 


m 十 Om 

吸附 前 卫星 的 总 能 量 为 
五 一 my? 一 2 一 一 六 mm 

吸附 后 卫星 的 总 能 量 为 

，_  GMOz + Om) 

五 一 9 (Ma 十 Sz7z 也 RR 
一 py 2 — mv CO— (Om)})v’ 
-一 lm 1 十 ed 2 — mv 一 (6m)v’ 一 一 1 十 36m)v’ 
2 m 2 
吸附 过 程 使 卫星 损失 的 能 量 为 


— AE =E— E 一 六 oem 


| GM(m + om) 
并 一 一 一 一 一 一 一 一 
2a 
如 用 上 述 的 一 级 近似 式 ， 
E' = 二 (m 十 36m)v° 
则 一 二 (十 Sa)o2 一 一 全 30zz ) 
代入 GM= Rv’ 
f 加 (3) | 
由 mtdm 和 
~ lt | 1 一 5 |] R 
mm m2 
| 1 十 2 到 | 尺 
m 


在 吸附 的 那个 时 刻 ,卫星 处 于 近地点 . 

6. 3.4 ”两 根 质量 为 m\ 长 2a 完全 相同 的 均 质 杆 4B 和 BC 于 B 点 目 由 匀 接 ,在 一 区 
滑 的 水 平 桌 上 运动 . 用 两 杆 的 夹 角 29、AC 和 平面 上 固定 方向 间 的 夹 角 8 及 其 对 时 间 的 导 
数 表示 系统 在 其 质心 平 动 参考 系 中 的 动能 . 

解 ” 取 固 连 于 质心 平 动 参考 系 的 坐标 系 ,原点 位 于 
质心 ,x 轴 沿 平面 上 的 固定 方向 ,如 图 6.23 所 示 . 图 中 
E\DD 分 别 为 BC 杆 .4B 杆 的 质心 . 

ODQ= OEFE = asing 


Tp= QSlinbcosp 


A ，， ， 
9 一 地 | — 4slnbslinp 


yD 一 QSlnbcos 
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FE 一 asintcos (x 一 9) 一 一 asinOcosy 
yE 一 一 asindsin(x — 9) 一 一 asindsing 


BO 与 z+ 轴 的 夹 角 为 p 一 ,BA 与 xz 轴 的 夹 角 为 一 5 十 9 十 9,BC 与 工 轴 的 夹 角 为 


一 广 十 9 一 0， 


在 质心 平 动 参考 系 中 系统 的 动能 为 


= 方 加 ( 季 十 训 ) 十 方 ， 志 m(24)?wh 


12 
十 二 mr( 得 十 误 ) 十 二 十 mm(2a)zo 了 
2 2 12 
zp= acosbcosp 0 一 asinbsinp 9 
yp= acosbsinp 0 十 asinbcosp 9 
ZEFE 一 一 CCcosCcosym pb 十 asin0sing 9 
ys 一 一 acosbsinp 0— asinbgcosp 9 


1 
了 一 sma’[ (1 十 3cos20)8 十 (1] 十 3sin20) , 


6. 3.5 两 个 质量 均 为 m、 速 率 均 为 的 粒子 做 斜 碰 ， 
如 图 6. 24 所 示 ， 
(1) 求 质 心平 动 参 考 系 的 速度 V ; 


(2) 将 在 质心 平 动 参考 系 中 的 总 能 量 与 在 静 参 考 系 中 “ 
的 总 能 量 进行 比较 . 图 6. 24 
解 ” 生 碰撞 时 取 为 时 间 的 零点 , 则 上 0 时 ,am 两 
粒子 的 位 天 为 
站 一 utl 
r, 一 一 2Ut(coslbi 十 Sin0 7 
质心 的 位 天 为 
六 .一 站 本 村 和 + 2 一 六 Cr 十 rz) 


一 Fut[ (1 一 cosOo)i 一 singo 让 


(1) 质心 平 动 参考 系 的 速度 也 即 质心 的 速度 
Y 一 六 一 六 xz[G 一 coOsO)i 一 sin0 7 | 
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(2) 在 静 参 考 系 | 系统 的 能 量 为 
一 一 9 niu 十 9 dA! -一 Pu 


在 质心 平 动 参考 系 中 两 粒子 的 速度 分 别 为 


v= —V=uD— zu[ (1 一 coOsSO)i — sing 


2 


zu[ (1 十 cosO)i + sing,/) 


v= i, —V=— ul(cosOoi + sing0j) — zu[ 0 一 cosbo)r 一 sinboy | 


-一 一 地 u[ (1 十 cos00)i 十 sin007 


在 质心 平 动 参考 系 中 系统 的 能 量 为 


FE’ = Liv’? 十 mavy 一 mus 十 cos0,) 


2 
比较 五 与 五 ， 


E’' = pe 十 cos00)E 


6. 3.6 一 个 质量 为 M ,半径 为 尺 的 习 质 圆柱 体 置 于 光滑 的 水 平面 上 ,可 绕 其 坚 直 的 
对 称 轴 自由 转动 ,两 个 质量 均 为 m 的 质点 ,用 长 度 均 为 a 的 不 可 伸 长 的 轻 绳 连接 在 圆柱 
底部 的 一 条 直径 两 端的 钧 子 上 ,将 绳子 按 顺 时 针 方向 完全 绕 在 圆柱 体 上 ,再 用 钩子 将 两 质 
护 直 接 挂 在 圆柱 体 上 .证明 :整个 系统 不 论 以 什么 角速度 绕 对 称 轴 道 时 针 转 动 时 , 先 让 直 
接 钩 住 质点 的 两 钩子 脱钩 ,只 要 绳子 长 度 合 适 , 当 绳子 完全 展开 时 再 让 直径 两 端的 钩子 脱 
钩 ,圆柱 体 剖 将 停止 转动 . 求 强 长 a 与 m、M.、R 的 关系 . 

证 明 对 于 贺 柱 体 与 两 质点 组 成 的 系统 ,对 圆柱 的 对 称 轴 角 动量 守恒 , 绳子 在 光滑 的 
水 平面 上 展开 ,重力 与 水 平面 的 支持 力 相 抵消 ,机 械 能 守恒 . 

议 开 始 两 质点 相对 于 圆柱 静止 时 系统 的 角速度 为 wo, 完 全 展开 时 圆柱 体 停 止 转动 ， 
质点 的 速率 为 v. 则 由 上 述 的 角 动 量 守恒 和 机 械 能 守恒 ,可 列 出 下 列 两 式 : 


| FMR: 十 2mR? | cu 一 2mva 


|] | 2 2| 2 1 2 
二 | MR 十 2mR |% = 2 X 7 MV 
注意 : 写 上 述 第 一 个 式 子 时 涉及 对 “绳子 完全 展开 ”的 理解 ,绳子 完全 展开 应 理解 为 绳子 刚 
处 于 与 圆柱 体 完 全 不 缠绕 的 状态 ,如 图 6. 25 所 示 . 


i | 
(:) 


图 6. 25 


3 — 忆 
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9ma’ 一 mM 十 2m | R’ 


1/2 
Q 一 | 过 十 名 名 | k 


2 m 
与 ww 无关, 说 明 只 要 4 与 Mm、R 满足 上 述 关 系 ,不 论 wo 多 大 ,完全 展开 后 ,圆柱 将 处 于 
静止 状态 ,此 时 使 绳子 脱钩 ,圆柱 就 可 保持 静止 . 
6. 3.7 在 光滑 的 水 平 桌 上 ,有 两 个 质量 为 m 的 质点 ,用 一 根 长 度 为 a 的 不 可 伸 长 的 
轻 强 相连 结 . 两 质点 原先 静止 ,绳子 处 于 拉 直 状态 ,t= 二 0 时 ,给 一 个 质点 垂直 于 绳 的 冲 量 


7. 求证 此 后 两 质点 做 旋 轮 线 运动 ,该 质点 与 另 一 质点 的 能 量 之 比 为 cotz| 二 


2ma 
证 明 取 固 定 坐 标 系 087 ,原点 位 于 开始 时 两 质点 系统 的 质心 ,开始 两 质点 位 于 《 轴 
上 ,6 一 六 a 的 那个 质点 于 t 一 0 时 受到 冲 量 7, 沿 工 的 方向 取 7 轴 


取 动 坐标 系 cxy, 原 点 总 取 在 质心 c, 动 坐标 系 随 质 心 做 平 动 ,x、y 轴 分 别 与 <.7 轴 平 
行 (y 轴 与 7” 轴 重合 ). 


长 ,每 个 质点 均 绕 质心 做 与 速率 为 周 运 芝 
给 两 个 质点 标号 , 受 冲击 的 为 质点 1 , 另 一 个 为 质点 2. 


。 . I 。 。 
tf 一 0 时 ， 6€j0 二 0， Wo 二 ， €20 二 N20 二 0 


2m 


. . . . 7 
5c = 6co 一 0， Yc = co 二 om 
.7 
Yi0 = Mio Li mm 9m 


在 质心 平 动 参考 系 中 ,两 质点 围绕 质心 做 半径 为 广 4 的 匀速 率 圆周 运动 的 角速度 为 


,2/1 .LL/1l1,_ Lt 
“= m9/ go om/ 2 7 ma 


根据 以 上 所 述 ,t 时 刻 两 质点 的 位 置 如 图 6. 26 所 示 ， 
1 it 


l 
|] 二 一 QCOSWt 一 一 QCOS|1 一 


2 2 ma 


了 1 ， | | 
一 7 十 2 QSI 一 
1acos| 于 
5 一 一 2 ACOS | 7 
一 277? 2 “ ma 


两 质点 的 运动 学 方程 已 表明 两 质点 均 做 旋 轮 线 运 动 . 


力学 (上 册 ) 


* 390，。 
I lt 
5; 一 一 pm sin | m0 
了 I 二 
4 2m 下 om ma 
1 . [lit 
$2 = om ma 
SL Lo 
和 一 2 2m ma 
两 质点 的 能 量 之 比 为 
1 A 2 2 
E, 7 KKSI 十 71) ‘| eo 
= = cot 
27770 


2 pA 十 3) 
6. 3.8 ”两 个 质量 均 为 m 的 质点 , 连 在 一 根 长 /质量 可 忽略 不 计 的 刚性 杆 的 两 器, 该 
系统 在 光滑 水 平面 上 以 质心 速度 为 v 、 角 速度 为 (其 方向 王 直 于 运动 平面 ) 运 动 时 ,其 一 
端的 一 个 质点 与 男 一 个 质量 也 为 m 的 静止 质点 做 完全 非 弹性 碰撞 ,碰撞 时 运动 的 质点 的 
速度 方 回 与 质心 的 速度 方 回 相反 . 求 ， 
(1) 碰撞 以 后 的 角速度 ，; 


(2) 在 碰 措 中 损失 的 机 械 能 . 
解 (1) 磁 撞 后 三 个 质点 构成 的 系统 的 质心 速度 为 


(omv) 二 和 


“CT 3m 


质心 位 于 离 质量 为 2m 的 质点 -57 处 
碰撞 前 后 系统 的 运动 情况 如 图 6. 27(a)、(b) 所 示 . 


图 6. 27 
碰撞 过 程 系统 对 任何 固定 点 的 角 动 量 都 是 守恒 的 . 考虑 对 碰 后 瞬时 质心 所 在 点 的 角 
动量 守恒 , 设 磁 后 的 角速度 为 2, 则 
ll 


和 


可 得 0Q= 
(2) 碰撞 前 系统 的 机 械 能 为 
ki = x 2mv 二 2X lm pd (ww = mv 十 Teo 
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碰撞 后 系统 的 机 械 能 为 
,= py X 3m| 0) 十 lm| 24) 0 十 py X am| 二 | 0 


3 
4 


碰撞 过 程 中 系统 损失 的 机 械 能 为 
1 


— AE = Ei— Es = mv -eml Ce fwv) 


说 明 ;完全 非 弹 性 碰撞 并 不 意味 着 碰撞 的 两 个 质点 烙 在 一 起 ,我 们 上 述 的 计算 是 考虑 
粘 在 一 起 的 ,如 不 粘 在 一 起 ,(1) 问 的 计算 仍 有 效 . (2) 问 的 计算 ,E; 应 改 为 
1 2 2 ‘ 1 2 
FE, = Tm 7 十 210| 十 一 7 av 


2 2 
代入 呈 值 ,经 计算 可 得 


mv 十 em (342 十 4iwv) 


lg] 
一 x 2 


五 ， 一 mv 十 Toml C3lo 十 4cwv) 


结果 是 一 样 的 . 这 不 奇怪 ,因为 碰 后 瞬时 ,三 个 质点 的 速度 两 种 情况 没有 区 别 . 再 以 后 ,两 
种 情况 的 运动 状况 是 有 所 不 同 的 

6.3.9 质量 均 为 m 的 两 个 质点 用 长 度 为 4a 的 不 可 全 长 .不计 质量 的 绳子 连结 , 开 
始 两 质点 均 以 与 连 线 相 垂直 的 速度 v 在 光滑 的 水 平面 上 运动 ,两 质点 轨道 间距 离 为 4a. 
突然 遇 到 一 个 直径 可 忽略 的 光滑 钉子 ,此 时 钉子 距 质 点 1 的 距离 为 a. 若 以 后 两 质点 在 相 
反方 向 转动 时 不 相 碰 , 问 在 以 后 的 运动 中 : 

(1) 质点 1 离 钉 子 的 最 大 距离 多 大 ? 

(2) 质点 1 离 钉 子 最 大 距离 时 强 子 张力 多 大 ? 

解 (1) 根据 两 质点 系统 机 械 能 守恒 和 两 质点 各 自 为 系统 分 别 对 钉子 这 个 固定 点 的 
角 动 量 守恒 ,有 

记 m( 闪 十 7 人 HD) 十 福 训 ( 训 十 7 人 3) 一 2 X mat 


mri@ 一 一 mva 


mrig, 一 3mva 
绳子 不 可 伸 长 ， 
r] 十 7 一 4a 
在 质点 1 离 钉 子 最 大 距离 时 ,rl 二 0. 
由 后 四 个 式 子 消去 第 一 个 式 子 中 的 让、72、r2o、9r 和 go, 得 mm 满足 的 方程 为 
jx 一 Barjmax 十 llar?max 十 4asrimx 一 8a*=0 
由 益 代 法 或 牛顿 法 可 得 
rimax 一 1.653a 
(2) 质点 1、 质 点 2 的 径 问 运动 微分 方程 为 


m (7 -一 0 ) 一 一 了 


。 392 。 力学 (上 册 ) 


m (7r, — stp ) 二 一 了 
两 式 相 加 ,考虑 到 ri 二 rr,=4a 和 角 动 量 守 恒 ， 


. | 2 2 2。2 
1 一 mrig 十 /0 ) 一 Sm|® 7 十 da v | 


nl (4a 一 六 
代入 六 =mrmax 一 1.653c, 即 得 所 要 求 的 绳子 张力 
1 一 0.459 mv 
a 


6. 3. 10 质量 为 M、 半 径 为 a 的 半球 ,其 底面 放 在 光滑 的 水 平面 上 . 有 一 质量 为 m 的 
质点 治 此 半球 下 请, 初始 位 置 与 球 心 的 连 线 和 铬 垂 线 成 c 角 , 系统 开始 是 静止 的 , 求 质点 
绕 球 心 的 角速度 . 

解 ” 取 图 6. 28 所 示 的 z 轴 沿 水 平方 同 , 且 是 
m 与 球 心 所 在 的 竖 直 平面 与 水 平面 的 交 线 ,原点 取 
在 开始 时 球 心 的 位 置 . 当头 滑 到 与 球 心 的 连 线 与 铅 
垂 线 成 2 角 时 ,半球 移动 了 x. 

由 于 水 平方 向 未 受 外 力 ,m、M 系统 的 质心 的 z 
坐标 XC 不 变 ， 

Mz 十 zx 一 asin0) 一 (1 十 MD)zc = 常量 


MZzi+ m(z— acos00) 一 0 


nd 


m+ M 


cos60 


二 


由 机 械 能 和 守恒， 


Mi 十 广 [( 它 一 a0 cos0)’ + (asing)?] + mgacos = mgacosa 


FM 十 za) 之 2 十 ma — ma rcos0 = mpgalcosa 一 cosD) 
代入 xz, 解 得 


Ro S(cosa 一 cosO 


一 一 -4 cos20 
2 2(m 十 MM) 
日 coOsa 一 COSV | 
4 m2? 
1 万 十 NMOS 0 


6. 3. 11 一 根 长 为 2a 不 可 伸 长 的 轻 绳 ,中 点 连 着 一 个 质量 为 M 的 质点 ,两 端 各 连 一 
个 质量 为 mx 的 质点 ,在 一 光滑 的 水 平面 上 成 一 正好 拉 直 的 直线 . 给 M 一 个 垂直 于 绳 的 水 
平 初速 v. 证 明 ; 若 时 间 r 以 后 两 端的 质点 发 生 碰 撞 时 ,质量 为 M 的 质点 从 开始 位 置 位 移 


Mvurt 二 2ma ,.、 、 a mMiv 
证 明 v= 


M+-2m 
(27 + M)z. = Mz 十 2mz, (1) 
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图 6. 29 


zl\za 分 别 表示 M 和 两 个 mx 在 t 时 刻 的 位 置 ,如 图 6. 29 所 示 ， 
碰撞 时 刘 一 TI， 


Ze 一 Ver 一 


将 碰撞 时 刻 的 X12 各 Xe 值 代入 式 () , 
Mvrt = (M+ 2m)6 — 2ma 


b= ye D7 -一 一 一 一 (for 十 2ma) 
在 刚 要 碰撞 时 ， 
， Mv 
TX] 一 TX» OO Uc M 十 om 
机 械 能 守恒 ， 
RM 十 2[ m2 十 好) 一 Mv 
将 式 (2) 代 入 上 式 , 解 出 y2， 得 
+ 2 M 2 
2 一 M 十 om 
因 为 如一 asin0， 六 一 acosbb 
1 a5: Mv 2 Mo 
a 2 十 2zz ~ (M+2m)a’ 
动量 汉 己 
Mz 十 2772.T， —— Mov 
着 为 TX, =X — acosy, ,二 十 asin9 0 
式 (3) 改 写 为 
CM 十 2m)z) 十 2masing0= Mv 
上 式 ,两 边 对 上 求 导 ， 


(Cj 十 27) 十 2masin90 十 omacos00 一 0 


Mv 


在 碰撞 时 ,0 一 0,9 一 17 了 0-jzi 代入 上 式 ,可 得 磁 擅 时 的 交 , 为 
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(2) 


(3) 
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mMv’ 
(M 十 2m)’a 
Mi 一 一 2T 
1 ,,.. mM’v’ 
{= MT 7 M+ 2m)ia 
6. 3. 12 一 质量 为 M、 半 径 为 R 的 重 星 以 速度 V 通过 质量 密度 为 6 的 非常 稀薄 的 气 
体 , 由 于 它 的 引力 场 , 重 星 将 吸引 迎面 接近 它 的 气体 分 子 , 并 将 它 俘 获 在 表面 上 ,相对 于 
V ,气体 分 子 的 热 运 动 可 以 忽略 ,气体 分 子 间 的 相互 作用 力也 可 以 忽略 不 计 . 求 星体 在 此 
刻 受 到 来 目 气体 分 子 的 阻力 . 
解 ” 取 /上 时 刻 的 星体 为 参考 系 ,气体 分 子 在 无 穷 远 处 以 一 Y 的 速度 网 星体 运动 ,在 星 
体 引 力 场 的 作用 下 ,气体 分 子 的 轨道 如 图 6. 30 所 示 . 


~ 4 


图 6. 30 


设 刚 能 被 星体 俘获 的 气体 分 子 的 瞄准 距离 为 5, 刚 能 被 俘获 的 这 个 分 子 被 俘获 前 的 
速率 为 v, 由 角 动 量 守 恒 


本] 一 一 


vR = 6bV (1) 
由 机 械 能 守恒 , 设 m 为 气体 分 子 质量 ， 
Tm 一 TRE = mV (2) 


由 式 ()、(2) 两 式 消去 v, 解 出 


式 中 的 V 是 i 时 刻 重 星 的 速率 ,V 的 方 同 同 有 ， 
星体 受到 的 气体 阻力 等 于 单位 时 间 俘 获 的 气体 分 子 的 动量 ， 


_dP | zz2TYA 二 (一 V) 

dt Ano Ar 

2 A | 2 2 
nob VV ve VV“ 十 页 V 


这 是 重 星 在 速度 为 V 时 受到 的 气体 阻力 . 
方法 二 ;作为 变质 量 质 点 的 运动 问题 , 取 重 星 为 本 体 ,m 表示 星体 的 质量 , 它 是 : 的 函 
数 ( 在 方法 一 中 和 | 银 混 消 )，. 
ca 一 


一 - _ 一 -一 ~ 《1 
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这 里 取 静 参考 系 ,u 是 微粒 (气体 分 子 ) 的 速度 ,一 0,F” Fe 分 别 是 作用 于 本 体 和 微粒 的 
外 力 ( 对 本 体 和 微粒 组 成 的 系统 ) , 均 为 零 ， 


GML _- 2 
dr = pao"V 
重 星 所 受 的 阻力 为 
F=m yr Fs (Vo) 一 7 一 一 pAxb’V 


代入 方法 一 中 解 得 的 如 二 | | | 十 252| ， 
F =~ rpR’ | Ts 十 2 


6.4 两 体 问 题 


6. 4.1 两 颗 星 的 质量 分 别 为 M 入 ,相距 为 4, 两 星 绕 着 不 动 的 质心 做 圆周 运动 . 

两 颗 星 近似 为 质点 ,质量 为 M 的 星 发 生 爆炸 ,损失 质量 AM, 爆 炸 是 瞬时 的 、 球 对 称 的 ,对 

残余 体 的 合力 为 零 ,爆炸 时 对 另 一 颗 星 无 直接 作用 .证明 : 当 AM 达 5 CM 十 m) 时 ,余下 的 

双星 系统 的 运动 仍 是 有 界 的 . z 
证 明 方法 一 ,用 m 星 平 动 参考 系 ,M 星 的 质量 改 为 折合 质量 x 二 - 开 47, 做 半径 为 

4 的 圆周 运动 , 设 角速度 为 ,由 牛顿 运动 第 二 定律 


j= /m+ M) 
a 
M 星 发 生 爆 炸 后 ,对 静 参 考 系 来 说 ,m 星 的 速度 没 变 ,M 星 的 残余 体 的 速度 也 没 变 
可 是 双星 系统 的 质心 位 置 变 了 ,系统 的 质心 速度 不 再 为 零 
m、M 两 星 距 原 质心 的 距离 分 别 为 二 和 7d 和 


二 27dm、M 两 星 对 静 参 考 系 的 速度 分 别 为 = 人。 


md 
和 一 二 到 它们 也 是 MM 星 爆 炸 后 瞬时 m 星 和 MM 性 


残余 体 对 静 系 的 速度 . 如 图 6. 31 所 示 . 
由 质心 的 定义 ,新 质心 C 的 速度 vc 由 下 式 确定 : 


M AM 
(CM — AM + m)ve = m| i 一 (Ad 一 AM)| — a | 一 2 yd 
AM m 
zc 二 到 二 AM 二 而 n+iM™ 


以 下 采用 新 的 质心 平 动 参考 系 . 
M 星 残余 体 的 速度 为 
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，， md md 
v= MM ( ve) NM TY 
m AM 77? 
= n+ Mt HAMTm MAMTm 
M 星 残 余 体 的 动能 为 


(M— AM md 
求 M 星 残 余 体 的 势能 如 下 ， 


Fo Gm(M 一 AM) 


< 


其 中 + 是 mm 星 和 MM 星 残余 体 间 的 距离 , 需 将 FF 表 成 残余 体高 质心 的 距离 xr 的 泪 数 ， 
M 


Fi 一 一 


_ M— AM+m, 


Mm 


M—AM+m ’ 


FF GmiM— AM) 
(MAM + mr 


六 3 _ 
(7 = 一 | Fdr! — _Cm CA 一 AM) 


(M 一 AM 十 了 2) 和 
在 爆炸 后 的 阴 时 ,一 太一 ANT 此 时 


mi Cd 一 Al) /| __ Gm(M— AM) 
CM--AM+m): M—AM+m (AM 一 AAA + m)a 
M 星 残 余 体 的 总 能 量 
.1 m2wid? Gm’(M — AM) 
ETHV TW MD A AMTm: MAM+m)d 
代入 w 一 ^/ 各 于 和 ,经 计算 可 得 
a Gm 4 一 - AM) 4 
= hr AMT AM — 3 (m 十 M) | 


M 星 残余 物 做 有 只 这 也 是 浙 的 攻 芭 系统 做 有 办 运动 的 条 件 是 E'<0, 即 


AM -- > Un 二 人 二 0 或 AM 二 pl + M) 


这 个 有 界 运动 是 对 新 的 质心 平 动 参考 系 或 对 一 个 星体 平 动 参考 系 而 言 的 ,是 指 m 星 与 M 
星 残 余 体 之 间 的 距离 保持 有 限 的 运动 . 对 静 参 考 系 这 个 双星 系统 可 一 起 运动 到 无 限 远 处 . 

方法 二 :爆炸 后 仍 用 m 星 平 动 参考 系 , 考虑 M 星 残 余 体 的 运动 ,可 直接 写 出 爆炸 后 
瞬时 的 势能 和 动能 ， 


Vy 2 AM) 


way? GmCM — AM) (m + M) 
2 AM 一 AM 十 和 (MO— AM + m)d 
m(M—AM) pa 国 2 
其 中 1 一 AND 在 M 星 残 余 体 的 折合 质量 ,wd 是 它 的 速率 . 


Gm(M— AM) 1 
E-=T+HV= 0 A TaeM ;ym + M) 
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在 m 星 平 动 参考 系 中 ,M 星 残 余 体 做 有 界 运 动 的 条 件 是 E<0, 得 AM< Cm 十 M). 

用 此 法 可 以 不 计算 w 和 V' ,因而 简捷 得 多 . 但 需 注意 计算 动能 时 别 忘 了 用 折合 质量 

6. 4. 2 ”有 两 个 质量 均 为 m 的 质点 用 一 根 劲 度 系数 为 、 未 伸 长 时 长 a 的 轻 弹簧 连 起 
来 , 静 置 在 光滑 的 水 平面 上 . 第 三 个 质量 也 为 m 的 质点 以 垂直 于 弹簧 的 速度 V 运动 ,并 射 
中 一 个 质点 粘 在 上 面 . 要 使 弹簧 拉 伸 到 最 大 长 度 为 34,V 应 多 大 ? 

解 ” 先 用 静 参考 系 考虑 碰 擅 过 程 . 因 磁 擅 是 完全 非 弹性 碰撞 ,上 且 两 碰撞 质点 粘 在 一 


起 ,质量 为 2m ,由 动量 守恒 ,该 质量 为 2m 的 质点 的 速度 为 一 广 T 


以 下 用 几 种 方法 解 : 
方法 一 :作为 两 体 问题 ,采用 质点 1( 未 受 碰 质 点 ) 平 动 参考 系 , 男 一 质点 改 用 折 谷 质 


量 ， 
2 2 
FF Tom+m 3 
由 机 械 能 守恒 ， 
二 pe 十 ?9 ) 十 Tey — a)’ = 4 一 Ly (1) 
2 2 2 8 
由 对 质点 1( 取 为 原点 ) 的 角 动 量 守 但 ， 
pr2g 一 pva = 六 pay (2) 
当 "rmax— 3a 时 ,7 一 0, 代入 式 (L)、(2)， 
9 yap 十 4ka’ 一 FA (3) 
， 1 
9ag 二 二 V (4) 


2 
从 式 (3)、(4) 解 出 了 ,并 代入 J 二 之 mm 得 


18ka” 3k 
— /3 
4 m 


y 
方法 二 :采用 碰撞 后 的 质心 平 动 参考 系 . 该 参考 系 对 静 参 考 系 的 速度 为 


v= ly 


20 十 7 十 7 3 


对 原点 (质心 ) 的 角 动 量 为 
1 1 


3m 。 一 YY 。 一 Q& 一 ayv 


6 3 9 
仍 用 > 表示 弹簧 的 长 度 ,该 质 氮 受到 的 弹簧 旋 
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F=— EkE(r—a)=—k(3r — a) 


/| yl, ll 
一 一 3kIr 3 4 到 | 六 3 4 
- 2 2 
1 / :1,, /了 上 _3 1 
VV’ = | FG )dr 7 r 3 4 > r 3 4 
最 大 伸 长 时 ， 
一 7max 一 34， 7 = rm = Sr = a 
机 械 能 守恒 
了 7 2 12 2 3 /上 上 工 Es | 
2 X 2m(r tr op) oelr 3 4 2 X 2m oY 
对 质心 的 角 动 量 守恒 ， 


2727/20 一 -may 


代入 六 一 #max 一 Q 7 一 0, 消 去 9, 解 出 


二 3a /下 
m 


方法 三 :采用 碰撞 后 的 质心 转动 参考 系 , 既 跟随 质心 平 动 . 义 随 两 质点 连 线 转动 . 用 这 
个 非 惯 生 参 考 系 ,对 于 质量 为 2m 的 质点 , 除 受 弹簧 力 这 个 真实 力 外 ,还 受到 惯性 力 : 惯 性 


高 轴 力 、 一 2m 2xr 和 科 里 奥 利 力 ,后 两 个 惯性 力 不 做 功 ,用 有 效 势能 考虑 弹簧 力 和 避 
性 离 轴 力 做 的 功 


机 械 能 (包括 动能 和 有 效 势 能 ) 守 恒 ， 
1 :12 1 2 mh Ch’? 
) (2m)r 十 » (3k) 十 oy!? » ] 2 


34 


) ] 
六 CO— a 


3 


其 中 彤 一 <Y， ae 一]5oy 


当 六 一 rs 一 a 时 ,一 0, 把 它们 及 天 一 jseY 代入 上 式 , 可 解 出 


V = 3a /2 
nm 


6. 4. 3 一 个 质量 为 m 的 中 子 以 速率 wv 与 一 个 质量 为 M 的 静止 的 原子 发 生 弹 性 磁 
撞 . 试用 静 参 考 系 和 作为 两 体 问 题 引 入 折合 质量 的 办 法 ,证 明 磁 后 原子 的 最 大 速率 为 V= 


2 


m+ Mr 
证 明 方法 一 :用 静 参 考 系 ,要 碰 后 原子 得 到 最 大 速率 只 能 是 正 磁 ， 
设 正 磁 后 中 子 的 速度 为 v' ,原子 的 速度 为 V, 均 党 v 的 方向 为 正 . 
由 动量 守恒 和 机 械 能 守恒 ， 


mv T+ MV = mv 
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1 ra lr 1  ; 
2 MV 十 MY = omv 


__2m 
解 出 V+M? 


关于 正 碰 时 原子 获得 的 速率 最 大 说 明 如 下 :将 中 子 的 碰 前 速度 v 按 碰撞 时 连 心 线 方 
加 及 其 垂直 的 方向 分 解 : 


mvy+ MV 一 7vcosb (1) 
mv | = mvsing (2) 
其 中 9 是 v 与 连 心 线 间 的 夹 角 ， 
mlvp+ v) 十 方 MV2 = Fm’ (3) 
式 (1) 的 平方 十 式 (2) 的 平方 一 式 (3) X2m, 约 去 各 项 的 MV ,可 得 
MV 二 2mvjy— mV 二 0 (4) 


用 式 (1) 消 去 式 (4) 中 的 wy ,可 得 

MV 十 265CS0 一 MV)— mV=0 
2mvcosg 
m++M 
显然 当 cosb 一 1, 即 6 一 0, 发 生 正 磁 时, 最 大 , 且 为 了 一 -2 


mM 
方法 二 ,作为 两 体 问题 . 淋 用 中 子平 动 冰 考 系 ,原子 的 质量 改 用 折合 质量 x 一 各色 7 
考虑 正 碰 , 磁 前 党 闻 的 速度 为 一 v, 闪 弹性 碰撞 , 改 用 折合 质量 后 也 有 机 械 能 守恒 , 碰 
后 原子 的 速度 为 v. 
碰 后 中 子 对 融 参 考 系 的 速度 不 再 是 v, 设 为 v' ,由 静 参 考 系 中 中 子 、 原 子 系 统 动量 守 


恒 ， 


VW 


mv' 十 ARC 十 v)= mv 

其 中 v' 十 v 是 碰 后 原子 对 静 参 考 系 的 速度 ， 
， mo—M 
“ ~ m+M 


碰 后 原子 在 静 参 考 系 中 的 速度 为 
六 一 区 十 "一 2 一 


在 方法 一 中 ,采用 静 参 考 系 ,证 明了 要 使 原子 获得 最 大 速率 必须 是 正 磁 . 在 方法 二 中 ,作为 
两 体 问题 ,要 作 这 样 的 证 明 是 困难 的 ,因为 要 求 碰 后 中 子 的 速度 ,还 得 用 静 参 考 系 . 

一 般 地 讲 ,不 受 外 力 的 两 个 质点 系统 ,如 求 与 它们 的 相对 运动 有 关 的 量 ,作为 两 体 问 
题 处 理 较为 有 利 ,如 求 一 个 质点 的 绝对 运动 有 关 的 量 , 作 为 两 体 问题 处 理 没有 优越 性 , 

6. 4.4 两 个 质量 分 别 为 mi 和 ms 的 行星 围绕 太阳 做 长 半 轴 分 别 为 ca: 和 as 的 椭圆 
轨道 运动 ,证 明 它 们 的 周期 比 为 


7 可 [SQL 二 aa 
1， Qa>2(2M 十 m1 ) 
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其 中 M 是 太阳 的 质量 . 
证 明 可 以 证 明 , 对 于 平方 反比 律 力 作用 下 的 有 心 运动 ,有 下 列 形式 的 运动 微分 方 
程 : 
7 六 一 一 or (1) 
a>0, 且 做 椭圆 轨道 运动 , 则 运动 周期 
_ ZT 3 
/20 


其 中 a 是 椭圆 轨道 的 长 半 轴 . 
今 考虑 太阳 的 质量 M 不 大 于 行星 的 质量 m, 则 取 太 阳平 动 参考 系 , 用 折合 质量 


人 取代 行星 质量 m, 行 星 的 运动 微分 方程 可 写 为 
mM .. CmM 


mM 一” 3 (2) 
将 式 (2) 改 写成 式 (1) 形 式 ， 
| M GmM G M 
mp 一 一 。 5 一 一 王 下 人 07 


把 等 号 右边 写成 一 “sr, 其 中 ga 二 GCm 十 MM) , 则 


2 元 2 
Tia 7 G+ MI 
) 1 3/2 
所 以 "1 [Gm+M) I 
27 
一 [G(s 十 MJ 


T, ms 十 |" 
T., a?(mi 十 MM) 

6. 4.5 质量 分 别 为 4m 和 m 的 两 质点 A4 和 B 能 沿 z 轴 无 摩擦 地 运动 ,两 质点 间 有 
大 小 为 kr 的 相互 吸引 力 , 其 中 是 正 值 常量 ,r 是 两 质点 间 的 距离 .上 一 0 时 ,质点 4 位 于 
Zz 二 5a 处 ,质点 B 位 于 10a 处 , 均 处 于 静止 状态 . 求 ; 

(1) 两 质点 发 生 碰 撞 的 xz 值 ，; 

(2) 在 将 发 生 碰撞 的 时 刻 两 质点 的 相对 速度 ， 

(3) 如 碰撞 是 弹性 的 ,碰撞 后 到 再 次 发 生 磁 撞 经 历 的 时 间 . 

解 (1) 取 质 点 A 参考 系 , 质 点 B 的 运动 微分 方程 为 


er kr， 有 即 人 mo 十 kr 一 0 
一 0 时 ， zi 二 54， zx2s 二 104， Xi 二 Xs 二 0， 
rr 二 X20 一 XI 二 5a， 7 二 XxX， 一 X= 二 0 
微分 方程 的 通 解 为 
7 一 (COS 二， +a 
477? 


第 六 章 ”质点 系 动力 学 
* 401 


由 初 条 件 定 出 C==54a ,a 二 0. 


7 一 DaCOs 
1 (1) 
| zy 一 ?5a Dsin 5 
由 动量 守恒 ， | 四 
由 式 (2)、(3) 两 式 解 出 | 


、， | 5k 
XI = aA|—— Ss] 
] Iams 


局 
上 
积分 上 式 , 用 初始 条 件 :t 二 0 时 ,zi 二 5a ,得 ” 
Z1 一 Da a SA si 
5 + | A 1477sm EE 
Ee 


一 Da 一 a eos 


碰撞 时 ,r= 二 0, 由 式 (1) 知 ,此 时 t=， 


自然 , 磁 拉 时 ,zz 一 zi 一 6a， 
(2) 在 将 发 生 磁 撞 的 时 刻 ,相对 速率 为 


[Xs(t1) 一 2 人 
1(t1)|= |—5 Sk 
a 种 sin| /下 ,| 
4m 
— i [sk | 3 /中 
4 2 nm 


(3) 方法 一 ;考虑 到 完 2 
虑 到 完全 弹性 碰撞 ,xs、zi 在 碰撞 后 仅 改 变 正 负 号 ,7 也 因此 改变 正 负 


号 . 式 (2) 的 定义 域 为 0 所 t&i， 
加 i <t<t 


rr 二 5C A | Sin 
上 武 对， 积分 ,积分 下 限 为 ta 一 xj 亚 , 册 
sk” 


tz 是 再 次 发 生 碰撞 的 时 刻 . 


属 


民 
加 di 一 -一 Dacos 
mm 


= | are = | Vas msin 


再 次 发 生 磁 反 时 sr 0,t=t, , 用 以 
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相继 两 次 碰撞 间 经 历 的 时 间 为 


Ar 二 1t,— t= 3 hk 5 一 “7 ch 


方法 二 :和 方法 一 不 同 之 处 仅 在 时 间 的 等 点 重新 规定 . 令 第 一 次 碰撞 时 为 :==0. 
考虑 到 完全 弹性 碰撞 .二 0 时 ,如 二 一 a 和/ 了, 写 二 一 4 二 44 和 全 计时 刻 ， 
. | 5k . | | 5k | 
Xl 二 一 a | 4) | ameos De / 
Za 一 4aal| Jcos 


再 次 发 生 碰 挤 时 ， 


:=xN 2 一 2r | EE 


6. 4.6 质量 分 别 为 m 和 MM 的 两 个 质点 分 别 连 在 一 个 原 长 为 a、 劲 度 系数 为 & 的 轻 
弹 管 的 两 端 , 开 始 两 质点 均 处 于 静止 状态 ,mm 位 于 M 正 上 方 a 处 .上 一 0 时 给 m 一 个 竖 直 
癌 上 的 速率 ", 求 以 后 任何 时 刻 两 质点 的 位 置 ， 

解 ” 采 用 M 平 动 参考 系 , 取 固 连 于 它 的 y 坐 标 , 原 点 取 在 质点 M 处 ,四 上 为 正 . 

另 一 质点 的 运动 微分 方程 为 


mM .. 
万 十 条 ?一 一 ACy 一 2) 


初始 条 件 :t:= 二 0 时 ,y= 二 a,y》 二 v, 解 得 
_ |_ mM | em+ M) | 
yy 二 a 二 vv hem + MI nt 
(m+ Mi. =— (m+ M)g 


用 静 参 考 系 , 由 质心 运动 定理 ， 
zx 轴 是 固定 的 竖 直 向 上 的 坐标 ,原点 取 在 上 一 0 时 质点 M 所 在 位 置 , 则 


ET 1 
1 一 0 H 肝 ,x。 m+ Me nV' 积 分 得 


第 六 章 ”质点 系 动力 学 


。403 。 
aa 4 kd, 11, 
“e mM m+ MM 2 
m、M 两 质 总 的 位 置 为 
MM 
Xm 一 TM 
2 Mv | miM fC 十 WA) 
+ 二 一 F8t + m+M ktm + MO nt 
加 7 
XM Xe m+ M> 


MV ] ， Mv miM ， 
m+M 28 m+MNkm+ M) AN ttm 40, 
6.4.7 质量 为 m、 带 电 伍 e 的 两 个 相同 的 带电 粒子 ,开始 相距 很 远 , 一 个 粒子 是 静止 
的 , 男 一 个 以 速率 v、 有 瞄准 距离 p==2ke*/mv” 同 静 止 的 粒子 方向 运动 . 求 质 心 系 中 和 实验 室 


参考 系 中 的 散射 角 0.、9,, 两 粒子 的 最 近 距 离 及 最 近 距 离 时 两 粒子 的 相对 速率 和 绝对 速 
率 ,其 中 是 = 给 中 的 系数 


解 ” 方法 一 :来 用 散射 粒子 平 动 参考 系 ， 


mm*m 1 
m+m 2 
_ke pa__1 ke |1 
F = 2 一 2 一 一 | 1 2 
一 m2 
2 
2he: _ 
m 
二 2ke’ oke’ 
pm mv 
1 2 1 1 2 了 2 
已 D / 9 X D 4 
TI ~ VY— ; 六: __ 
用 平方 反比 律 力作 用 下 运动 学 方程 的 公式 , 因 a<0, 用 公式 r= 一 和 人 二 2 一 


乔 
A 
Ca 


经典 力 学 》 上 册 , 强 元 党 编著 . 科学 出 版 社 . $ 4. 4) 


大 / (一 a) 
TT 1 十 ECOSH>» 


2 


7 12 一 


六 


2 


2ke’ /mv 
一 1 十 2 coso, 
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当 P92 二 0 时 ， F127 min 一 


2 
2 (1 2 ) 


m 


当 一 1 十 V2 cosHz 二 0 时 ,六 ?一 ce， 


1l pig 
一 十 一 
~/ 2 4 


0 =0,=x5— 290)| = 
由 实验 室 参 考 系 中 的 散射 角 09, 与 质心 平 动 参考 系 中 的 散射 角 4. 之 间 的 关系 


(co) 一 arc COS 


tang 一 sinbe _ _ 1]，09 = 到 
十 cosC 
其 中 ml az 分 别 是 被 散射 粒子 和 散射 粒子 的 质量 ,这 里 二 m= 二 mm. 
最 近 距 离 处 两 粒子 的 相对 速率 为 v,， 
v,*rmn 二 hh 
=e/m v1 


tin Coke Vo /mo 1 
设 粒 子 1.2 相对 于 质心 平 动 参考 系 的 速度 分 别 为 vi.、vz ,它们 是 平行 的 , 方 同 相反 ， 
因为 m7 Uc™ Uoc), 


Ur Ulc™ 《一 也 ze) ic 十 Uzc 二 2vU1ec 


所 以 一 Da 一 方 wr 一 广 (\ 2 —1]1)v 
、 > 由 图 0. 32 可 和 天 ,在 二 ymin 人 处， 
N 
、、 /7 Wc 与 cx 的 夹 角 为 二 » Uc 与 wx 的 来 和 为 
pd 
和、 we 71、 二 PLU -一 1, 
Ul, A - mm 十 m 2 
A \ 4| 
A 3 3 
| ,| ~\、 Vi 二 ve 十 vic 十 2vvicc0s 计 二 Va 
V2 7 ~、 v /ss 
nd AN UU] 二 3(2 一 2 ) 
/ 、、 < 
A 、\ 


图 6. 32 


方法 二 : 来 用 质心 平 动 参考 系 ? 


Fo ke” Re 加 ke® ma 
2 (2927' )? dr'? y!2 

2 ke” 

4m 
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ma) _ ke/mo’ 


1 王 一 一 


1+eosR —1+~2cosg 


在 xr/ 二 riisn 处 ， 


由 (wm) 的 表达 式 可 知 , 当 ^\/ 2 cosQm 二 1 时 ,r' 一 oo ,由 此 得 出 ， 
Coco) = arc COS V2 一 十 二 
在 质心 平 动 参考 系 中 粒子 1 的 散射 角 ( 考 虑 到 对 称 性 ,也 是 粒子 2 的 散射 角 ) 为 
0. 一 工 一 2|8 (co)| 一 了 
两 粒子 的 相对 速率 为 
v 一 271 一 (MV 2 一 1)v 
以 下 求 两 粒子 的 绝对 速率 v1、v; 同方 法 一 . 


方法 三 :用 散射 粒子 平 动 参考 系 ,不 同 于 方法 一 之 处 在 于 不 用 关于 平方 反比 律 力 作用 


1 2ke” 
一 一 II h = ov 一 一 一 


2 Div 


rm 满足 的 方程 Crms) 一 巨 (其 中 U 为 被 散射 粒子 的 有 效 势能 ) ,具体 写 为 
1 x lm) El x lm 


2 2 Fmin Fr min 2 2 
这 里 用 了 在 > 王 rmn 处 7 一 0. 解 出 rmn 为 


2 
= 4 + V2) 


7 min 


(已 侈 去 了 另 一 无 物理 意义 的 负 根 ). 


” min 
由 比 耐 公式 ， 
了 2ke” 2 dz _ 2,,2 
2 | mv dq Tu ke u 
dw mv 
dg Tu 2ke’ 
A my |. 、 
全 一 w 十 poz’ 上 述 方程 变 为 
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2 1 
Ee 二 Ww 二 0 
my’ 
u' = 4cosPp，& 一 一 Dk? 十 4cosp 
当 0 一 时 ,zx 一 zax， 
,mo 
in 2ke:(l1+~M2) 
i 2 mw’ 
由 此 定 出 A—— ope 
二 一 Pv 和 7 COS 
2ke’ 2ke? 人 
rr 一 co 时 ,二 0, 此 时 P= 9( 00), 
mv 
2ke* ~/ 2 
coso(co ) = 一 一 一 一 一 一 
2 mv 2 
2Re- 
ri 
Poco ) = 1 


以 下 同方 法 一 . 
6.5 变质 量 质点 的 运动 


6. 5. 1 初始 质量 为 mo 的 火箭 在 均 习 重力 场 中 以 不 变 加 速度 azg( 其 中 g 是 重力 加 速 
度 ) 铅 直 地 上 升 ,不 计 空 气 诅 力 .燃气 吾 射 的 相对 速率 :… 不 变 , 求 火箭 质量 的 变化 规律 . 


dz dm 
解 m a TU dt — mg 
Go 
dz “8 
dm 
vr qr = m(nt 1)8 


上 一 一 | (n+ lg], 


7 十 ] 
U, at 
6. 5.2 火箭 在 均匀 重力 场 中 以 不 变 的 加 速度 a 同上 运动 ,不 计 至 气 阻力 ,燃气 忠 射 
的 相对 速率 w 不 变 . 求 火箭 质量 降 为 二 分 之 一 所 需 的 时 间 . 
dm dm dv 
解 mtv 一 一 Mg， 下 二 4 


dm 
vr i 二 一 m(g 十 a) 


| & 十 4di 
m0 mm 0 Uy 
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a 
2 m0 
其 中 上 为 火箭 质量 降 为 二 分 之 一 所 需 的 时 间 . 
t = vln2/(g 十 a) 
6. 5.3 初速 为 零 的 变质 量 质点 ,以 不 变 的 加 速度 a 沿 水 平方 向 运动 ,燃气 喷射 的 相 


对 速率 v, 是 常量 ,不 计 阻 力 , 求 质量 减 为 二 时 所 走 过 的 路 程 


_ g++a, 


U, 


解 mtv 二 二 0， dr™—e 
| 一 各 = 一 | a gy 
pie mm 站 中 
tn 到 一 一 全; 
t 一 ~—v,lnk 


6. 5.4 ”如 上 题 的 变质 量 质点 受到 滑动 摩擦 力 ,摩擦 因数 为 x. 求 所 走 过 的 路 程 . 


d d 
解 m 下 十 or 下 一 一 pag 


1 ， eaColnR) 
2 和 ”2(0ug 十 a): 
6. 5.5 初始 质量 为 mo 的 火箭 在 自由 空间 由 静止 出 发 ,火箭 的 排 气 速 率 为 弟 量 wo， 


求 火 箭 的 动量 达到 最 大 值 时 火箭 的 剩余 质量 . 
解 m do 一 二 0 


$$ 二 
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火箭 的 动量 为 最 大 值 时 ,有 4 皮 一 0, 邵 


nt 
一 mn 一 一 一 0 
nto 


所 以 此 时 火箭 的 剩余 质量 为 


6. 5.6 一 火箭 无 初速 、 垂 直 向 上 发 射 . 它 靠 喷射 质量 推进 ,相对 于 火箭 喷射 速率 x 不 
恋 ,质量 变化 率 为 常量 ,此 常量 由 火箭 的 初 加 速度 为 零 确定 , 设 重力 加 速度 为 常量 . 求 ， 

(1) 火箭 的 加 速度 与 时 间 的 关系 ; 

(2) 火 第 的 高 度 与 时 间 的 关系 (不 必 求 出 积分 ). 

解 (1) m tu mg 


设 ; 一 0 时 mm 一 mo, 又 因 吧 一 常量 ,: 一 0 时 里 一 0, 在 :一 0 时 用 上 式 ， 


dm _ dm mo 
UI gb? dt ny 
积分 上 式 ,可 得 火箭 质量 m 随时 间 的 变化 关系 ， 
m 一 mo 一 一 et 


用 mw、 与 + 的 关系 ,运动 微分 方程 可 改写 为 


Mo 
ut 


dv ?2o& ， 


1 一 2 
所 以 dv _ gt. 


(2) dv gt 


_ in — 
Bt T un gt 


= fade =— Lge + uf In 
到 此 已 符合 题目 要 求 , 其 实 积分 也 不 难 积 , 可 得 
h 一 一 ut 十 Tg 十 ER 二 gt)1n 


uw 
2 一 gt 


dt 


u 
t 一 8t 
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6. 5.7 质量 为 M, 并 装 了 质量 为 内 的 燃料 的 火箭 船 在 均匀 重力 场 中 
季 直 起 飞 , 如 图 6. 33 所 示 . 相对 于 火 第 船 以 速率 w 喷射 燃料 ,在 To 时 间 内 Js 
全 部 喷 出 . 求 T 时 火箭 船 的 速度 

解 、 设 M 是 火箭 船 (包括 尚未 喷 出 的 燃料 ) 的 质量 ， 


[11 
dv dM 由 人 本 
M+ wo jr = Mg 


图 6. 33 


dv 一 一 gdt 一 12dM 


1 1 M, ] 4M 
|， 中 ， 一 站 网 本 M 


v(T0) =— gTo + woln 2 


6. 5.8 一 个 瞬时 质量 为 m 的 火箭 受到 一 个 恒定 推力 FF 的 作用 ,此 推力 是 由 发 射 推 
进 剂 取得 的 ,发 射 的 相对 速率 较 大 ,2 较 小 ,推力 总 沿 速度 方向 . 火箭 沿 在 一 个 平面 内 的 
近似 螺旋 线 的 轨道 从 开始 离 地 球 中 心中 离 n 运动 到 mm 与 地 球 半径 rm 接近 ,那里 的 重 
力 加 速度 为 goyr? 祖 ro, 火箭 离 地 和 队 导 心 了 后 让 坐 标 为 9 

(1) 火箭 的 单位 质量 角 动量 是 否 憾 运动 常数 ? 

(2) 导出 关于 瞬时 速率 和 重力 如 速度 用 rro\ 及 9 表达 的 式 子 ; 

(3) 导出 用 上 述 各 刘 及 入 表 渤 的 了 及 ?的 专 达 式 . 


解 〈1) 在 火箭 运动 的 平面 取 极 坐标 系 , 诛 点 位 于 地 球 中 心 


火箭 的 角 动 量 J 一 mr2y, 单 位 质量 角 动量 为 ;一 气 一 六 9 受到 的 力 ,重力 是 有 心力 , 推 
力 不 是 有 心力 ,合力 不 是 有 心力 ,对 地 球 中 心 的 力矩 不 为 零 ,j 显然 不 是 运动 常数 
(2) 瞬时 速率 的 表达 式 为 


重力 加 速度 的 表达 式 为 
_GM GMre_ nn 
rr rs ?2 
d d 
(3) m7 了 一 也 3 —mg 
dv dm 


Mm 本 Ur dr me—rimg 
将 上 式 写 成 极 坐标 系 的 分 量 表达 式 ， 


mr ro ) fr mg or 
一 2 
本 上 2 Tr 
Frp 


m(r9 十 27 0) 一 


NNr? 十 -20 


解 出 x 、p 即 得 它们 用 +、ro、r、9 和 m 表示 的 式 子 . 
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6. $5.9 火箭 在 无 引力 场 和 无 阻力 的 情况 下 做 直线 运动 , 设 火箭 的 初始 质量 为 mo, 最 
终 质量 为 m1, 喷射 的 相对 速率 为 常量 v,. 求 从 开始 到 全 部 人 燃料 烧 完 时 推力 所 做 的 功 . 


解 m P+ 5 一 0 
dv 一 一 v, 2 
中 一 一 vn 
w= |(-—» 二 cd 一 站 [一 om 亚 |( 一 wdm 
一 vs| mln 如 ， 一 | .2 二 dm | 
一 | maln 到 一 《77z1 一 mo) | = mivs — 一 1 一 ln 一 
6. 5. 10 一 根 其 上 端 受 到 一 个 向 上 的 力作 用 的 线 密度 为 4 的 均 
质 链条 ,垂直 地 下 放 到 桌面 上 ,如 图 6. 34 所 示 . 求 桌面 以 上 的 链条 端点 
高 度 h 所 满足 的 运动 微分 方程 . 
h 解 mm 十 人 FOF 


取 桌 面 以 上 的 链条 有 段 为 本 体 , 则 m= ph, 规 定向 上 为 正 ,v=h ,wu 二 0 
FO=~=F— yheg, Fi=N 
中 6.34 其 中 入 是 桌面 或 已 落 到 桌面 上 的 链条 段 对 微粒 (将 落 到 桌面 上 的 链条 
元 ) 的 作用 力 : 
phh+hlph)=F— phgti+N (1) 


对 微粒 在 :一 :上 十 At 间 用 动量 定理 ， 
pu(— Ah)(0—h)=NAt (2) 
注意 :由 于 本 体 与 微粒 分 离 时 处 于 松弛 状态 ,相互 间 无 作用 力 ， 
由 式 (2) 可 得 ( 令 At 一 0) 
N= yh (3) 


将 式 (3) 代 入 式 (1), 即 得 疡 满足 的 运动 微分 方程 为 
uhh=F— uhg 
方法 二 :由 于 微粒 从 本 体 分 离 时 ,对 本 体 无 作用 力 , 可 直接 对 上 时刻 的 本 体 用 牛顿 运 
动 第 二 定律 ， 


d 
ph I =f— phg 
v 二 上 
所 以 ugh=F— hg 


6. 5.11 火箭 在 真空 和 无 引力 情况 下 做 直线 运动 ,初始 质量 和 最 终 质量 分 别 为 mo 
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和 mm. 定义 火箭 的 机 械 效率 为 燃料 烧 完 后 火箭 的 动能 与 所 消耗 的 能 量 之 比 , 问 齐 奥 尔 可 
夫 斯 基数 z 一 7 多 大 时 火箭 的 效率 最 大 . 设 喷射 速率 v, 不 变 . 

dv dm 
解 m dr vr dr—0 


[oe 
燃料 烧 完 后 火箭 的 速度 为 
2 一 一 站 rn 1 = vln 8 
燃料 烧 完 后 火 将 的 动能 为 
] 


2 
| 40 
] mv 1721 7 


2 2 1 
燃料 烧 完 所 消耗 的 能 量 等 于 6. 5. 9 题 中 计算 的 从 开始 到 全 部 燃料 烧 完 时 推力 所 做 的 功 ， 


mo 


2 1 一 ln | 
?1 


ln 


2 
W = miv: 


火 第 的 机 械 效 率 为 


ln ee | 
Hi ] (lnz )* 


7 最 大 所 要 求 的 z 值 满足 下 列 方程 ， 


d7 _ 
下 一 


即 工 (z 一 1-lnz) 一 二 Inz| 1 
化 简 后 可 得 


一 0 


2(z 一 1]1) 
zx 十 1] 


用 牛顿 法 可 得 齐 奥 尔 可 夫 斯 基数 = 一 允 一 1， 031 时 火箭 的 机 械 效率 最 大 ,7 一 0. 9898. 

6. 5. 12 ”物体 沿 水 平 轨 道 滑 行 , 燃 气 以 不 变 的 相对 于 物体 的 速率 w 铅 直 地 加 下 排 
出 ,物体 的 初速 度 为 wo. 设 物体 的 质量 按 规律 m= 二 moe (其 中 为 各 量 ) 变 化 ,滑动 麻 榨 因 
数 为 x, 求 此 物体 速度 和 位 移 的 变化 规律 , 又 间 ; 当 a 值 多 大 时 ,物体 将 以 不 变 的 速度 运 
动 ? 


lInz = 


解 和 2 一 (1) 
m=moe “,， v= ui 
v, 一 一 Vrj 
Fo 一 一 ppNIE 十 (CN 一 mg)7 =— Nit (N— moe “g)j 


Fain 一 0 
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其 中 i 是 沿 水 平 向 前 方向 的 单位 矢量 ,j 是 沿 竖 直 疝 上 方 问 的 单位 矢量 ,入 是 水 平 轨道 的 
支持 力 . 


式 (1) 的 分 量 方程 为 
d 
moe ~ 下 一 一 LV (2) 
Ca 一 N me (3) 
vr = moe “8 


由 式 (3) 及 m= 二 moe “, 可 得 


N= moe “pg — QavU.moe™ ” 


= mo(g 一 Qav,)e ” 


将 N 代入 式 (2), 约 去 等 号 两 边 的 共同 因子 moe ”， 


| dv 一 一 | Ade 一 av )di 
v 0 


0 


dO Uo L(g 一 aQv,)t 


5 一 | ad: 一 vot 一 ug 一 Qav,)r’ 
ad 
物体 要 以 不 变 的 速度 运动 ,即时 一 0, 则 
_ 8 
BE 一 ar 一 U， a 7 


6. 5. 13 ”一 球状 侍 埃 在 均匀 密度 的 水 蒸气 云雾 中 形成 液 滴 ,降落 时 液 滴 上 的 沉积 率 
正比 于 单位 时 间 内 滚 滴 扫 过 的 体积 . 如 果 液 滴 在 云雾 中 由 静止 开始 运动 , 求 液 滴 的 加 速度 
值 . 

解 ”水 蒸气 是 静止 的 , 故 微粒 的 速度 x 一 0， 

m 中 二 一 mpg (1) 
t 二 0 时 , 因 尘 埃 的 半径 极 小 ,形成 的 液 滴 的 半径 也 是 很 小 的 ,可 作 t=0 时 ,r=0 近似 ， 
设 液 滴 的 密度 为 p,t 时 液 滴 半 径 为 x, 则 


m(t) = Srp (2) 
中 一 4 rp (3) 
根据 题 意 , 液 滴 上 的 沉积 率 正比 于 单位 时 间 内 液 滴 扫 过 的 体积 ， 
dm aAr (4) 
di 
其 中 a 为 液 滴 扫 过 单位 体积 云雾 时 增加 的 质量 . 
比较 式 (3)、(4) 两 式 , 可 得 
_4edr 
v= (5) 


将 式 (2)、(4) 5) 代入 式 (1) , 约 去 共同 因子 后 ,可 得 
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rr 十 37 = Jor 


因为 二 97, 上 式 可 改写 为 
~ 21- 
7 7 dr 十 37 dr -一 40'dr 
了 :3 .21 CS 
2 7d 7 十 3 六 dr 一 4ordr 
试用 积分 因子 f(r) ,由 恰当 微分 条 件 ,f(r) 应 为 下 列 常 微分 方程 的 解 ; 


Lrf (0) |= -L377 (7)] 
二 Fr) + Tr AT = 3f0) 
Sf ~ 5f (7) 
r 
df = dr 
f ~r 
解 出 f(r)=r 
: 1 5 2 2 ， .51 ,5 
27 mdr: 二 37r "dr = or rdr 
d or 六 = aodr" 
用 初始 条 件 :t=0 时 ,r=0,7==0, 积 分 上 式 得 
1 0. ag 7 
27 7 2807 
2 08 
7” 一 140" 
dr _._ fag 和 一 
di 14p " 


用 式 55)， 
_4 dr _ 1 
a dt 78 
_dv 1 
“ dt 7 


6. 5. 14 一 质量 为 m。、 横 截面 积 为 4 的 宇宙 飞船 以 速度 w 航行 , 穿 过 一 密度 为 p 的 
处 于 静止 状态 的 尘 云 ,如 和 尘埃 粘贴 到 字 宙 飞船 上 . 求 以 后 宇宙 飞船 的 运动 ( 设 4 不 随时 间 
变化 ). 
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图 6. 35 


解 ” 因 人 尘埃 是 静止 的 ,微粒 的 速度 x 一 0， 


因为 m= 一 


dm 一 一 movo 二 dv =— pvuAdt 


movs 


2 一 orco _ 
解 出 " mo 二 20Avot 


| Mo 
mo 十 20Avot “0 
> | vd = | Y mo 十 二 二 20057 


_ Va ri Fae Ma, 


以 上 均 取 飞船 进入 尘 云 时 为 :=0. 


6. 5. 15 一 上 股 横 截 面积 为 A、 密 度 为 p, 以 绝对 速度 we 在 水 平方 向 运动 的 水 流 中 ,无 
弹性 地 射 中 一 质量 为 m 的 木 块 , 即 水 离开 木 块 时 有 相对 于 木 块 的 水 平 速 度 分 量 为 零 . 若 
木 块 与 它 在 其 上 滑动 的 水 平面 间 的 摩擦 因数 为 y. 求 木 块 的 最 终 速度 . 

解 ” 方 法 一 : 先 作 为 变质 量 质点 的 运动 问题 来 处 理 , 木 块 视 为 本 体 , 入 射 到 木 块 的 水 
流 是 微粒 1, 使 本 体质 量 增 加 ,离开 木 块 的 水 流 是 微粒 2, 使 本 体 的 质量 减少 ,总 的 结 


块 的 质量 不 变 . 
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dx dm 


dm 


dr = plvo — v)A 
这 是 由 t~t 十 di 时 间 内 , 射 到 木 块 上 的 水 的 质量 dm 二 pl(vo 一 v)Adi 得 出 的 . 


dm2 _ _ dmi 


di di ~ ?lv v4 


微粒 1 并 入 本 体 前 的 水 平 速度 为 we, 微粒 2 从 本 体 分 离 后 的 水 平 速 度 为 v, 与 木 块 的 
速度 相同 ， 


d d d 
m 了 十 (VW v0) r+ (Vo— v=— png 
d ， 
代入 -的 表达 式 ,上 式 变 为 
m 一 Go v0) A = meg 


达到 最 终 速度 时 , 字 一 0, 此 时 ， 
pv — vo) A = mg 


注意 有 < To0， 
um 8 1/2 
Uo ~ UO | oA | 
1/2 
木 块 的 最 终 速度 v=v— | 人 


方法 二 :不 用 变质 量 质点 的 运动 微分 方程 ,而 用 质点 系 的 动量 定理 . 

考虑 木 块 已 达到 最 终 速 度 v 后 的 di 时间 内 对 以 木 块 和 在 此 期 间 与 之 发 生 无 弹性 碰 
撞 的 水 流 为 系统 用 动量 定理 . 

在 此 t~t 十 dt 时 间 内 , 木 块 的 动量 无 增 量 ,水 流 的 质量 为 pC(vo 一 v)Adzi, 速 度 从 vo 变 
为 v, 水 流 的 动量 的 增 量 为 

plvo — vAdt: (vO— vo0) 一 一 plvo — v)}Adt 
它 也 是 所 述 系 统 的 动量 增 量 , 由 动量 定理 , 它 应 等 于 摩擦 力 对 木 块 的 冲 量 一 jmgdi， 
— pl(vo — vu) Adt 一 一 umedrt 

解 出 v0 | ed 1/2 

6. 5.16 一 质量 为 M( 无 水 时 ) 的 水 桶 开始 处 于 静止 状态 , 桶 中 装 有 质量 为 m 的 水 ， 
通过 一 根 绳子 施 以 恒 力 F 将 桶 从 井中 提 上 来 , 桶 中 的 水 以 不 变 的 速率 从 桶 中 漏出 来 ,经 
过 时 间 工 桶 变 成 空 的 . 求 变 成 空 桶 的 瞬间 桶 的 速度 . 

解 ” 方 法 一 ;取水 桶 及 桶 中 的 水 为 变质 量 质 点 ， 


:一 0 时 ,该 质点 质量 为 M 十 m. 桶 中 的 水 以 不 变 的 速率 从 桶 中 漏出 ,说 明 " 包 为 常量 . 
经 过 时 间 了 , 桶 中 的 水 全 部 漏 掉 , 可 见 桶 中 的 水 的 质量 为 加 一 至 +. 系统 在 时 刻 的 质量 为 
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M+m— tr. 


T 
水 从 桶 中 漏出 时 对 桶 的 相对 速度 为 零 . 变质 量 质点 的 运动 微分 方程 为 
M+m 一 织 : Fp-— [M+m— Mt)g 

: F 
"| 一 一 一 一 一 一 g 

| = | M+m— Tt d 

上 一 了 时 ,水桶 的 速度 
“一 一 “ln M+m 一 寺 7 一 gl 
Mim 
-可 lj- 


方法 二 :不 用 变质 量 质点 的 运动 微分 方程 ,而 用 对 质点 系 ( 系 统 的 质量 必须 是 不 变 的 ) 
的 动量 定理 . 

这 里 考虑 的 系统 是 上 时刻 的 水 桶 及 袜 中 的 水 ,在 zz 和 时 间 内 用 动量 定理 . 

; 时 刻 ,系统 的 质量 为 M 十 mm 一 到 +, 速 度 为 w，, 动 量 为 | M 十 mm 一 至 ij vi 

t 十 dt 时 刻 , 桶 中 的 水 有 示 d 质量 的 水 漏出 . 它们 的 速度 为 v, 动 量 为 字 vdt, 桶 和 桶 中 
的 水 的 质量 为 M 十 m 一 仅 ( 一 驾 di ,速度 为 v 十 dv, 它 们 的 动量 为 | M 十 mm 一 到 :一 弄 dz| Co 十 
dv) ,系统 的 动量 为 | 十 一 架 ( 一 加 dt 

外 力 在 此 期 间 对 系统 的 冲 量 闫 | ?一 

由 动量 定理 ， 


IM t+m— Tt— Tdt 


(十 do) 十 示 pdt， 


AM 十 入 一 pad g dz. 


(v -上 do) 十 未 vdt 一 [M+m— 丰 


| 
格 云 二 级 小 量 ,可 得 
MX 二 mm 一 tj dv — 下 一 [M+m 一 st) g ]4: 


T 
以 下 积分 略 ， 

6. 5.17 一 个 砂 漏 如 图 6. 36 所 示 , 置 于 一 个 磅 秤 上 ， 
容器 的 质量 为 M, 砂 子 质量 为 m. 在 1 二 0 时 ,砂子 置 于 容 
器 的 上 部 ;t 二 0 时 ,打开 中 间 的 活 门 ,让 砂子 下 落 , 夺 单位 
时 间 内 有 4( 正 的 常数 ) 的 砂子 离开 容 磊 的 上 部 ,自由 下 落 
的 距离 为 h. 问 :之 0 时 , 磅 秤 的 读数 将 如 何 变 化 ? 设 砂子 刚 
到 达 容 器 底部 时 ,上 部 还 有 砂子 ， 

解 ” 砂 子 自 由 下 洲 至 底部 所 需 时 间 为 1， 
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/2 有 
i 一 一 g 


设 t=tz 时 ,砂子 刚 全 部 离开 容器 上 部 ,ts 一 ; ;1 一 1 十 tz 时 ,砂子 刚 全 部 到 达 底 部 . 

0<t<ti 期 间 : 

变质 量 质点 取 容 器 及 在 其 上 部 的 砂子 ,在 此 期 间 ,底部 尚 无 砂子 

变质 量 质 点 的 质量 为 M 十 m 一 尺 ,速度 v0 不 变 , 故 空 一 0, 砂 子 离开 上 部 时 速度 4 一 
0， 

(M+m— 0+ O00) LN+M+m-— Xa 
其 中 N 是 磅 秤 对 容器 的 支持 力 ,其 数值 也 是 磅 秤 的 读数 . 
N= (M+i+m— A)eg 

iit 期 间 ， 

变质 量 质点 取 容 器 及 其 上 部 和 已 到 达 底部 的 砂子 ,在 此 期 间 , 上 部 始终 有 高 开 下 落 的 
砂子 ,底部 始终 有 到 达 的 砂子 ,离开 的 砂子 和 到 达 的 砂子 始终 相抵 ,变质 量 质 点 的 质量 为 
M+m— AaAt ,始终 不 变 . 有 了 两 种 微粒 ， 

一 种 微粒 从 本 体 中 分 离 出 来 ,SS 呈 一 一 4<0 分 离 后 速度 为 零 ， 


dm, 


男 一 种 微粒 并 入 本 体 ,一 一 4 这 0, 并 入 前 速度 为 ~V 2gh. 


本 体 速度 v 和 加 速度 氏 始 终 为 零 ， 


(CAM 十 到 一 从 )。，。0 十 (0 一 0)( 一 人) 十 (0 一 人 2g8 关 )4 
一 一 六 十 (性 十 入 一 好)8 


= (M++m— AM)gt Av2g8h 
代入 ha=A/ 全 ,可 得 


ts 十 期 间 : 
变质 量 质 点 取 容 器 和 已 到 达 底 部 的 砂子 ,在 此 期 间 , 容 器 上 部 已 元 砂子 ,变质 量 质 点 
的 质量 为 上 一 阶段 的 质量 加 上 :一 所 期 间 到 达 底 部 的 砂子 , 故 质 量 为 M 十 mw 一生 十 4(t 一 


4) ,变质 量 质点 的 速度 v 一 0， m0 
只 有 一 种 微粒 并 入 本 体 ,中 一 4, 并 入 前 微粒 速度 为 28 有 ， 


[M+m— XiaAlt—t)] .0+ (0— V2gh)4 
=— N+[M+mo Xt at— t) lg 


= (M+ me 
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N= [M++m— XAGt—t,)leg + AV2gh = (M+ A)g 
ft 之 ti 十 tz 期 间 ， 


在 此 期 间 ,砂子 已 全 部 到 达 容器 底部 ,质点 已 不 再 是 变质 量 的 ,质量 为 M 十 m, 开 一 0， 
(M+m)*.0=— NM+i+m)e 


N= (M+ m)eg 
磅 秤 读数 与 时 间 的 关系 如 图 6. 37 所 示 . 


N 
(M+mg8+i/2eh 厂 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


(Mf +)SkK 一 一 一 


(M+m) 8—4/28h 


图 6. 37 


此 题 也 可 用 质点 系 的 动量 定理 求解 . 


6.6 位 力 定 理 


6.6.1 质点 系 中 各 质点 的 质量 和 矢 径 分 别 为 mw 和 产 , 分 别 受到 净 作 用 力 Fi. 
(1) 如 果 > mii;。 ri 始终 保持 有 限 ,证 明 位 力 定理 : 


— 1 
一 一 > 2F. 。 了 
其 中 工 为 系统 的 总 动能 ,“ 一 一 ”表示 对 时 间 求 平均 ，; 
(2) 对 于 一 个 质点 只 受 平方 反比 有 心力 的 情况 ,证明 


A 了 元 
1 一 2 
其 中 V 是 势能 . 
证 明 (〈1) 令 S 一 Dj mii 。 太 ， 
> 2 nk °° Ti 二 mir * Fi) = FF Ti 二 21 
在 0~rt 时 间 内 求 平 均值 ， 


坚 - 


= 三 |， | 5) Frit 2T) di 
二 [Sr) 一 S(C0)] = Dri r; 十 2T 


如 采 运 动 是 周期 的 , 取 为 周期 或 周期 的 整数 倍 , 则 Sr) 一 SC0)， 如 运动 不 是 周期 的 ,只 
要 z 足 够 长 , 因 S$ 是 有 限 的 ,上 式 左边 等 于 零 ( 周 期 运动 ) 或 趋 于 零 ( 非 周期 运动 )， 
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所 以 2 F, 。 六 十 2 了 一 0 


其 中 为 常量 ， 
v=— | Fdr=—|. rdr=| rdr= | 各 dr 一 
oo oo 六 天 rr 

用 位 力 定理 ， 
1 __1A-__ lk _ ly 
T= orn rr or 


2 2 
注意 :质点 受 平方 反比 有 心力 的 情况 ,质点 的 运动 轨道 可 能 是 椭圆 ,也 可 能 是 抛物 线 、 
双 曲 线 , 只 有 轨道 是 椭圆 才 符合 位 力 定理 成 立 的 条 件 . 因此 ,对 于 质点 受 平方 反比 有 心力 


的 情况 ,如 质 点 的 运动 轨道 为 抛物 线 或 双 曲 线 ,天 一 六 7 
6.6.2 用 位 力 定 理解 6. 1. 15 题 . 
提示 ;在 质心 平 动 参考 系 中 对 系统 中 一 个 质点 使 用 位 力 定理 . 


解 用 6.1.15 题 已 得 到 的 、 在 质心 平 动 参 考 系 中 质量 为 mi 的 质点 受到 的 力 为 


， Gm: Gn; 十 22 十 ms) 
下 一 -- 


A 


该 质点 绕 系统 质心 作 半 径 为 7; 的 图 民运 吉 ,动能 为 
Ti 一 


1 (wr )” 


2 
Cm (mit mt ma) , 
1 


| 


由 位 力 定理 ,TT 二 一 十 “并 注意 到 x 为 常量 ， 


2 
Gm (mi 十 mi, 十 1234 7 
2a° 


Gmi 十 12 十 123) 
= ,| 了 


6. 6.3 有 一 群 质量 为 m 的 粒子 ,它们 围绕 同一 个 中 心 做 图 轨 道 运动 ,每 个 粒子 具有 
相同 的 动能 工 ,作用 力 只 有 相互 间 的 万 有 引力 . 求 粒 子 数 密度 与 离 中 心 的 距离 x 间 的 函数 
关系 (假设 密度 是 球 对 称 的 ). 

解 ” 由 于 粒子 数 密度 和 质量 密度 是 球 对 称 的 ,都 围绕 同一 中 心 做 圆周 运动 ,处 于 做 半 
径 为 > 的 圆周 运动 上 的 粒子 ,其 势能 如 同 处 于 中 心 的 质量 为 MGr) 的 粒子 引起 ,MM(r) 是 在 
半径 为 > 的 球 内 的 粒子 的 总 质量 

对 这 个 粒子 用 位 力 定 理 ， 


F, * 一 一 


Li (wr 7) — 


2 


GM(r)m 


r 


Vr) 一 一 


。420 。 力学 (上 册 ) 


F(r) 一 一 av 、 GMOm, 


Ar 7 
注意 ;M(r) 中 的 > 只 是 标记 半径 为 的 球 内 的 粒子 总 质量 ,求人 -时 不 对 M(7) 求 导 
上 


T=— FF0):r 
这 个 粒子 做 半径 为 r 的 圆周 运动 ， 
Tr- 1 SM 0] WEY 
M(r) = 红 


dM(r) = dr 


用 粒子 数 密度 n(r) 来 表达 dM (7)， 
dM(r) = m:n(r) » 4Anr’dr 


所 以 m *n(r) * 4xr’dr 一 dr 


n(r) 一 


27C7227 
6.6.4 ”证明 ;如果 作用 于 质点 系 的 力 F; 是 非 摩 擦 力 F; 和 正比 于 速度 的 摩擦 力 f; 之 
和 ,位 力 只 与 Fi 有关, 没有 来 自 f; 的 页 献 . / 

证 明 由 位 力 定 理 ， 


”5 mx? 有 限 (这 是 位 力 定理 适用 范围 要 求 的 ), 即 使 不 是 周期 运动 ,r 足够 长 ,上 式 右边 
趋 于 零 , 故 有 


fi; 对 位 力 无 贡献 . 
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7.1 刚体 的 平衡 和 平 动 


7.1.1 轴 48B 与 铅 直 的 少 轴 成 < 角 , 长 度 为 a 的 悬臂 CD 垂 
直 地 固 连 在 轴 上 ,CD 与 铅 直面 54 成 2 角 , 如 图 7.1 所 示 . 一 铝 
直 癌 下 的 力 P 作用 于 DD 点 , 求 此 力 对 4B 轴 的 力矩 . 
解 ” 取 坐标 系 675,4B 轴 位 于 化 平面 内 , 轴 垂 直 纸 面 癌 上 
CP = al(sin8é° 十 costcosan’ 一 costsinat °) 
及 一 一 Pl: 
AB 轴 的 单位 天 量 
n= sinan’ 二 cosag ° 
力 P 对 4B 轴 的 力矩 为 
Mas= n* (CD x P) 
= (sinan® 十 cosalt *°) 。 [a(sinb€° 十 cosOcosan® 一 cosOsinat °) X (一 PL °)| 
= (sinan® 十 cosat °) . [— aPcosOcosal’ 十 aPsin0n’ | 
一 aPsinasing 
7.1.2 一 个 力 系 由 三 个 力 组 成 :二 3i 十 27 十 ak ,作用 于 原点 ;f= 二 一 i 十 3] 一 2k, 作 
用 于 (2,1,0) 点 ;二 2 一 j 十 5k, 作 用 于 (C0, 一 1, 一 2) 点 , 力 的 单位 为 牛顿 ,坐标 取 米 为 单 
位 . 问 a 取 何 值 时 ,可 等 效 于 一 个 单 力 ,该 等 效 的 单 力 作用 线 在 何 处 ? 
解 下 一 下 十 下 :十 下 3 
一 (3 十 27 十 aK) 十 (一 37 一 25) 十 (2 一 十 5 一 4 十 4 十 (3 十 CI)K 
先 取 原 点 为 矩 心 最 方便 ,因为 :第 一 ,各 力 的 作用 点 对 矩 心 的 位 天 写 起 来 方便 ;第 二 ， 
有 一 个 力 的 作用 点 就 在 原点 ,此 力 对 此 抢 心 的 力 定 为 零 ， 
M,=r, X FF, 二 rx FE, 
~ (21 十 7) XC—i+37— 2kA)+ (~— Jj— 2k) XxX (2i— j++ 5k)=— 99+ Ok 
要 力 系 能 等 效 于 一 个 单 力 ,必须 FL Mo, 即 F， Mo 二 0， 
[4 二 4j 二 (3 二 aoa)k]*:(— 9k)=0 
一 36 十 9(3 十 a) 二 0 


a=] 
下 一 4 十 4 十 4 
设 该 单 力 的 作用 点 位 于 O' 点 , 即 以 O 为 简化 中 心 时 , 力 系 等 效 于 作用 于 O 点 的 力 F 
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和 力 宦 Mo, 图 7.2 中 所 用 符号 表示 力矩 的 方 同 垂直 纸 面 
癌 上 , 改 用 O' 为 简化 中 心 , 力 系 可 简化 为 作用 于 O' 点 的 一 
个 单 力 . 因此 M。 应 等 于 作用 于 O 点 的 力 一 F 和 作用 于 OO 
点 的 力 F 这 一 对 力 偶 的 力矩 ， 


M 一 一 FxM 
1 _ 270 或 1: 7 ~ 0 
. 一 4 十 了 十 K) X( 一 9 十 9 天 3 ,. . 
图 7. 2 OO! 1 1 一 2 二 


作用 点 O ,为 | 宇 , 一 主 , 卫 | ,作用 线 方向 的 单位 矢量 为 


SE_ AGTJj+thR) v3, 

"FF METETe 3 
作用 线 方程 为 

一 站 十 证 y 一 一 这 十 4 z= 十! 
其 中 上 为 参量 . 


在 作用 线 上 的 任何 点 作为 简化 中 心 , 力 系 都 简化 为 一 个 单 力 . 
7.1.3 一 条 螺旋 线 的 弧 形 的 金属 丝 ,螺旋 线 的 方程 为 x 二 acos0, y= 二 asin9,z = 


abtana;,0 由 0 变 到 -了 ,金属 丝 每 一 线 元 ds 受 外 力 , 大 小 为 pds, 方 向 从 线 元 作 = 轴 的 垂 线 
离开 = 轴 的 指向 . 证 明 整 个 金属 丝 所 受 的 力 等 效 于 一 个 力 螺旋 的 作用 ,作用 线 为 z= y,z 


了 xatana, 并 求 这 个 力 螺旋 的 螺 距 ( 螺 距 为 沿 作用 线 的 主 矩 与 主 矢 之 比 ,力矩 的 正方 向 
规定 与 主 矢 的 正方 向 一 致 )， 


解 F= | eccosbi 十 singj)ds 
ds =[ (dz)? 十 (dy): + (dz)?]2 
~—[(- asinbgdb): + (acos0d0)’? + (atanad0)’]? = asecadb 
F= | plcosli 十 sin07)asecadl 
如 == 


— pasecal(sinOi — cos0]) = pasecalt 十 J) 


6 一 0 
M,= | X plcost 十 singj)ds 


一 | (acos 席 十 asInO 十 aGtanak) X pl(costi + sin0j) + asecadl 
Q 


一 | pa’secatana(— Osinli + bcos07)d0 
0 


1 


一 pazsecatana| 一 i 十 | 一 1] 
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将 M。 按 平行 于 F 和 季 直 于 下 的 方向 分 解 ， 


上 


一 FP secotana 
2 


A 
| 
_ 1 


Moy = Moy ° /7 


(二 + j) = 二 pazsecetana| 下 一 2 (十 六) 


工 
4 


-1jG+) 


一 pa’secatana 


Mo | = M, -一 Moy 


一 pa’secatana| — ! 十 | 一 1 7 pa’secatana 7 一 1 (1 十 J 了) 
~ pa’secatana| 一 zi 十 Ty 
简化 中 心 从 O( 原 点 ) 改 为 O' 扩 ， 
G+DX[— Te- 
OO = XI atana 


(VvV 2)° 


一 Fantanak 


力 螺旋 的 作用 点 为 (0,0, 了 axtana) ,作用 线 通 过 作用 点 , 沿 下 的 方向 . 
作用 线 方向 的 单位 矢量 


下 1 ， 
正二 大 一 (G 十 JJ) 
F V2 
作用 线 方程 可 写成 
TXT 二 1t， yy 王 t， 之 二 artana 
训 汽 参数 t，; 也 可 写成 
TT 二 Y， z 一 antana 


7.1.4 证 明 一 个 力 系 总 能 简化 为 通过 一 给 定点 O 的 一 
个 力 神 和 作用 在 任 一 个 给 定 的 不 包含 O 点 的 平面 上 的 一 个 力 . 

证 明 ”一 :个 力 系 能 简化 为 通过 OO 点 的 一 个 力 F 和 对 OO 
点 的 为 挎 Mo. 过 OO 点 作 Mo 的 垂直 平面 了, 如 图 7.3 所 示 , 图 
中 Oo 点 和 Mo 的 作用 线 在 纸 面 上 ,F 的 作用 线 一 般 不 在 纸 面 
上 ,平面 1 是 垂直 于 纸 面 的 ,给 定 平 面 ( 图 中 未 画 ) 不 素 直 于 
纸 面 ,给 定 平面 与 平面 1 的 交 线 通过 纸 面 上 的 O' 点 , 交 线 不 
垂直 于 纸 面 . 这 条 交 线 就 是 要 找 的 在 一 给 定 的 不 包含 O 点 的 
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平面 上 的 一 个 力 f 的 作用 线 . 
OO x f= M。 


设 0O 与 f 的 夹 角 为 a， 
OO” ， fsina 一 Mo 
f= OO!'sina 


Mo 以 及 OO' 、f 的 作用 线 位 置 和 a 均 是 可 求 的 ,因而 也 可 求 , 原 力 系 可 简化 为 作 
用 于 O 点 的 力 f 一 f 和 在 给 定 平面 (不 包含 O 点 ) 上 的 一 个 力 f,f 的 作用 线 是 上 述 的 交 
线 ,作用 点 可 以 是 O' 点 或 作用 线 上 的 任何 点 . 

7.1.5 一 个 力 系 由 四 个 力 组 成 ,其 作用 线 组 成 四 面体 
ABCD, 这 四 个 力 f1=&k AB,f,=k BC,f,=kCD,f,=k DA， 
其 中 & 是 一 常量 .证 明 这 个 力 系 等 歼 于 一 个 力 偶 ,其 大 小 为 


和 ,其 中 V 是 四 面体 的 体积 ,a 是 两 条 边 4C 和 BD 间 的 最 


短 距 离 . 
提示 :任意 两 条 直线 Liz, 大 分 别 通过 M1、M; 点 , 方 问 
矢量 分 别 为 $1、5;, 则 此 两 直线 间 的 最 短 距 离 为 


| MM, » (S$! x $2)| 
IS1 x S; | 


证 明 F=fi 二 f+fs+f.=k AB+k BC+ECD+E DA=O 
主 矢 为 零 时 ,对 任何 简化 中 心 , 主 和 矩 都 一 样 , 今 取 A 点 为 简化 中 心 ， 
Ms= AB x f+ AC x 有 


图 7.4 d = 


由 提示 ， 
-71 方 . | 4c 2 | 、 
7 让 .| 纶 Xx 训 _ 1428. AC x BD) 
XB3 有 xx 元 
4C ~ BD 
| 2B . cAC x BP)| = | BB. (AB x AC)| = 6V 
_ > rr 一 一 一 一 ~ 
所 以 M= Ma=k|AC x BPI -HAE A XB 6 


7.1.6 ”两 个 相同 的 长 度 为 24、 质 量 为 M 的 均 质 梯子 4B 和 BC 在 B 点 光滑 匀 接 在 
一 起 ,端点 4.C 静 置 于 粗糙 的 水 平面 上 ,梯子 与 水 平面 间 摩 擦 因数 为 y, 人 ABC==2a. 一 
个 质量 为 m 的 人 要 能 息 到 B 点 , 求 py 需 满足 的 条 件 . 
解 ” 取 两 个 梯子 和 人 为 系统 , 受 力 情况 如 图 7. 5 所 示 . 平衡 方程 为 
(2M 十 Mg8 一 全 十 人 
f=f, 


第 七 章 ”刚体 动力 学 。425 。 


Ma =Meg(a 十 3a)sina 
二 me(da— zx)sina 一 人。4asina 一 0 
可 得 


NI = Mg 十 (4a — X) 


ME 
N, Mg 十 4a™ 


因为 0 委 z 委 2a ,所 以 Ni 这 N:. 
平衡 时 的 摩擦 力 不 能 超过 最 大 静摩擦 力 ,NN, 之 
f2 AN 之 广 ， 今 Ni 之 N,. 如 有 JN 之 Jf,， 因为 广 一 
fi; 必 有 AN 之 广 . 
求 户 必须 另 取 和气 心 , 今 取 梯子 4B 为 系统 , 取 B 为 矩 心 ， 
Ms 一 一 f;* 2acosa 一 Mpasina 十 N,* 2asina = 0 


f; = 7 (2N; 一 Mpg )tana 
用 KN;, 之 ff 2， 
nN, 之 方 (2N。 -一 Mg )tana 


(2N, — Meg)tana 
> 


代入 N; 的 式 子 ,得 


Mpg 十 Fmgz 
A > —tana = f(z) 
2Adg 十 Da BT 


2 — 一 一 ngtane ~、 0 
2a (2Mg 十 NE) 


不 等 式 右边 的 项 是 的 单调 递增 函数 , 当 x 二 24 时 ,右边 的 项 达 最 大 值 , 要 能 疏 到 互 点 ， 
rk 之 f (2a) 
HL 


7. 1.7 两 个 相同 的 质量 为 M、 半 径 为 a 的 粗粮 的 均 质 贺 柱 体 置 于 粗粮 的 水 平面 上 ， 
两 轴线 相距 2 M2 4. 第 三 个 半径 为 a. 质量 为 2M 的 粗 粹 均 质 圆柱 体 对 称 地 置 于 上 述 两 
个 圆柱 体 上 面 . 证 明 : 要 能 平衡 ,圆柱 体 间 的 摩擦 因数 必须 大 于 tan 艺 ,圆柱 体 与 平面 间 的 
摩 氛 因 数 必须 大 于 -tan 芯 

证 明 AB=2~ 24a， 
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AD = Vv a,AC 一 2a 
CD 一 =- AC: AD: — /Da 
和 CAB= /ACD = 45° 


图 7.6 画 出 了 圆柱 体 C 和 圆柱 体 4 的 受 力 
情况 ,数值 相等 的 作用 力 反 作用 力 用 同一 文字 表 


外. 
人 > 对 圆柱 体 C 列 平衡 方程 ， 
人 .2 .VCZ 


万 2 六 7 十 2 35 = 2Mg 
可 化 为 
广 十 Ai —~~V2Meg 
对 圆柱 体 4 列 平衡 方程 ， 
Ni M2 4A M+ Mg=N, 
MN ME = A +h 
.6 
图 7 jp 
V2 2 
/| p 十 于 NN pn 一 0 
式 (1)X 人 +(5) 式 得 
一 有 = (V2 — DMg 
Ni=~MV ?Mg— fi= Mg 
摩擦 力 不 能 大 于 最 大 静音 所 , 即 
Ni 之 
人 罗 宇 M2 1 
因为 
所 以 
N, = M2N, + M2 4 Mg = 2Me- 


y 2 


(1) 


第 七 章 ”了 刚体 动力 学 。427 。 


亡 一 户 =(Vv2 一 1)Mg 
KN; 之 J， 
所 以 FV2 l= Ttan 
7. 1.8 一 个 均 质 的 梯子 靠 在 粗糙 的 地 板 和 同样 粗糙 的 墙 上 , 摩 控 角 为 s, 处 于 平衡 


的 极限 状态 , 求 梯 子 与 水 平 线 间 的 来 角 . 
解 ” 先 说 明 一 下 摩擦 角 的 定义 :摩擦 角 是 指 逐 渐 增 大 和 斜面 


的 倾角 , 增 大 到 摩擦 角 。 时 , 原 静 置 于 斜面 上 的 物体 刚 能 不 发 生 \ 
滑动 . 此 时 摩擦 力 正好 等 于 最 大 静摩擦 ,见解 图 7.7， mn 4 
N = mgcose 
mgsine 一 uN = 0 "8 
消去 N 得 
“= tane 图 7.7 
可 见 静 摩擦 因数 等 于 摩擦 角 的 正切 . 
处 于 平衡 的 极限 状态 ,梯子 与 地 板 间 、 梯 子 与 墙 间 的 摩擦 
入 [> 力 均 已 达到 最 大 静摩擦 ,此 时 柳 子 受 力 情况 如 图 7. 8 所 示 ， 
han 设 梯子 质量 为 m\ 长 7， 
N+ Rtane 一 Mg (1) 
N R= Ntane (2) 
| hh 一 7gE。 Scosa 十 Nitanesina 一 人 Licosa 二 0 (3) 
Ntane 
由 式 (1)、(2) 解 出 
国 7.8 N = mpgcos’e (4) 
由 式 (3)、(4) 得 
tane 一 0 一 SS 一 Cot2e = tan 一 2e| 
所 以 4a 一 了 一 28 


7.1.9 长 为 /的 均 质 重 杆 4B 的 4 疹 能 在 一 光滑 的 铅 穗 线 上 运动 , 互 端 能 沿 一 条 粒 
糙 的 水 平 直 线 运动 ,两 条 直线 间 的 最 短 距 离 为 ac,a<z ,如 喘 
与 水 平 直线 间 的 静摩擦 因数 为 p, 生 "avV1 十 性 ,4 端 高 
于 吾 端 ,证 明 杆 在 位 置 

arcsin 了 < 和 0 撩 arccos| | 
A 

(其 中 9 是 4B 杆 与 竖 直 疝 下 直线 间 的 夹 角 ) 平 衡 . 

证 明 设 杆 的 质量 为 m, 取 图 7. 9 坐标 Ozyz, 光 滑 的 
铅 垂 线 为 轴 ,粗糙 的 水 平 直线 位 于 xy 平面 上 xz=a 处 . 图 
中 所 画 的 杆 的 位 置 是 能 平衡 的 极限 位 置 ,图 中 国 出 了 杆 的 
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受 力 情况 
这 ， 
AO = licos0, OB = lsing 
= 2 _4 、 ,YLsin0 一 和 
0OB lsing’ ~ lsing 


入 点 坐标 为 (0, 0, lcos6),;B 点 坐标 为 (a,Vlisini0—ai,0) ;CC 上 扩 坐标 为 


Vi’sin 0— a’, lcosb ， 


1 

2 

由 主 和 撩 =0 和 对 4 点 的 主 矩 M4 = 二 0, 有 
N= 二 mp 


AB x (— Ni— fij+ Nk)+ACX (~ mae)k=0 
AB = rs—ra=ait Mlisind — aij — lcosOk 
及 -1 
将 4B、AC 的 式 子 及 Ni1=mg 代入 上 式 . 
Cai 十 Mlsin’d — a?j 一 lcosOk) xX 一 Ni 一 十 |mg 一 lmg)k |= 0 
可 得 
omg Vlisin?0 — a — flcos06 = 0 
Nilcost 一 Fmga 一 0 
一 Cj 十 和 N， /zsin28 一 a2 一 0 

解 出 


f= cd VIEsin:0— a’ 


Mea 
N; = 27cosb 


VN 二 Ni = 二 word ~ 412cos26 十 a” 


AN Ni 十 Ni 二 ff (平衡 的 极限 状态 ) 
2 V4lcos’0++a = Fc Vilisin0 一 a: 
从 上 式 可 解 出 : 


ogg 二 [I— (1+ pw)a’ 

(1 十 4A2 DZ 

， 加 1 一 (] 十 pa 
所 以 Ox >= arccos C1 + 4 


站 


当 杆 端 Bb 外 于 坐标 (a,0,0) 时 ,显然 也 可 以 平衡 ,此 处 0=0,,=arcsin 人， 
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故 杆 能 处 于 平衡 的 9 值 处 于 下 列 范 围 : 


2 2、 ,2 
arcsin 了 < 0 < arccos 人 i 


7. 1. 10 一 圆 简 形 玻璃 杯 盛 满 了 冰 , 重量 为 空 杯 时 的 六 倍 . 看 空 杯 时 质心 位 于 离 底 面 
四 分 之 一 高 度 处 , 问 将 冰 装 到 什么 高 度 杯子 最 不 容易 倾倒 . 

解 ” 设 杯子 高 度 为 刀 , 质 量 为 巴 . 冰 竣 到 离 底面 高 度 为 时 , 冰 的 质量 为 交 X 6 ,此 时 
装 了 冰 的 杯子 的 质心 高 度 为 h., 由 质心 的 定义 ， 


Xm+m hh 二 站 X 6m 二 十 加 。 全 
解 出 
_ 127 十 A 
”4(6z 十 有) 
显然 ,质心 高 度 越 低 , 越 不 容易 倾倒 ,质心 越 靠 近 底面 , 放 在 斜面 上 不 发 生 倾倒 所 允许 
的 斜面 最 大 倾角 越 大 . 
求 h.(z) 最 小 的 zz 值 ， 
dh _ 24z(67 十 h) 一 6(l2zx +h)_) 
dz 4(6z 十 A) 
化 简 后 得 


22 十 47 一 天 一 0 
(2 十 8R)C6Zz 一 下) 一 0 


二 一 一 h， 及 z= 二 一 hh 


h.(0) = 二 


可 见 x 二 让 h, 即 冰 装 到 六 分 之 一 高 度 , 质 心 最 低 ,最 不 容易 倾倒 
7.1.11 杆 BC、.BD.CD、CE、CG、DG 由 匀 链 连接 ,位 于 立方 体 的 边 和 对 角 线 上 ,如 
图 7. 10 所 示 . 饺 链 B.E、G 是 固定 的 ,各 杆 不 计 质 量 ,在 节点 D 有 作用 力 Q 沿 对 角 线 ED 
方向 ,在 节点 C 有 作用 力 己 沿 CG 方向 ,处 于 平衡 状态 , 求 各 杆 的 内 力 . 
解 ” 设 立方 体 边 长 为 a, 六 个 面 上 的 对 角 线 长 均 为 V 2a, 立方 体 对 角 线 如 CE 等 长 
3a. 
3 


EC 方向 的 单位 矢量 ns-c 二 a (Gi 十 j 十 k), 照 此 表示 法 ,nap 一 (一 i 十 让 np- 


2 
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一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 攻 


假设 各 杆 的 内 力 均 为 拉力 , 即 杆 中 任何 一 点 的 两 边 都 是 互相 
拉 伟 的 力 , 用 Scz 表 示 杆 CE 中 的 内 力 . 


Srp _ 
铵 链 C 受到 的 力 如 图 7. 11 所 未， 
“sce 用 C P 忆 一 一 PK，Sw 一 一 Soc 
Se "Sco Sce =— Scek, Scp =— Scnl 
.11 ~ ， ， 
ScE 一 一 cgiE-C 一 一 scrG 十 了 十 无 ) 
铵 链 C 所 受 合 力 为 零 ， 
一 cp 一 Secs 一 0 (1) 
Sm 一 Se = 0 (2) 
_P_ Sw YY3s,.=0 (3) 


3 
系统 所 受 的 外 力 如 图 7. 12 所 示 ,其 中 作用 于 
B 点 的 外 力 Sgc、Sgp 分 别 与 BC 杆 、.BD 杆 的 内 力 
数值 相等 ,是 考虑 B 点 所 受 合力 为 零 得 出 的 . 
系统 所 受 外 力 对 C 点 的 力 窍 为 零 ， 
Mc=— ajJ X 【一 1 BD) MB-D 一 ak Xx S pohp-G 一 aiX QE.D 


= jx | Msso) Cit akx eS — A -alx YQG+h 
— ~ a(Q — Spo)jf 十 YalSa Qk=0 


可 得 
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Spc 三 Q 
D BD -一 CO 
系统 所 受 的 合 外 力 为 零 ， 
Sac 十 Sap 十 Sce 十 Scc 十 Sps 十 PQ=0 
代入 
Sac 一 pcfs S ppD 一 Sandi 一 1) 
Ses =— Ma Scs(i + j +k), Sc =—— Scok 
Spc = spo Kk), P=— Pk 
Q = QU 十 大) 
可 得 
S Bpp 一 cE 十 YS 一 0 
— Sgc— 7 Sap — MSce + YQ=0 
— Ses — So — Ys Sm — P+YQ=0 
将 式 (4)、(5) 代 入 式 (6) ,得 
Sce 二 MV 68 
将 式 (5)、(9) 代 入 式 (7) 得 或 由 式 (2)、(9) 得 
Sac =— ~V 2Q 
由 式 (1)、(9) 得 
Sep -一 人 人 人 QQ 
由 式 (3)、(9) 得 


DCG 一 一 人 一 V2Q 
正 值 表示 内 力 为 拉力 , 负 号 表示 内 力 为 压力 ， 


(4) 
(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


7.1.12 一 梅 架 由 11 根 等 长 的 杆 组 成 ,A4、B、…、G 是 铵 链 ,如 图 7.13 所 示 . 4 点 刚 
性 固定 ,G 点 只 在 竖 直方 向 支撑 住 ,忽略 杆 的 重量 ,一 重 物 W 挂 在 巨 处 , 求 4.G 点 的 竖 直 
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支撑 力 和 每 根 杆 的 内 力 . 
解 ” 对 整个 柏 架 列 列 平衡 方程 : 


设 每 根 杆 的 内 力 均 为 张力 , 根据 这 种 假设 画 出 匀 链 A4、B、…、F 的 受 力 图 如 图 7.14 
所 示 . 


(d) (f) 


图 7. 14 
列 出 各 匀 链 所 受 合力 为 零 的 分 量 方程 . 
A, SaABscos30° 十 Na, 二 0 
SapCOS60° 十 Sac 一 日 


Na 2~ 和 /3 
4 
解 出 D4B 一 coOS30” 9 Ww 


S ac 二 一 1 apBCOS60° -一 ew 


B. Sansin60° 十 Spcsin60” 一 0 
Spp 二 Spccos60° 一 pcos60" = 0 


解 出 Sw = Sm- LY3w 


~MV3 
9 


C: S pcS1n 60° 十 ScpSIN60° 一 0 
Scr 十 Scpcos60° 一 Spcc0s60" 一 Sac= 二 0 


解 出 SS -23 


Spp 一 (94s 一 ah)cos60" 一 一 WwW 
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Ser -= S ac -一 cnpcos60" 十 arccos60? -一 Ww 
D. SprSsiIn60° 十 Scpsin60” 二 0 
S pF 十 SprCOS60° -一 9 pp -一 cpcos60? 一 0 
解 出 So 一 一 So = 全 人 了 
Spr = Sap 一 Sorcos60* + Scncos60" 一 一 SW 
k. SxrSinN60° 十 S pgS1Nn60° 一 了 一 0 
Sgc 十 prcos60" 一 cg — SpgCOS60° = 
W 4~ 3 
解 出 DEF 四 DDE 十 sin60° 一 9 W 
S pc 一 S cr 十 S pCOS60° 一 rrcos60? -一 2 3 W 
F, Srcsin60° 十 rrslin60" 一 0 
S FcCOS60° -一 S pF -一 rrcOos60” 一 0 
和 3 
解 出 Sre =— Sgr =— SW 


最 后 的 方程 中 各 量 前 已 算出 ,代入 可 作为 验算 用 .Sap、Spp、Scp、Spr、SFc 均 为 负 值 ,说 
明 杆 4B、BD.CD、DF、FG 的 内 力 不 是 张力 而 是 压力 . 

7. 1.13 ”一 栅 架 结构 及 负荷 情况 如 图 7. 15 所 示 , 所 有 的 杆 质量 不 计 , 用 光滑 铵 链 连 
接 , 求 CE、ED、FD 三 杆 的 内 力 . 


图 7. 15 


办 由 于 结构 及 负荷 具有 对 称 性 ,: AD 处 底座 的 支撑 力 NAay—= Ng, NAri NB8:=0. 这 
里 取 y 轴 竖 直 辣 上 ,z 轴 水 平 问 右 ， 
Q 


Na = Ns, = (7Q+2 X= 4 
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取 结 构 中 AEF 部 分 为 系统 , 受 力 情况 如 图 7. 16 


as 所 示 ， 
E / 
Q | \ EF = Wk -一 ~ 
QQ SED 
D2 
z Ep \, 一 VEF:- Fh 一 2 十 
4Q | :已 
sind 一 FP 二 >， 0 = 30 


这 个 检 染 结构 安装 得 好 ,可 使 Naz 一 Nm 一 0, 安 装 
不 好 ,Naz 可 取 任 何 值 , 变 成 静 不 定 问题 ,这 里 考虑 理想 情况 ,Na 一 Na 一 0， 
平衡 方程 为 


Spp 十 grrcos30 十 wprnslna30" 二 0 : (1) 
4Q 十 Srrsin30。 — Sepcos30° — 7Q 0 (2) 
加 , ,LL .3 
Me 一 Sm:EF+Q ,二 +TQ.- [4a | 31 一 
代入 EF 一 六, 由 上 式 可 解 出 
Srp = > M3Q& (3) 


由 式 (1)、2)、(3) 可 得 


9cr 一 一 4Q， Sm 一 一 /3Q 
作为 验证 ,再 算 Mb»=0,， 


_ 站, 工 .1 .3,. .7Hn,.1 
Mb = st+eQ 1 十 人 8 2 Q > 
— ScrCOS60° 。 ~ 一 Srcos30。 * ~ 一 0 


可 得 Scs= 一 4@Q ,结果 相同 ,说 明 计 算 正 确 . 

7. 1.14 一 根 质 量 为 M 的 刚性 细 杆 由 两 个 距离 为 a 的 快速 旋转 的 转 轮 支撑 着 . 设 开 
始 时 细 杆 不 对 称 地 静止 地 放 在 此 两 轮 上 , 转 轮 与 细 杆 之 间 的 动 摩擦 因数 为 y. 

(1) 设 转 辊 的 旋转 方向 互 为 反 向 ,如 图 7. 17(a) 所 示 , 试 写 出 杆 的 运动 微分 方程 ,并 由 
比 解 出 杆 的 质心 相对 于 转 轮 1 的 位 移 zz) , 设 开 始 时 z(0) 一 zo 汪 (0) 一 0 


一 | * | 一 
一 一 
Oy C ) 
< 位 | 
(a) 0 
图 7.17 
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(2) 如 两 转 轮 的 转向 都 反 向 ,如 图 7.17(b) 所 示 , 再 计算 zG) , 仍 设 z(0) 一 zo 汪 (0) 一 


0. 
解 (1) 设 细 杆 受 到 轮 1、 轮 2 竖 直 向 上 的 支持 力 为 Ni、N;. 由 质心 运动 定理 . 
Mi = AVI — LN; (1) 
N+N,— Msg=0 (2) 
再 由 细 杆 作 平 动 的 条 件 , 在 质心 平 动 参 考 系 中 对 质心 的 力矩 之 和 等 于 零 ， 
NizT— Nl(a— x)=0 (3) 


由 式 (2)、(3) 可 解 出 Ni、N;, 为 
人 一 站 
N, 一 ”5S， N, = Ma 
代入 式 (1) ,得 细 杆 的 运动 微分 方程 为 
MX = SE (a 一 27) 


?+ 


-人 


TX 二 六 十 至 一 4 十 Acos /LE 十 Bsin ,| 22E; 
2 2 a a 
出 初始 条 件 :t= 二 0 时 ,z 一 zo 光 一 0 定 4、 有 ,得 
| sos 2, 
(2) 如 两 转 轮 的 转向 都 反 向 ,微分 方程 改 为 
1 人 芝 一 一 ALV 十 AAA ， 


人 一 FB8 (pr — a) 
a 


2 LB 0 
位 


ze Be VY 


由 初始 条 件 :t=0 时 ,zx 二 zxo,X 二 0 定 A、B, 得 
sh| | 28 , 


7.2 ”转动 惯量 和 惯量 张 量 


+ 


7.2.1 两 个 金属 圆 盘 具有 相同 的 质量 M 和 相同 的 厚度 +, 都 是 均 质 的 , 盘 1 的 密度 
为 p1, 如 2 的 密度 为 p;, 且 Ps 二 pi. 问 哇 个 盘 的 转动 惯量 较 大 ? 
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解 ” 设 Ri、R; 分 别 是 盘 1 和 盘 2 的 半径 , 因 两 盘 的 质量 相同 ， 
CTR1E = por R2t 
| 一 多 
kK Pi 
比较 绕 通 过 盘 心 的 拭 直 轴 的 两 个 转动 惯量 ， 
1 


] 
一 了 AMRi， l= 2 MR 


2 
Kl pl, 1 < 7， 
1 


z 1， 尺 ; 
比较 绕 通 过 一 条 半径 的 中 点 的 垂直 轴 的 两 个 转动 惯量 ， 
] ? 1 3，rps 
1 一 了 LAi 十 M| LR,| == 4 MR 
同样 
1, = MR 
i Ri 2 
1， Ri Ml <1, < 
, 比较 绕 通 过 盘 心 与 牌 线 成 0 角 的 轴 的 两 个 转动 惯量 : 取 图 
所 示 的 坐标 , 圆 盘 1 对 质心 O 的 惯量 张 量 为 
} 2 
4 MR 0 0 
1 2 
| 一 0 MRI 0 
0 0 方 MR 


既 划 的 方 问 天 量 为 天 一 (singcospysingsinpycosO) 


图 7. 18 
对 此 转轴 的 转动 唱 量 为 
l fp? 
sinbcosg 
T= (sinbcos? sinbsinP c¢os0) 0 人 MMR 0 singsin 
] coOSs1 
0 0 了 MRI 


一 7 MRI 十 cos20) 


同样 
I, = FMRICI + cos20) 


1 Ri 2 
一 二 一 一 一 之 1],7 < 二 J 
了， R; | ° 
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再 用 关于 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 ,对 通过 半径 上 离 盘 心 一 的 一 点 的 平行 轴 , 也 有 石 < 

综 上 所 述 , 圆 盘 2 的 转动 惯量 较 大 ,但 如 有 果 转 轴 通 过 圆 盘 的 不 是 上 述 的 对 应 位 置 或 轴 
的 方向 矢量 不 同 , 谁 大 谁 小 是 不 能 一 概 而 论 的 ， 

7.2.2 已 知 一 个 均 质 立方 体 对 于 通过 其 质心 和 一 个 面 的 中 心 的 辅 的 转动 惯量 为 To， 
求 对 通过 质心 和 一 个 角 的 轴 的 转动 惯量 . 

解 取 坐 标 系 原点 位 于 质心 ,到 通过 相互 垂直 的 三 个 面 的 中 心 的 三 个 辅 为 <、y、z 
轴 , 则 由 对 称 性 可 知 ， 

T .一 T 二 1 一 T，T 一 1 一 T 一 0 
对 于 通过 质心 的 任何 轴 ,其 方 加 余弦 为 
《cosaycosA ,cosY) 
T= Jocos’a + Tocos’p + Tocos’7 
== Jo《cos’a 十 ecos“28 十 ecos2y) 一 了 0 

7. 2.3 一 半径 为 RR 质量 为 M 的 均 质 薄 圆 盘 , 另 有 一 点 
质量 m= 也 M 附 在 它 的 边缘 上 ,到 图 7. 19 的 坐标 (> 轴 乖 直 纸 
面向 上 ). 求 ; 

(1) 圆 盘 与 点 质量 系统 关于 4 点 的 惯量 张 量 ; 

(2) 关于 4 点 的 惯量 主轴 和 主 转动 惯量 ， 


解 (1) [一 MR*+mR’= MR + MR:’ 一 NMR 


其 中 症 MR? 是 圆 盘 对 1- 的 贡献 ,用 了 平行 轴 定 理 才 MR: 十 


MR’= MR’, 


1 = MR? + mR’ = MR + TMR’ 一 MR’ 


用 关于 转动 惯量 的 垂直 轴 和 定理 ， 


9 


1 = +1, = SMR:+ MR: ~ 4MR: 


2 
1 =— yz =— SMR’,L,, =— SMR: 
Ty . fat yi 4 bs 4 
其 中 考虑 到 圆 盘 对 1;, 的 贡献 为 零 ， 
T。 一 7 = 0 
系统 关于 4 点 的 惯量 张 量 为 
Diup? OMp? 
> MR MR 0 
rp 323Mup 
MR MR 0 
0 0 4MR:’ 


(2) 因为 1 二 0,1y 二 0, 可 见 z 轴 是 一 个 惯量 主轴 ,7;== 了 1. 一 4MR’ 为 一 个 主 转动 


只 有 两 个 独立 方程 , 即 
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惯量 . 
万 两 个 主 转动 惯量 为 下 列 二 次 方程 的 根 ， 
9 Mp2 _ Mp? 
MR TT AMR | | 
on 3 Mp2 
MR: FMR:— 1 
1* ~ 4MR’I + (MR’): = 0 
解 出 


1 一 |2 十 机 V3) MR: = 3.3467MR: 
1, = 2 一 1 V25|MR: 一 0. 654MR: 

设 惯量 主轴 1、2 的 单位 和 拓 量 分 别 为 (el: ,eiy) 和 和 (es,ez,), 则 
Eri | 
-i 


2 2 
eiz 十 ely 三 1 


下 


D 
-一 4 QO 


efz 十 el, 二 1 
解 出 


解 出 


5 可 
-3 2 一 (2 一 序 V33) le 
eiz 十 e2y 二 1 
+ Va9)er — ezy 一 0 
2 4 4 
es: 十 e2, 二 1 
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,2+ V29 
V58 十 4/29 

三 个 主 转动 惯量 及 相应 惯量 主轴 的 单位 矢量 如 下 : 

T= 3.346MR’:, el = (0.828, — 0.561,0) 
I,=0.654MR’, e,= (0.561,0.828,0) 
1T; = 4MR:’, e; = (0,0,1) 

7.2.4 ”如 图 7.20 所 示 , 四 个 质量 均 为 m 的 质点 位 于 zy 
平面 上 ,坐标 分 别 为 (a,0)、( 一 a,0)、(0,2a)、(0, 一 24), 它 们 
被 可 不 计 质 量 的 杆 连 成 一 刚体 , 求 ， 

(1) 对 原点 的 惯量 张 量 ; 

(2) 绕 过 原点 的 与 xz、y、z 轴 的 夹 角 都 相等 的 轴 的 转动 惯 


一 0. 828 


量 ， 
(3) 在 某 时 刻 沿 (2)? 问 所 述 的 轴 转 动 , 求 此 时 刚体 对 原点 
的 角 动 量 和 失 量 和 该 轴 的 夹 角 . 图 7. 20 
解 (1) T=2mi a) = 8ma’ 
T=-=2ma’ ,TC— 10ma’ 
7 一 1 一 1 一 0 
关于 原点 的 惯量 张 量 为 
| 8ma? J 0 
1(0) = | ob 2ma” 0 
0 lO0ma’ 


(2) 该 转轴 的 单位 天 量 
Nn = cosai +- cospB] 十 cosrk 
axw 一 8 一 YY，cosia 十 cos20 十 cos2y 一 1] 


3cos?a 一 1，aw 一 有 一 7 一 arccos 
T =n. 10) .n= 8ma‘cos’a 2ma’cosp 十 10ma’cos’y 一 ma’ 


(3) w=wn=Y witj+k) 


~ 3 
一 的 

， 3 

8ma 0 0 
J=10) .w= | 0 2mar 0 en 
0 0 10ma” 

~ 3 

3 Cw 


-wma (8i + 27 + 10k) 


re 
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J 一 omna: 8 十 2 十 10 一 > ~V/168mza2a 


设 了 与 于 之 间 的 夹 角 0， 


了 oa (8 十 2 十 10) 
= arccos 一 arccog | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
J A/ 3 
3 168ma’w 
^/ 3 20 
一 arcCOS 一 一 | 一 arccos0.89009 一 27? 
3 ~168 


7.2.5 一 个 质点 系 由 位 于 点 (a, 一 a,a) 质 量 为 4m 的 质点 、 位 于 点 (一 a,a,a) 质 量 为 
3m 的 质点 和 位 于 点 (4a,a,a) 质 量 为 2m 的 质点 组 成 . 
(1) 求 关于 坐标 原点 的 惯量 张 量 ， 


四 的 疆 困 求 肖 六 立 - 闻 牛 _ 1... 1 ， 动情 量 ， 
(2) 用 (1) 问 的 结果 求 通过 原点 、 单 位 方 同 矢量 it 的 轴 的 转动 惯量 
解 (1) 


[二 4m[ (一 a 六 十 a 十 3m(a’ 二 a) 十 2m(a’ 十 a) 二 18ma” 

1,, = 4m(a’ 二 a) 十 3mla 十 (一 a) 7] + 2m(a’ Ta) = 18ma’ 

1 = 4m[a’ 十 (一 a)?] 十 3m[ (一 a 六 十 a |] 十 2m(a’ 十 a ) 二 18ma’ 
7 = 1,=— [4ma(— a)+ 3m(— oa + 2ma* a] = 5ma’ 


1, = 1 =— [4ma*a+ 3m(— a)*a+ 2ma'al=~ 3ma’ 
1 = 11, =— [4m(— a)a 3ma*a+ 2ma*a|]=— ma’ 
关于 原点 的 惯量 张 量 为 
18 9 一 3 
1(0) = ma’| 5 l8 一 1 
一 3 一 1 18 
上 
| ， 18 5 一 31|V2 
(2) I=n* J(0) 一 | 一 一 一 015 18 一 1 1 |ma’=23ma’ 
V2? ~Y? -3 —1 1i8JIv2 
0 


7. 2.6 一 个 质点 系 包括 位 于 点 (4, 一 a,0) 质 量 为 4m 的 质点 、 位 于 (一 a,a,0) 质 量 为 
3m 的 质点 和 位 于 (a,a,0) 质 量 为 2m 的 质点 . 求 ， 
(1) 关于 坐标 原点 的 惯量 张 量 ; 
(2) 关于 原点 的 主 转动 惯量 . 
解 (1) 
7 二 4m[ (一 a:) 十 0 十 3m(a’? 十 0) 十 2m(a’ 二 0:) 一 9ma” 
1 = 二 4m(0? 十 a) 十 3m[0: 十 (一 4a)? 十 2m(0 十 4a) 二 9ma’ 
Ty 二 4m[( 一 a 十 a] 十 3m[ (一 a 十 a jj 十 2m(a’ 十 a’) 二 18ma’ 
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1T,, = 1 = [4ma(— a) 3m(— a)a 二 2ma*al|= 5ma’ 
7 一 7 一 一 |4oa。，。 0 十 3o( 一 2)，。0 十 2oza .0j 一 0 
7 一 7 一 一 L4wa( 一 a)。0 十 3oza。0 十 2aa .0] 王 0 
9 5 0 
所 以 I(0)=ma’|5 9 0 
0 0 18 


(2) 因为 2 一 7 一 0z 轴 已 是 惯量 主轴 ,1 二 J = 18ma’ 已 是 一 个 主 转 动 惯 量 . 
男 两 个 主 转 动 惯 量 是 下 列 方程 的 根 : 


9ma’—J 5ma’ 
5ma* 9ma* 一 了 
1 — 1l8ma’IT + 56(ma’)=0 
(7 — 4ma’)(T — l4ma’)= 0 
所 以 另 两 个 主 转动 惯量 为 
T= 4ma’:, 1, = l4ma’ 
7.2.7 求 底面 半径 为 r、 高 为 h、 质 量 为 m 的 均 质 圆锥 体 相 对 于 底面 中 心 的 惯量 张 
量 , 当 r 与 h 之 比 为 何 值 时 ,过 此 所 的 任何 币 都 是 惯量 主 斩 ,并 在 束 和 情况 下 , 找 量 奈 必 的 位 
置 以 及 关于 质心 的 主 转动 惯量 . 
解 ” 取 坐标 轴 原 点 位 于 底面 中 心 ,x、y 在 底面 上 ,z 轴 为 圆锥 的 对 称 轴 , 顶 点 的 坐标 
为 (0,0,h). 设 圆锥 密度 为 p， 
m 一 p| dz | 


hi—2z 


h 


r h 1 2 ] 
2xr' dr = 2rp| | ri dz = orr’h 
0 2 3 


3m 


《一 xr“h 


7 -一 1,, 一 | 十 z’ )dm 
dm = or dr dpdz 


y= 二 rsing 
2 2 
7 一 7 一 dz| rr | (sin2p 十 2)de 
0 0 
下 一 之 


“ A ] ，， 2 
一 | dz| 7 。2T| 一 7 和 十 > 
0 2 


心 
加 [li h 一 2 
一 人 4 


1 二 213| 一 
207 外 十 30 h 


dr 


jaz 


一 一 zom(3r’ 十 2 ) 


之 
rr 


+ zs 


— px 


1,. = | Fr tdm, dm = px “dz 


a 1 
1,. = | pi 。D77 “dz 
0 
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7” 一 4 一 二 7 
_ 1 | h — + 47 
7 了. 一 7 pr| 2 dg 一 onr h = ] 0727 
根据 质量 分 布 的 对 称 性 ,可知 
1 一 7 一 了 。 -一 0 
1 2 2 
p07 37 二 2 有") 0 0 
1(0) = 0 liar 十 282) 0 
20 
3  ? 
0 0 10727 
如 
] ? 2 3 2 
307 (37 十 2h°) = ] 0%7 
印 


37" 十 2h* == 6r?， 2P 一 37 


则 NE 时 ,过 OO 点 的 任何 轴 都 是 惯量 主轴 , 旦 转动 惯量 J= 训 mr 
下 面 求 质心 C 的 坐标 ,显然 ,z(C) 一 y(C) 一 0 


h 
z(C) = 二 | prr' zzdz 一 二 | pr 


2 
之 
r| zdz 一 ah 


现 考 虑 /3 的 情况 . 
3 ] 
z(C) 一 ‘3+ ls 
由 关于 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 . 


3 »， 
Tz (CC) = 1..(O) = 107227 


由 质量 分 布 的 对 称 性 ,通过 质心 的 zy\x 轴 (z 轴 是 对 称 轴 ) 仍 是 关于 质心 的 惯量 主轴 ;上 
述 7.(C)、 TcC)、 TeCC) 是 关于 质心 的 主 转动 惯量 . 
7.2.8 半径 为 尺 的 非 均匀 圆 球 ,在 距 中 心 r> 处 的 密度 可 用 下 式 表 示 : 


pl1 一 < 出 
式 中 po 及 a 为 常量 . 试 求 ， 
(1) 绕 过 球 心 的 任何 轴 的 转动 惯量 ; 
(2) 关于 球面 上 一 点 的 三 个 主 转动 惯量 ; 
(3) 关于 球面 上 一 点 的 惯量 张 量 , 要 用 下 列 坐标 表达 它 , 取 zx、y.z 坐标 后 , 球 心 的 坐 
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标 为 (Rcosay,Rcosp,Rcos7y)， 


解 
mn — | or2singdbdedr 
= | dr| pl1— a Slrsinedo| d 
一 | a ] a 2 r’sin | 9 
= Exp,(5 一 30)R: 
15 
(1) 
I= | Grsing) ?pr’singdrdodgp 
R 7 At 
一 27| pol 1 — a rdr| sin ld1 
0 R 0 
— 8 i 1 s_ 14— l0a 2 
一 30457244 一 35 二 21oz 
(2) 取 所 考虑 的 球面 上 的 那 点 为 坐标 原点 ,z 轴 通 过 质心 ( 球 心 ), 则 
14 一 10c& PP， 
fs = 35 一 21a™ 
_ 414 一 10c ps 2 49 一 3la ps 
hl= 95 ot Tm = 35— ola"t 


(3) 用 关于 任何 一 点 的 惯量 张 量 元 素 与 关于 质心 的 惯量 张 量 元 素 间 的 下 列 关 系 : 
1.(A) -一 《CC ) 十 ml RE CCA) -一 Zr(4)zicC4) |] 


其 中 RcC4) 是 质心 C 相对 于 4 的 位 天 . 


今 
He 
I(C) = 0 mR 0 
0 0 mR 


Re(A) = Reosai 十 Reospi 十 Reos7k 
7 4) 一 T(C) -+ ml (Reosa)’ + (ReosB)’ 十 (Reos7)’: 一 Reosa * Reosa | 
= 1..(C) + mR’sin’a 
1,,(A) = Ty(C) + mR’sin’p 
I..(A) = 1..(C) + mR’sin’y 
1T.,(A) = 1,,C) + ml Reosa., Reosp | =— mR’cosacosp 
1,,.(A) =— mR’cosacos7 
1 (4) =— mR’cospPcos7 
关于 球面 上 一 点 4 的 惯量 张 量 为 
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1]4— 1l0a 


:2 2 2 2 y 
35 21a 二 sin‘almR mR’cosacosp mR’‘cosacos 
9 ]14 四 l10a »_ 9 » 2 
1(A) = 一 mR’“cosacosp 35 91a 十 sin‘plmR 一 mR'cosbcosr 
一 mR’cosacos7 一 mR’cospBcosr | 二 十 Sin27y imR’ 


当 a=B=s ,=n 时 ,zx、y.z 轴 是 关于 4 的 三 个 惯量 主轴 ,代入 上 式 , 得 到 的 惯量 张 


量 正 是 所 期 符 的 ,与 用 平行 轴 定 理由 I(C) 得 到 的 结果 相间 . 
7.2.9 质量 为 m 的 均 质 椭 球 , 栖 球 方程 为 


1 
试 求 此 椭 球 绕 过 其 质心 的 三 个 惯量 主轴 的 转动 惯量 . 
解 ” 设 均 质 椭 球 的 密度 为 p， 


用 积分 公式 : 
| Ge: 一 z2)3dz 一 了 | x Ma? 一 zx? 十 azarcsin 三 | 


arcsin 


2 
vs 
1 


dz 一 和 pnxabrc 
0 3 


十 
ko | 一 


| 2 
污 


1 二 | 十 z*)dm 一 | 二 2)odzdydx 


a oA | 1 万 
一 sp| dz| dy| 


0 


(y* 十 z*)dz 
在 以 下 的 运算 中 将 用 以 下 积分 公式 ， 
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4 
| va — wdu = (2 一 0)Ma 一 忆 十 arcsin — 
| ce 一 zw2)2du 一 (5qi 一 2u)Ma 一 w 十 watarcsin 一 
可 得 
1 一 Em(b’ 十 c) 


同样 可 得 
1, = Emle: + a), 1, = ma’ 十 67) 
7.2.10 上 题 如 不 取 三 个 惯量 主轴 为 坐标 ,而 
取 上 述 坐 标 绕 z 轴 转 a 角 的 zx、y、z 坐标 , 求 关 于 质 
心 的 惯量 张 量 . 
解 右 图 7.21 中 避 为 质心 , 闪 yy 轴 是 惯量 主 
轴 ,z、y 轴 是 题目 所 要 取 的 坐标 ， 


i = cosai’ 十 sinay’ 


了 一 一 sinat’ 十 cosay 
k=k 图 7. 21 
用 zy .xz 坐标 ,关于 质心 的 惯量 张 量 为 
到 (2 十 C2) 0 0 
0 Em(e: 十 a:) 0 
0 0 mle + 5b2) 
用 xz、y、z 坐标 ,关于 质心 的 惯量 张 量 各 元 素 计 算 如 下 : 
用 《经 典 力 学 ?下 册 p.116(9. 3. 12 ) 式 
Bm t+e) 0 0 cosa 
7 一 (cosa sina 0) 0 mle’ 十 a“) 0 sina 
0 0 Em(a’ 二 :) 0 
= om[b? + c+ (a — b?)sin’a] 
cp 十 cc) 0 0 
一 SInC 
7 一 (一 SIina cosa 0) 0 Em(e’ 十 <) 0 cosa 


。 446 。 力学 (上 册 ) 


Em[e’ 十 a 十 (6? 一 a’)sin’a| 


-一 了 一 Em(a: 十 2 ) 


二 ma 人 22 十 6) 0 0 i 
7 一 (cosa sina 0) 0 mle: 十 a*) 0 cosa 
0 0 Em(a? +6)I| 0 
一 mla’ 一 bb:)sinacosa 
用 式 (9. 3. 12') 计 算 7 .7 或 考虑 到 z 轴 仍 是 惯量 主轴 均 有 
z 7 一 了: 一 0 
用 题目 规定 的 zyz 坐标 ,关于 质心 的 惯量 张 量 为 
二 ma[b 十 Cc 十 (a? 一 b*)sin’a | 二 (a’ — b’)sinacosa 0 
Em(a’ 一 b’)sinacosa sm[e’ 十 a 十 (6b: 一 a’)sin’a| 0 
0 0 Em(a’ 十 六) 


当 a 二 0 时 可 得 应 有 的 结果 
7. 2. 11 一 个 质量 为 m. 边 长 为 a 的 均 质 立方 体 , 试 求 ， 

(1) 关于 质心 的 惯量 张 堂 ， 

(2) 关于 一 个 顶点 取 过 此 点 的 三 条 边 为 Xx、y、z 轴 时 的 惯量 张 量 ， 
(3) 关于 一 个 顶点 的 三 个 主 转 襄 供 上 虹 


| | 
.3 台 


ee 


(4) 写 出 (2)、(3) 问 两 珠 取 法 时 的 惯 景 闻 球 方程 . 
解 〈1) 取 过 质心 六 党 三 个 笛 卡 儿 坐 标 分 别 平 行 于 通过 一 个 顶点 的 三 条 边 . 它们 都 
是 惯量 主轴 ,而且 惯 量 和 前 球 是 盘 型 的 . 


1, = 了 ， 一 -一 | edz| dy| Cy 十 Zz?)dz 
2 2 2 


2 


ud 


EN 


af2fa » 1 1 ss 了 ， 
一 8 | + 汪 Jay = B00 = Bm 
所 有 惯量 积 均 为 零 , 因 为 惯量 椭 球 是 球 型 的 ,过 质心 任 取 互相 垂直 的 三 个 坐标 为 工 y、z 


轴 ,惯量 张 量 均 为 


ma 0 0 
1] ， 
I(C) = 0 6740 0 
0 0 ma’ 
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(2) 用 关于 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 可 得 
Tz 二 1,, 一 《 (CC ) 十 md’ 


其 中 4 为 两 个 平行 轴 间 的 距离 ,这 里 4 等 于 立方 体 一 个 面 的 对 角 线 长 度 的 一 半 ,d 二 2a， 


/— \2 
1 = 1,, = 1,.. = La + 2 二 ma? 
6 2 3 
如 位 位 1 5 1 » 
1,, 二 一 | pzdz| ydy| dz 二 一 一 pa’ 一 一 一 ma 
0 0 0 4 4 
同样 可 得 
1 = 1, =— ma’ 
惯量 张 量 为 
2 1 : _ 寺 ， 
3 Ma 4 ma ma 
|_1 : 2 ,2 _ 1 : 
| 4 ma 3 Ma 4 ma 
_1, : _ 1 2 
4 ma 4 ma 3 ma 


(3) 取 过 此 顶 操 的 立方 体 的 对 角 线 为 z 轴 , 它 通过 质心 , 且 是 关于 质心 的 惯量 主轴 . 
对 这 个 轴 上 的 任何 点 来 说 ,这 个 轴 都 是 惯量 主轴 . 因此 对 此 顶点 ,z 轴 是 一 个 惯量 主轴 . 


因为 过 质心 的 任何 轴 都 是 关于 质心 的 惯量 主轴 , 且 主 转 动 惯量 均 为 ma*. 根据 平生 

轴 定 理 ,对 顶点 而 言 ,与 = 轴 垂 直 的 任何 两 个 互相 生 直 的 轴 作 z.y 轴 , 都 有 相同 的 转动 避 
量 ,都 是 惯量 主轴 

T=1,= 1..(C)+ma’ = ma’ 十 mn| sa| - 


(4) 取 (2) 问 的 坐标 系 ,将 (2) 问 中 得 到 的 1, 等 代入 下 式 : 
7 十 7 十 7 十 27 .XY 十 27 7z 十 27 .yz == ] 
得 惯量 椭 球 方程 为 
ma?(x? 十 y 十 z*) 一 ma (zy 十 Xz 十 yz) 三 1 


取 (3) 间 的 坐标 系 ,惯量 椭 球 方程 为 


Toma? (zx: 十 9) 十 mma’ 一 |] 


7.2.12 上 上 题 所 述 的 立方 体 , 取 一 个 角 为 坐标 系 原 点 ,三 条 边 为 xz、y.z 轴 , 求 绕 过 原 
点 方向 矢量 为 n 二 Y3., ,~ 六 6 | 的 轴 的 转动 惯量 ,并 给 出 此 轴 与 惯量 椭 球 面 交 点 的 
坐标 . 

解 ” 上 题 已 求 得 用 此 坐标 系 的 惯量 张 量 为 


了 ma? 


~ 12 
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ama ——ma’ 一 一 11204 
一 一 _ 1 2 2 - py 
I 4 ma 3 ma 4 ma 
1  : _l1 ,; 2 .2 
i ma ima 3 ma 
绕 过 原点 方向 和 拓 量 为 的 轴 的 转动 惯量 为 
mma’ ma’* — ng? ~ > 
4 3 
I=n:I.:n=|IY3 Ye YI- Lna? ma’ 一 a? Ve 
3 2 6 4 3 4 2 
一 1 a? 一 mma’ Lmma? AM 
4 3 6 


= 3158 一 WZ V3 — V6 ma 
也 可 用 上 题 得 到 的 椭 球 方程 


ma (zr’ 十 y 十 2 ) 一 ma (zy 十 Xz 十 yz) 二 1 


考虑 到 该 轴 与 椭 球 面 的 交点 Q 的 z、y、z 坐标 为 


| ,代入 椭 球 方程 ， 


2 


2 和 1 1 ny n> | 
374 [VT TV (VI 
1 | n,. 7 7 =1 
疗 疗 + 疗 闻 + 闻 六 
解 出 
7 = Sma’ ( 吗 十 形 十 形 ) 一 广 moa (nzny 十 nnz 十 Mr) 
代入 ns 一 ,ny 二 和 > ,ns 二 一 , 即 得 


6 ma” 


交点 Q 的 坐标 为 -| 六 ,> ,xd|, 另 一 个 交点 的 坐标 为 
vv,v6 | 


7 3 ”2 ”46 
7. 2. 13 考虑 一 薄板 位 于 z-y 平面 ,证 明 对 板 上 任何 一 点 的 惯量 张 量 有 如 下 形式 : 
A 一 C 0 
-CC B 0 
0 0 A+B 
证 明 由 惯量 积 的 定义 可 得 1, 二 1y. 二 0. 设 1 一 4,T,, 二 B,1wy 二 一 C ,要 证 明 7 一 4 
十 五 
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1.. = | 十 y’)dm 一 | ce 十 z*)dm 十 | 二 +z)dm 二 1 十 T= 二 6 十 4 


这 里 用 了 薄板 上 各 质 元 的 z 坐标 均 为 零 . 
7.2.14 者 上 题 的 坐标 改 用 统 = 轴 旋 转 9 角 后 的 坐标 ,证 明 惯 量 张 量 为 


4 一 (一 0 
一 C BB 0 
0 0 上 十 号 


其 中 
4 一 4cos20 十 Bsin’0 一 Csin20 
B’' 一 4sin20 十 Bcos20 -+ Csin20 
C' = Ceos20 — CB _ A)sin20 


并 由 此 证 明 ,; 如 转角 


] 
0 一 一 arctan 


2 


2C | 
B—A 
转 后 的 z、y 轴 为 惯量 主轴 . 
证 明 ” 设 原来 的 坐标 为 zx.y*，, 畦 后 的 坐标 表示 为 zy 、> ， 
i := cos 大 十 SinO7 


了 一 一 -Siln 上 大 十 coSsO7 
Ki = 
与 解 7.2.10 题 一 样 ， 
A 一 C 0 cose 
Ty 一 (cosg sing 0) | 一 C B 0 sing 


0 0 有 A 十 B 0 
~ 4cos20 一 2Csinbcosb 十 Bsin’0 
= 4cos20 + Bsin20 一 Csin20 = 4 
A 一 必 0 一 Sng 
Tyy= (— sin@ cosl 0) | 一 (CC B 0 cose 
0 0 A++B 0 
~ 4sin20 十 Becos’0 十 Csin20 = B' 
Jw 二 Jow 十 Tyy 二 4' 十 B (上 题 已 证 明 ) 
A 一 C 0 一 sing 
Ty= (cos0 sing 0)|I—C 8B 0 coso 
0 0 4 十 五 0 


一 一 Ccos20 十 方 (有 AJsin20 =— C0 
由 惯量 积 的 定义 ,1yw 二 Ty 二 0. 


把 上 述 惯 量 张 量 各 元 素 代 入 惯量 张 量 的 矩阵 , 正 是 所 要 证 明 的 惯量 张 量 . 
如 


力学 (上 册 ) 


* 450 。 
0 = 工 arctan 
2 B A 
_ 2 1] lp ws 
(一 Ceos | arctan BA | 2 (B 4)sin| arctan 万 一 也 | 
2C |= 
因为 arctan 万 二 了 | 一 20 
tan20 一 BA 
cos206=— “1 -2-4 
V1 二 tan20 ‘VB Ay 二 4C° 
sin20 = cos20 ， tan28 一 2 
VvV(B— A)’+4C’ 
(一 Cecos20 一 7(B — A)sin20 
Cc 8-4 lip A 2  - 
MV(B—A):+4C: < VB A) 40’ 
所 以 Ty»y 二 一 yz 一 一 OO 


1y 二 0,1zz 二 0 说明 z' 轴 是 惯量 主轴 . 1ys==0,1yw = 二 0 说明 y' 轴 是 惯量 主轴 . 
或 反 过 来 证 明 , 转 后 的 x、y 轴 要 成 为 惯量 主轴 ,必须 C' =0, 立 即 得 
2C 
BA 
7.2.15 如 图 7.22 所 示 , 一 个 质量 为 m 的 均 质 圆锥 ,其 底 
面 边 缘 的 方程 为 (x 一 a)* 十 z*= 二 a? 和 y 一 0, 顶 点 位 于 (a,ka,0). 
求 关于 原点 的 惯量 张 量 . 


解 m= 二 prarha= prka’ ,质心 坐标 :zc 一 ayzc 一 0， 


0 = arctan 


Ra 2 
yc 一 元 | VDX &4 一 > al dy 一 i Cpa 一 ha 
0 


mm ka 12 
利用 7. 2.7 题 已 算得 的 结果 ,关于 底面 中 心 B 的 惯量 张 量 可 写 


出 


3 二 2k* 0 0 
1(B) = 2ome’ 0 6 0 
O 0 3 二 2k° 
注意 写 上 述 惯量 张 量 时 ,坐标 系 原 点 位 于 B, 须 将 上 图 中 的 zyz 轴 辣 右 平 移 . 
用 关于 任何 一 点 的 惯量 张 量 元 素 与 关于 质心 的 惯量 张 量 元 素 间 的 下 列 关 系 ， 
Ta(C) = Ia(B) — mL[RECB)On — ric(B) ric(B)) 
ReCB) = ze CB)i + ye(B)j + ze(B) Kk 


是 质心 C 相对 于 B 点 的 位 拓 ， 


图 7. 22 


RCB) = haj 


第 七 章 ”刚体 动力 学 。 451 。 


(CC) 一 me “(3 十 2&k“) 一 ml Tha 


工 ka 


| 1 |° 
1,,(C) = 0ma — ml | 一 Ra 4 


4 


=- Sna 
10 
T.(C) = 1,.(C) = soma?(4 十 有 2) 


以 质心 为 原点 的 <、.y\z 轴 都 是 关于 质心 的 惯量 主轴 . 
Tay(C) = Ta(C) = 1(C)=0 
4++hk 0 0 


pr 


0 0 4 十 天 
7 CO) -一 TiCC) 十 m[ RECO)O 一 Tic(O) rw OO) | 


Re(0) = ai + haj 


1 


1..(0) = joma (4 十 有) 十 m| a 十 2 一 2 |= DO7C (3 十 2&°) 


2 2 
1,,(O0) = Sma’ 十 m| a 十 | Ta 一 | 二 ka |= Tma’ 
1..(O) = ma “(4 十 &) +mla “十 | Tpa 0 |= na “(23 十 2&") 
证 守 4 ?20 
l,l 工 es 
(CO 一 0 十 Mi 一 4。 lpa| 一 一 4 mka 


TO) 一 0 十 7(C 一 0) 一 0 


1.(0) =0+m|— Lia.0)=0 


3 4 2k: 5h 0 
1(O) = za sk 26 0 
0 0 23 十 2k 


7.2. 16 证 明 :(1) 对 于 过 一 点 的 三 个 互相 垂直 的 轴 的 转动 惯量 ,对 任 一 个 轴 的 转动 
惯量 都 不 能 超过 对 另 两 个 轴 的 转动 惯量 之 和 
(2) 在 刚体 上 取 Oxyz 与 Oz' yz 两 坐标 系 , 如 两 坐标 系 不 仅 有 公共 的 原点 ,zy\ 立 、 
y 轴 还 在 同一 平面 上 , 则 刚体 对 各 轴 的 转动 惯量 有 下 列 关 系 ， 
TT Ty = Tort Tyy 
并 给 于 物理 解释 . 


证 明 (4) Ls = | Cy? + #7) = dm 
= |(2 + xz)dm, I = |(z + ydm 
1 + 1,, = |c: 4 二 22)dm 之 工 
除了 刚体 的 所 有 质 元 的 z 坐标 均 为 零 , 即 刚体 是 位 于 zy 平面 的 薄板 有 了 x 十 1y, 二 Ts 外 , 均 
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有 7 十 7 7 

同样 有 ”了 十 1 之 Toy,7zz 十 Tz 之 1yy. 这 就 证 明了 对 任 一 轴 的 转动 惯量 不 能 超过 对 另 
两 个 轴 的 转动 惯量 之 和 ， 

(2) 方法 一 :两 个 坐标 系 有 公共 的 原点 , 且 zy、z yy 轴 在 同一 平面 上 , 则 zz 辅 必 共 
线 , 可 以 是 间 向 的 ,也 可 以 是 反问 的 ， 


了 = | 十 2?)dm 
1,, = | 十 x )dm 
Tz 十 7 = | 十 y 十 2z°)dm 


ly» + [yy = | 十 y 十 2z'*)dm 


对 于 刚体 上 的 任 一 质 元 ,其 xz. 二 坐标 或 相等 (= 轴 辣 回 ) 或 绝对 值 相 同 但 正 负 号 相 
反 (z 允 轴 反问 ) .不管 哪 种 情况 ,z2 一 zz 十 内 、2 十 光 分 别 是 该 质 元 至 > 轴 、 > 轴 的 距 
离 的 平方 ,z、z' 轴 共 线 , 故 有 


TX 十 二 二 yy 


对 任 一 质 元 有 
人 十 人 十 9 2 — x!'? 十 人 十 pA 
对 所 有 质 元 有 
| 十 yy 十 22° )dm -一 | 十 人 十 2xz/2)dzzz 
即 


了 十 1,, -一 Li 十 了 yy 
这 种 证 法 在 证 明 的 过 程 中 已 包含 了 物理 解释 . 
方法 二 :用 惯量 张 量 从 一 组 坐标 到 另 一 组 坐标 的 变换 关系 来 证 明 ， 


Ti 1 1 Cu 
Tw 一 (esl Cy, Es) 1 1, 1,; Ch 
{3 7 32 7 33 Eb 
就 这 里 = .z' 轴 反 向 (图 7. 23) 的 情况 证 明 如 下 ， 


9 一 |] 一 COsSOL 十 singj 


i = COSODE 十 COS 


9 一 到 | 二 cos(r — 9)j = singi — cospj 


J = COS 
fx 1;, {x COS9 
《一 (COS9 Sin 0 ) I 1,, 1,. slnw 
1, 1,, 了- 0 


7 .cosOD 十 TSiny 


= (cosp SInP 0)!11cosp + 1,,sing 


Tcos9p 十 ,sing 


第 七 章 ”刚体 动力 学 * 453。 


= Tcos’9 十 21,,sing cos9? 十 7 sin2p 
Ls 1 Lalf sing 
lyy= (sin¢ 一 cos 0)|1,: 1,, ly||— cosy 
Ts J J 0 
= Tsin’? — 21,,singp cos? 十 7 了 cos“p 
所 以 Tv Tyy = Tt 1,, 

同样 可 对 z、z' 轴 辣 同 的 情况 证 明 上 式 成 立 . 这 种 证 法 没有 包含 物理 解释 . 

7.2.17 如 图 7.24 所 示 , 质 量 为 m 的 均 质 薄 片 , 由 
z 轴 ,yy 轴 及 圆心 在 (R,R)、 半 径 为 R 的 圆 弧 围 成 它 的 边 
界 . 求 绕 过 原点 的 .在 zy 平面 上 与 z 轴 夹 角 为 30" 的 轴 
的 转动 惯量 . 

解 ” 方 法 一 : 设 面 密度 为 o, 考 虑 (x,y) 处 质 元 
cdzdy, 它 到 所 要 考虑 的 ! 轴 的 距离 为 2, 质 元 对 /!/ 轴 的 转 
动 惯量 为 

di = pdm 一 (rsin0)2cdzdy = |r X Podzdy 


"是 ! 轴 的 单位 矢量 . 图 7. 24 

[f° 一 cos30% 十 si1n30°] = 六 5 十 六 7 
r= 二 Xi 二 y7 
2 
dI = Es — > cdzdy 
AMR2 ORY? 2 
R R R”—(y—R) 
= | | 
日 0 


| 


jsoR'[48 ~ 19MV3 +x(6V3 一 15)] 


Ma 一 0 R: 一 lxR*) 一 1 — 于 JoR: 
1 ro 加 2 
I= pr Ls 19~MV 3 二 Xx(6~vV 3 CO— 15)]mR 
方 注 二 :用 公式 1 二 。I，[° 计 算 
R R— MVR?— (zr—R) 
7 一 1,, = | (z 十 <?)dz| ody 
0 0 


R 
一 | =[R — VR:— (tr— R)’ ldx 
用 积分 公式 


Ey 


2 
| Ve rd Var) + 


TVa’— XxX’ + a’arcsin 一 
可 得 
1 = 4,, = i616 一 5x)0oR 
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R R—~MVR:— (xr—R): 1 
1,, 一 一 | zdz| yaody 一 一 p419 一 6x)oR’ 
0 


1;. = ly = 0,， 1.. = 1 1,, 
在 这 里 可 以 不 作 7 Te Te 的 计算 ， 


1 4 了 上 加 4 
16(416 SAOoR 24(19 6x)oR*” 0 


0| -二 (19 一 6rmoRt Ld6— 5mnoR: 0 
2 24 16 


© LI ~ 
FC 


0 0 了 
一 [48 — 1l19~MV3 二 Xx(6~vV 3 一 15) loR’ 


1 Vas 


用 7 1， 分 别 表示 图 了 p5 (a) (b) 中 阴影 
部 分 对 ! 轴 的 转动 惯量 ,fiL 分别 表示 相应 
部 分 对 O 点 的 惯量 张 量 . 
T= Ty, = 3 (OROR: 一 二 R 


7 dz 人 vod 1 ps 
2 2 
pT po YY3 加 [A ， 


R R 
2 2 一 | 
7 ?zz 一 2,y 本 | .dy| [RCy—RY? (zz )cdz | 3 + 16” 


Ls=— | 3dyf 三 一 -zeodz=| 划 一 亚 |oR: 
|? 2 RR ”Tl24 4/° 


4 2 /一 
1,= PP | + Too| 二 | 上 272 | 二 


oR 


| 2 13 5,. ~YV3 
| 3 48™V3 T1136 8” 


0 _ 5x + 6 3n)oR 


= 1 ra /3 /3 2 
= od ijt48— 19 十 x(6 15) jmR 


7.3 ”刚体 的 定 轴 转动 


7. 3.1 一 质量 为 300kg 直径 为 1m 厚度 均匀 的 均 质 圆 盘 状 的 飞轮 以 每 分 钟 1200 转 
的 转速 旋转 ,为 了 使 它 在 2 分钟 内 停 下 来 ,所 需 的 不 变 的 力矩 多 大 ? 
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2 
1 = dim|4) = x 300( |) = 37.5kgm’ 
= 40xrad/s 
I 二 ~M, Idwo= Md: 
0 2X60 
| rdo= | Md 
如 


wo 


1 加 37,.5°*°40z 
一 1707(0 wo) 一 0 = 39. 3 (Nm) 


7.3.2 一 个 扭 摆 由 一 根 坚 直 的 金属 丝 下 挂 一 个 物体 组 成 ,物体 可 绕 此 竖 直 的 金属 丝 
在 金属 丝 的 扭转 力 窍 作用 下 转动 . 现 有 三 个 扭 摆 , 它 们 由 相同 的 金属 丝 和 相同 的 均 质 实 心 
立方 体 组 成 ,一 个 挂 在 立方 体 的 角 上 ,一 个 挂 在 一 个 面 的 中 心 ,还 有 一 个 挂 在 一 条 楼 边 的 
中 点 ,如 图 7. 26 所 示 . 求 三 个 扭 氛 转 动 时 的 周期 之 比 . 


力 向 加 


图 7. 26 

解 “三 个 扭 摆 的 转轴 均 通过 质心 . 均 质 立方 体 关 于 质心 的 惯量 椭 球 是 球 型 的 , 绕 通过 
质心 的 任何 轴 的 转动 惯量 都 一 样 大 . 三 个 扭 摆 所 用 的 金属 丝 相同 ,与 扭转 形变 相应 的 弹性 
模 量 相同 ,影响 运动 周期 的 两 个 物理 量 一 一 转动 惯量 和 弹性 模 量 均 相 同 . 三 个 扭 摆 有 相同 
的 周期 ,任何 两 个 的 周期 之 比 均等 于 1. 

7. 3. 3 求 两 握 摆 的 周期 之 比 ,它们 之 间 的 不 同 仅 在 于 其 中 之 一 类 上 两 个 圆柱 ,每 个 
圆柱 的 半径 和 图 盘 半 径 之 比 为 十, 每 个 圆柱 和 圆 盘 均 是 均 质 的 ,质量 为 M, 如 图 7. 27 所 

解 设 九 7: 分别 是 左 \ 右 边 扭 摆 的 转动 惯量 ， 


yp 
1 = 2» ME 


i Bue + sd Hu Fa) + Me)"]- Bue 
设 与 扭转 形变 相应 的 弹性 模 量 为 有 ， 


1.0, — RON ， 720 ， -一 一 ky, 


" 456 * 


振动 周期 之 比 


力学 (上 册 ) 


| 大 | R 
Wl] 一 1 WwW;2 一 了 


和 | 
1 


_w_ /Ld_2/ 
ww 1, 9 0 


7.3.4 一 个 正常 身材 的 人 以 每 秒 钟 走 一步 的 目 然 摆动 的 步 频 行走 是 很 舒服 的 ,试图 
以 较 快 或 较 慢 的 步 频 行走 部 会 感到 不 舒服 , 略 去 膝 关 节 的 效应 , 试 利用 一 种 最 简单 的 模型 
来 估算 一 下 决定 该 步 频 频率 的 与 人 中 的 怀 种 特征 有 天 . 

解 ” 人 做 匀速 运动 时 , 膝 关 节 也 做 急速 运动 ,以 膝 关 节 为 参考 系 , 人 腿 做 定 轴 转 动 . 用 
最 简单 的 模型 , 视 人 滕 为 均 质 村 , 设 腿 的 质量 为 m\ 长 为 1, 绕 膝 关 市 转动 的 转动 惯量 为 


1 _ 一 一 i st 
sm2. 定 轴 转 动 的 运动 德 攻 方程 方 


粗略 考虑 9 用 近似 Sinbzxsriy 


振动 角 频 率 


A 


图 7. 28 


1 1 . 
3 “TT Mg * ssing 


2 


38 
“十 210 二 0 


3g 
21 


a = 


可 见 决定 步 频 频率 是 腿 的 长 度 . 


7.3.5 


7. 28) 


一 质量 为 M、 半 径 为 R 的 均 质 圆 环 蕙 挂 在 一 铅 垂 面 内 , 文 


撑 物 是 安置 在 圆周 内 侧 上 一 点 的 刀刃 , 求 圆 环 做 小 振动 的 角 频 率 .〈 图 


解 圆 环绕 圆周 上 一 点 的 转动 惯量 为 


T= MR’ + MR 一 2MR 


六 环绕 刀刃 做 小 振动 的 运动 微分 方程 为 
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L 恩 


16 =— MgRsing 一 MgRO 


,= /MgR _ /8 
1 2 人 
7.3.6 一 个 人 想 用 杆子 打 在 岩石 上 的 办 法 把 杆子 折断 . 
他 用 手 拿 住 杆子 一 端 ,让 杆子 绕 该 端 做 无 位 移 转动 ,如 图 7. 29 
所 示 . 这 个 人 希望 杆子 打 在 岩石 上 的 瞬时 手 不 受到 较 大 力 的 冲 
击 , 问 杆子 的 哪 一 点 打 在 岩石 上 为 好 ? (不 考虑 重力 ). 
解 ”杆子 绕 手 握 住 的 一 端 做 无 位 移 转动 , 换 句 话说 ,杆子 
绕 该 端 做 定 轴 转 动 . 打 在 岩石 上 以 前 ,转动 角速度 设 为 ,不 考 ” /AN 
_ _ 岩石 
虑 重力 ,做 恒定 角速度 转动 时 , 轴 处 不 受 力 , 打 到 岩石 上 后 , 角 (0 ) 
速度 变 为 零 . 要 在 打击 过 程 中 手 不 受 较 大 的 力 冲击 , 即 手 所 的 
一 端 杆 不 受 手 的 冲力 . 


图 7. 29 


设 杆 长 为 i, 质量 为 m, 杆 与 岩石 的 接触 点 离 手 握 的 一 端 


| 
| 距离 为 zx( 图 7. 30). 在 打击 岩石 的 极 短 时 间 内 对 杆 用 对 国定 
轴 的 角 动 量 定理 和 质心 运动 定理 . 
| |mae 一 一 |Fzd 
图 7. 30 | mdvc 二 一 |Fa 
其 中 
1 7 了 
1 -一 3 7 9 vc 一 2 


F 是 打击 崇 石 期 间 岩 石 作用 于 杆 的 冲力 ， 
] ,» 
Tdw sml (0 一 w) 2 
|mave m wit0 一 ww) 


为 在 打击 岩石 时 手 不 受 较 大 的 冲力 , 需 让 杆 离 手 握 的 一 端 三 分 之 二 杆 长 的 那 一 点 击 中 省 石 . 

7. 3.7 一 半径 为 RR. 质量 为 m 的 均 质 轮子 可 绕 通 过 其 轮 心 的 .垂直 于 轮子 的 水 平 轴 
自由 转动 ,一 根 不 可 伸 长 的 轻 绳 绕 在 轮 边 ,一端 固定 在 轮 上 , 另 一 端 挂 着 一 质量 为 M 的 物 
体 ,如 图 7. 31 所 示 , 问 物体 下 落 时 绳 中 张力 多 大 ? 

解 ” 设 绳 中 的 张力 为 T, 取 竖 直 向 下 的 x 办 ， 


1 pdo 

2 mR 于 ~ TR | (1) 

Mi= Mg—T1 (2) 
二 Rw (3) 


将 式 (3) 代 入 式 (2)， 
MR dr = Ag 一 工 (4) 
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由 式 (1)、(4) 消 去 9, 可 得 


7.3.8 两 飞轮 半径 Ri 二 2R;, 可 绕 彼 此 平行 的 对 称 轴 无 摩擦 转动 ,转动 惯量 1= 
161,, 开 始 时 两 轮 无 接触 ,大 轮 的 转速 为 no 二 2000 r/min, 小 轮 静 止 , 如 果 移 动 这 两 根 平行 
轴 使 两 飞轮 接触 , 求 达 到 稳定 ( 即 接触 点 无 滑动 ,两 飞轮 转速 不 再 变化 ) 后 小 轮 的 角速度 . 

解 ” 从 开始 接触 到 达到 稳定 为 止 分 别 对 两 飞轮 用 对 固定 轴 的 角 动 量 定 理 . 两 飞轮 的 


Ne 
1/ 2 
f () 


图 7. 32 
角速度 的 正方 向 及 相互 作用 力 了 的 正方 呵 如 图 7. 32 所 示 . 
dw 
a dr 一 一 Ri 
dw, 
1, dr 一 fR, 


[nado — | Radt， |dw - | FR di 
开始 接触 时 ,1 一 ZANo 9 (U2 一 0, 达 到 稳定 时 , 设 | — (2 , (2 = (2 , 则 
11(0, 一 2rno) 一 一 R, | fdt 


1 CD, — 0) = Rs | fdt 
两 式 相 除 ,并 代入 工 ==167;,R 二 2R,, 得 
8 一 27n0) 一 一 风 ， 
再 由 接触 点 无 滑动 条 件 ， 
Ri 一 RD0， 即 20, = 0, 
从 两 式 消 去 2 ,可 得 
16，_ 16 .2000 


4 一 一 Xno 一 
5 5 60 
7.3.9 两 个 均 质 的 圆柱 体 环 绕 各 自 的 对 称 轴 自由 转动 , 若 两 圆柱 体 的 半径 分 别 为 y， 
和 ”质量 分 别 为 mi 和 ms, 如 图 7. 33 所 示 . 让 它们 互相 靠拢 直到 互 切 并 达到 不 再 随时 间 


变化 的 稳定 运动 状态 , 求 稳定 运动 后 两 圆柱 体 的 角速度 . 


一 335.1(rady/s ) 
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解 ” 设 两 圆柱 体 从 接触 到 达到 稳定 运动 状态 期 间 相互 作用 的 冲 量 了 ,如 图 7. 34 所 
示 , 它 们 一 定 大 小 相同 ,方向 相反 (根据 牛顿 运动 第 三 定律 得 此 结论 ). 


RN 名: 
一 以 
了 
i 
7. 33 图 7. 34 
由 对 固定 轴 的 角 动 量 定 理 
1 
PANY 一 ci) 一 一 I (1) 
1 》， 
了 22721 (hs -~ ws) 一 一 7T7， 《2 ) 
达到 稳定 运动 状态 时 ,两 圆柱 体 接 扔 总 的 还 度 相同 . 
2 一 一 一 rr 2, (3) 
列 上 述 各 式 时 ,CUT Wo 1 2: 的 正 贡 号 疯 定 均 如 图 {1. 33 所 示 . 
由 式 (1)、(2) 得 
Mr (WM — 1) = moro (fds 一 oz) (4) 
由 式 (3)、(4) 两 式 解 出 
D = Nur — M7 ow) 
| (mi 十 m2)r 
D 一 一 六 人 2 _ Wir 2 Wo 一 人 7 IY 
. 7 (mi 十 m2) rs 


7. 3. 10 三 个 全 同 的 均 质 圆柱 体 以 相同 的 角速度 2 围绕 各 自 的 对 称 轴 ( 相 互 平行 ) 
转动 ,使 圆柱 体 互 相 接触 ,保持 轴 平 行 ,最 后 每 个 圆柱 体 和 相 邻 的 圆柱 体 间 无 滑动 时 达到 
稳定 运动 状态 , 问 三 个 圆柱 体 的 总 动能 最 终 还 留 下 多 少 ? 

解 ” 从 三 个 圆柱 开始 接触 到 最 终 达 到 稳定 状态 经 历 的 时 间 相同 ,由 牛顿 运动 第 三 定 
律 ,相互 作用 力 总 是 大 小 相等 ,方向 相反 ,因而 相互 作用 的 冲 量 也 是 大 小 相等 , 方 同 相反 
的 . 由 于 三 个 圆柱 半径 相同 ,相互 作用 的 冲 量 矩 是 大 小 相等 ,方向 相同 的 (三 个 圆柱 的 角 动 
量 的 正 负 号 规定 是 一 致 的 ) ,图 7. 35 画 出 了 在 此 期 间 三 个 圆柱 受到 的 冲 量 矩 ,所 用 的 符号 
四 表示 冲 量 矩 的 方向 垂直 纸 面向 下 ,其 中 Mi 是 圆柱 2 作用 于 圆柱 1 的 冲 量 第 ,Mz 古 图 
柱 工作 用 于 圆柱 2 的 冲 量 矩 ,以 此 类 推 . 由 上 所 述 

Mi = Ma, Ms = Ms;; 

达到 稳定 运动 后 , 相 接 触 的 两 圆柱 体 间 无 滑动 ,考虑 到 三 个 圆柱 半径 相同 ,1、2、3 二 
个 圆柱 体 的 最 终 的 角速度 必 依 次 为 2 、 一 2 .2 .对 三 个 圆柱 体 分 别 用 对 固定 轴 的 角 动 量 
定理 
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172 — 0) = M,, (1) 
T(— {2 一 上) = MM, 十 M ,; (2) 
TOf2! 一 (2) — M,, (3) 
© © © 
Mi2 » M1 + Ma 3 Ma» 


图 7. 35 
式 (1) 加 式 (3) 减 去 式 (2), 用 Mi, = Ml , NM,; = M;,， 
(3 — 0)=0 


l 
f J died 


最 终 三 个 圆柱 体 的 总 动能 TT' 与 最 初 的 总 动能 了 之 比 为 
2 710 +1 0 ) 


EEE 


7.3.11 一 段 曲 率 半 径 为 R 的 均 质 图 弧 绕 通 过 弧 线 中 
心 并 与 纸 面 垂直 的 水 平 轴线 无 摩擦 地 摆动 . 证 明 微 振动 周期 
与 圆 弧 的 长 度 无 关 , 并 求 作 此 微 振动 的 圆 弧 的 等 值 单 摆 长 . 

解 ” 设 圆 弧 质 量 为 mw, 图 7.36 中 有 4 点 是 圆 弧 的 弧 线 中 
心 ,C.O 是 处 于 平衡 位 置 时 , 圆 弧 的 质心 和 曲率 中 心 的 位 置 ， 
用 9 表示 圆 弧 摆动 时 的 角 位 移 . 

I4、Ic、Io 分 别 表 示 处 于 平衡 位 置 的 圆 弧 绕 过 此 三 点 4、 
C、O 的 垂直 于 纸 面 的 轴 转 动 的 转动 惯量 ， 

7. 36 lo= mR, 
Tc = 1o— m(OC)’ = mR — m(OCY: 
la= 1 m(AC) = mR — m(OC)’ + m[R — (OC = 2mRR — OC) 

对 贺 弧 用 对 固定 轴 的 角 动 量 定 理 ， 


1a0 =— mg(R — OC)sind ~— mg(R — OC)0 


即 
2mR(R 一 OC)0 =— mg(R 一 OCc)6b 


Sp 
0 + RO =0 


_ /ge _ 2x |2R 
Cw 2R? 一 一 2 


与 圆 弧 的 质量 m 及 圆 弧 的 长 度 均 无 关 . 
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T = 2r /二 
4 


比较 ,可 得 半径 为 R 的 均 质 圆 弧 做 微 振动 时 的 等 值 单 摆 长 为 2R. 
7. 3. 12 ”半径 为 R 的 均 质 圆 硕 形 面 绕 垂 直 于 其 平面 , 旦 
通过 其 中 心 角 顶点 的 光滑 水 平 轴 做 微 振动 . 局 形 的 角度 多 大 
时 ,此 摆 的 等 值 单 摆 长 等 于 而 形 珀 长 的 一 半 ( 图 7. 37). 
解 ” 设 虱 形 的 中 心 角 为 a, 取 山形 中 心 角 的 顶点 为 坐标 
系 原 点 ,用 极 坐标 表示 扇形 质 元 的 位 置 , 取 其 中 线 为 极 轴 ，, 显 
然 质心 C 位 于 极 轴 上 , 设 扇 形 面 密度 为 c， 


与 单 摆 的 周期 


四 R 
rc= OC = ! | dp| orcOsS@ + rdr 
广 Rzaa 2 ? 
_2 了 ps 4 4 
一 Pz R:| cospdy = 3asin 


设 户 形 面 的 质量 为 m, 绕 转轴 的 转动 惯量 为 1 mR 
用 对 固定 轴 的 角 动 量 定理 ， 
10 =— mgOCsind > 一 mgOC .6 
代入 I 和 OC 得 
1 4R ， 


了 荆 7D2 亡 4 | — 
2 It + mgl 3xsin -7 ! 一 0 


. 0Q 
Bgsin 7 
3RKa 


.a 

| 8gsin 7 
3 人 ua 

fa — oA 人 

8gsln 了 


十 06=0 


等 值 单 摆 长 为 


要 求 
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0 一 2arcsin 六 — 97.18" 


7.3.13 一 个 人 用 棱 打 鸡 球 , 打 在 何 处 才能 在 打击 的 瞬间 , 握 棱 的 手 不 受到 冲击 力 . 
设 棱 绕 手 做 定 轴 转动 时 的 转动 惯量 为 1, 棱 的 质量 为 m, 棱 的 质心 离 手 握 住 的 一 端的 距离 
为 d. 
解 ” 设 击 球 点 离 手 担 的 棒 端 的 距离 为 z, 担 棒 的 手 不 受到 冲击 力 , 击 球 点 受到 的 冲力 
很 大 ,在 打击 期 间 , 所 有 的 有 限 力 与 冲力 相 比 均 可 忽略 . 设 击 球 期间 梯 受到 球 的 冲 量 为 
7#， 棒 在 击 球 前 的 角速度 为 w, 击 球 后 变 为 静止 , 击 球 前 棒 的 质心 速度 为 vc 一 wd 
在 打击 期 间 用 对 固定 轴 的 角 动 量 定理 和 质心 运动 定理 ， 
1(0— w)=— [nx 
m(0— wd) 一 一 了 可 
消去 7# ,得 
Tw = mowdzx 


二 一 一 


md 
7. 3. 14 ”有 一 半径 为 r、 质 量 为 M 的 均 质 圆 球 , 在 球面 处 通过 装 在 无 摩擦 的 .质量 可 
以 不 计 的 .大 小 相同 的 球 壳 内 连接 于 长 度 为 人 .质量 为 和 的 均 质 杆 的 一 端 , 杆 的 另 一 端 由 
无 摩擦 的 贸 链 晤 挂 于 一 固定 点 , 杆 可 在 竖 直 平面 内 运动 形成 一 个 摆 . 试 求 此 摆 做 微 振动 的 
周期 . 知 圆 球 与 杆 固 连 , 微 振 动 的 周期 多 大 ? 
解 


| Tm? 十 MC 十 7)? 1 一 一 mg 。 六 1sing ~ Mg(il+r)sing 


人 一 [| $m 十 M| 十 Mr |g6 


”3 2M)i 二 27 加 
十 7? | eo 一 0 


3 | 2 2 
2 Lm + 3MOU+r): je 


2| mi 十 3MC 十 7) 


T= < -- 2 
wo 3| Cm 十 2Af) + 2Mr jg 


震 圆 球 固 连 于 杆 ， 


| Em 十 Mr 十 MU 十 7)? 0 =— mg * lsing -一 Mol! 十 r)sing 


= 一 [$m + M)1 + Mr |g0 


zm + M+ Mr J _15[ 四 士 200 十 2Mr 


5ml? 十 6 和 二 15MCU 十 7) 


第 七 章 ”刚体 动力 学 .463。 


T = 2 or 2 | 5 十 6M 十 15MC 十 | 
w l15g (Cm 十 2M)il 十 2Mr 


7.3.15 质量 疡 .长 2 的 均 质 细 棒 用 一 根 不 可 伸 长 
的 轻 绳 挫 在 劲 度 系数 为 & 的 弹簧 上 ,弹簧 的 另 一 端 固 定 ， 
强 跨 过 一 固定 于 PP 点 的 光滑 小 滑轮 . 棒 可 无 摩擦 地 绕 4 
六 在 竖 直 平面 内 转动 . 如 图 7. 38 所 示 , 一 x 过 9< 之 x, 当世 
二 0 时 , 弹 筑 为 目 然 长 度 ,2<<a, 求 : 

(1) 系统 处 于 平衡 时 的 0 值 , 讨 论 平衡 的 稳定 性 ; 

(2) 稳定 平衡 位 置 附近 的 小 振动 的 角 频 率 ( 注 意 PA 
线 是 竖 直 的 ). 

解 (1) 规定 垂直 纸 面 问 外 的 方 癌 为 力矩 的 正 同 ， 
取 4 点 为 矩 心 . 


重力 矩 ， 4 一 一 Mg。 全 sing 
弹 筑 力 窍 : M,=kcbsing 
其 中 9 为 棱 与 绳子 间 的 夹 角 . 
由 正弦 定理 ， sng — sing’ sing = {sing 
M., = kabsing 
平衡 时 
M,+M,=0 


一 zmgbsinb 十 kabsin0 = 二 0 
有 以 下 三 种 情况 : 
(i) 车 ia 一 了 mg 对 任何 ,平衡 条 件 均 成 立 ,是 随 遇 平 衡 的 情况 
Gi) 车 ka 所 广 mg ,平衡 条 件 要 成 立 ,必须 sin9 二 0,9 二 0 或 9 二 x. 
在 9 二 0 附近 ,sin6 守 0 
M 之 一 BE00 十 RapC 


6>0 时 ,M<0,20 时 ,AM>>0. 受 的 力气 是 恢复 力矩 . 故 0=0 为 稳定 平衡 位 置 ; 
在 0 一 并 附近 ,rsing>0,M<0;0>rysing<0,M>0, 所 受 力 抢 不 是 恢复 力矩 , 故 
6-=x 元 不 稳定 平衡 位 置 ， 


一 0 和 0=xX 
均 为 平衡 位 置 , 但 它们 的 稳定 性 和 Gi) 的 情况 相反 ,0 二 0 为 不 稳定 平衡 位 置 ,9=z 为 稳定 
平衡 位 置 . 


(2) 对 于 ka< sme 的 情况 ,讨论 在 稳定 平衡 位 置 9 一 0 附近 的 小 振动 . 
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由 对 固定 轴 的 角 动 量 定理 ， 


mb 一 | 一 mgb 十 kabl0 


3(mg CO— 2ka), 
“十 mb 一 


3(mg 一 2ka) 
?mp 


对 于 ha 之 mg 的 情况 ,可 得 在 平衡 位 置 9 一 * 附近 小 振动 的 角 频 率 为 


二 |3(2ka 一 meg) 
9mpb 


7.3.16 质量 为 M、 半 径 为 R 的 均 质 细 圆 环 在 光滑 的 
桌面 上 可 绕 枢 轴 无 摩擦 转动 . 一 只 质量 为 m 的 甲虫 相对 于 
圆 环 以 速率 w 沿 着 圆 环 息 行 ,如 图 7. 39 所 示 . 甲虫 和 圆 环 
原来 是 静止 的 . 当 甲 虫 仆 到 与 枢 轴 同一 直径 的 另 一 端 4 点 
时 ,甲虫 相对 于 桌面 的 速率 多 大 ? 

解 ”甲虫 和 圆 环 组 成 的 系统 对 枢 轴 的 角 动 量 是 守恒 
的 ,开始 时 系统 静止 , 角 动 量 等 于 零 . 甲虫 相对 于 圆 环 做 逆 
枢 轴 甲虫 ”时针 转动 , 圆 环 相对 于 桌面 有 垂直 纸 面向 下 的 角速度 . 

图 7. 39 设 甲 虫 仅 到 4 点 时 图 环 的 角速度 为 w. 因 圆 环绕 枢 轴 
的 转动 惯量 为 


T= I MR = MR MR = 2MR’ 
甲虫 相对 于 桌面 的 速率 为 
v=u— 2Kw 
规定 垂直 纸 面 癌 上 的 角 动 量 为 正 ， 
mv * 2R— 2MR‘w=0 
m(u 一 2Rw) + 2R — 2MR’iw=0 


mu 


~ M+ 2m)R 


， p,m __M_ 
所 以 vu RHF mR M+ 2m’ 


7.3.17 如 图 7. 40, 一 个 高 度 为 h\ 底 面 半径 为 R 的 正 加 
锥 绕 其 竖 直 轴 转 动 ,圆锥 表面 有 一 条 从 锥 顶 到 锥 底 的 光滑 细 
直 模 ,圆锥 起 初 以 角速度 wo 转动 . 一 个 质量 为 m 的 小 珠 在 模 
的 顶端 被 释放 ,在 重力 作用 下 滑 下 . 假设 小 珠 只 能 在 槽 中 运 
动 ,圆锥 绕 轴 的 转动 惯量 为 了 工 求 : 

(1) 小 珠 到 达 底 部 时 圆锥 的 角速度 ; 

(2) 小 珠 刚 离开 圆锥 时 相对 于 实验 室 的 速率 . 

解 ” (1) 设 小 珠 到 达 圆 锥 底部 时 圆锥 的 角速度 为 w, 由 系 


0 
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统 ( 包 括 圆 锥 和 小 珠 ) 对 固定 轴 的 角 动 量 守恒 ， 
(7 十 mR’)w = Tw 


I 
“ImRi' 

(2) 设 小 珠 到 达 圆 锥 底部 ,也 就 是 小 珠 刚 离开 圆锥 时 在 实验 室 参 考 系 中 的 速率 为 v. 
由 系统 在 此 参考 系 中 机 械 能 守恒 ， 


v” 一 


/2IR’ + mR 
diy 十 28A 
7.3.18 质量 为 M、 半 径 为 R 的 均 质 实心 球 , 绕 一 固定 的 竖 直 的 直径 以 角速度 ww 在 


空间 自由 转动 , 另 有 一 个 质量 为 m 的 质点 最 初 位 于 球 的 一 极 ,以 恒定 速率 wv 沿 球 的 一 个 
大 圆 运动 . 证 明 ; 当 质 点 到 达 另 一 极 时 球 的 转动 被 延迟 的 角度 为 


|/_ 2m / 
9M 十 5m 
证 明 设 当 质点 运动 到 图 7. 41 的 9 角 位 置 时 , 球 的 角 
速度 为 2, 由 系统 对 转轴 的 角 动 量 守 恒 ， 


EMR: 十 mR?sin’0 | (2 一 SMR 


质点 相对 于 球 以 恒定 速率 wv 沿 大圆 运 动 ， 


NTRw 


VU 


v = RO, 一 zt 
2 
2 MR’w Me 
“2 2 zo :2| 也 
人 二 mR sin’| 癌 2M 十 Smsin’ i 图 4 
质点 从 9 二 0 到 9 二 7, 经 历 的 时 间 为 
_ Xk 
vv 
在 0~t 期 间 , 因 质点 的 运动 , 球 的 转动 秘 延 人 运 的 角度 为 
Xk ” 2Mow 


a = wr — | .2d: = 2 一 | 00) ag = 和 mo 一 | 
0 也 U 


o2M 十 5msin’0 


VU 


”2Mwo | ZE A . 
因为 |。217 二 6828d9 作 变量 代 换 , 令 9 一 x 一 p,d0 一 一 dp, 的 积分 限 为 多 和 0， 
不 0 去 M 
| 2 2 = | 2 (一 dp) = | 一 zd9 
下 2A7 十 5msin’6 < 2M 十 5msin’‘ (x 一 9) o 2M 十 5msin’p 


Rf 2Mo / 
人 vl | 2NM + SmeinOr 
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用 积分 公式 
dr _ _ l ^/ ae 十 ap 
| 十 bsin2zx 2 + arcran - tanzxz 
i dg 1 IN: + 10Mm 2 
| 2M 十 5msin:0 4Mi 十 oN a 2M tang , 
|x 
4M’: 十 10Mm < 
og = | XAw— 4Mw: ] ,TI XRw 


| | 2M 
V4M:+10Mm 2 上 一 2 

7. 3. 19 一 个 均 质 的 立方 体 绕 其 对 角 线 自由 转动 . 证 明 ; 大 一 条 边 突然 地 被 固定 ,让 
其 绕 该 边 转动 ,其 动能 损失 了 >， 

证 明 设立 方 体 边 长 为 a ,质量 为 m, 绕 对 角 线 转动 的 角速度 为 wo, 

对 和 角 线 通过 质心 ,对 质心 而 言 惯 量 椭 球 是 球 型 的 ,对 通过 质心 的 任何 轴 的 转动 惯量 都 
一 样 . 设 此 转动 惯量 为 Tc. 

T= | 十 y’)dm = | dz| dz| Cz’ 二 y*)pdy 


一 so| "dz| .dz| (z 盖 十 抑 )dy 一 pa 一 ma? 
J 0 站 


6 
设 了 是 绕 一 条 边 转动 的 转动 惯量 . 
1 1e+m 2 


2 a 


当 一 条 边 突然 被 固定 时 . 冲 量 通过 该 条 边 上 一 点 ,对 这 条 边 的 冲 量 矩 为 零 . 从 原来 绕 对 和 角 
线 的 转动 突然 变 为 绕 这 条 和 挝 的 转动 ,外 为 对 这 条 边 的 冲 量 窍 为 零 ,前 后 两 个 转动 中 系统 的 
角 动 量 在 这 条 边 方 同 沟 分量 应 不 变 ， 


放 对 角 线 转动 时 ， / J o = {co 
在 这 条 边 上 的 角 动 量 分 为 =1 


绕 一 条 边 转 动 时 , 设 角 速度 为 %, 绕 该 轴 的 角 动 量 也 就 是 对 转轴 上 一 点 的 角 动量 在 这 
条 边 方 同 的 分 量 为 Iw， 


所 以 fo = -三 Tcw 
了 : 
/3 了 0 0 | 


前 后 两 个 转动 时 系统 的 动能 分 别 为 
l 2 2 l 2 


了 一 1 一 工 X —ma’ws 一 ] 572Q 0 


2 2 6 


T = 六 wz = 


动能 损失 与 原 动 能 之 比 为 
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1 2,,， | 1 2, 

2 ~ 374 va 144” ”4 “0 
Lo 一 L _ 1 
T。 12 


7.3. 20 一 质量 为 和 的 松 卢 在 一 个 半径 为 尺 . 转 动 惯 量 
为 1 的 圆柱 形 活 动 孔 答 中 以 相对 于 岂 算 的 匀速 率 v。 奔跑 ,如 
图 7. 42 所 示 . 上 鼠 笼 受到 的 了 月 力矩 和 它 的 角速度 成 正比 ,与 鼠 
笼 的 半径 RR 相 比 ,可 以 略 去 松鼠 的 大 小 . 若 初 始 时 刻 鼠 笼 是 静 
止 的 ,松鼠 从 鼠 第 的 底部 起 跑 . 用 松鼠 相对 于 竖 直 方向 的 角度 
表示 角 位 移 . 求 在 弱 阻 尼 小 振动 情况 下 松鼠 对 静 参 考 系 的 运 
动 ,无 阻尼 情况 下 松鼠 的 角速度 ,要 有 这 种 情况 鼠 笼 应 怎样 设 


计 ? 


解 ”用 0? 分 别 表示 松鼠 和 鼠 党 相对 于 坚 直 方 癌 的 角 位 


移 , 逆 时 针 转 动 方 同 为 正 . 


图 7. 42 


松鼠 和 上 鼠 笼 间 有 相对 运动 ,它们 之 闻 的 摩擦 力 不 是 静摩擦 力 , 其 方向 必须 判明 ,松鼠 
受到 鼠 逢 施 以 的 摩擦 力 大 小 为 f, 沿 顺 时 针 方 向 , 设 鼠 第 受到 的 阻力 矩 大 小 与 其 角速度 成 


正比 的 比例 系数 为 &. 设 鼠 笼 绕 该 轴 的 转动 惯量 为 工 
对 松鼠 和 鼠 第 分 别 用 对 固定 轴 的 角 动 量 定理 . 


MiR20 一 一 fR— maRsing 
7T9 一 JR 一 Ap 
松鼠 相对 于 鼠 和 党 的 速率 为 wo, 有 
R(O 一 网 一 mm 
和 j Uv » 和 


式 (1) 加 式 (2), 并 用 式 (4) 的 两 个 关系 消去 pp , 则 


考虑 小 振动 ,sin06~0 
(T + mR’)0 + k0+ mgRo 一 


9 一 0 一 二 za ,微分 方程 化 为 
mg 


少 


(T+ mR)0' 十 &0 十 mgRpb 一 0 


站 kk ;) _mgk py 
0' + TT mR timR 一 0 
今 
6 一 2 SA 人 
2(7 mR) ° TmR’ 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 


(5) 
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今 为 弱 阻 尼 情 况 ;PP 过 wo, 通 解 为 
0 = es(Asinwt 十 Beoswt) 


其 中 
VdmgegR(T + mR’)— k’ 
_ 2 AR2 = 
w= Vw—p 2C7 + mR’) (6) 
0 = kv ; 十 € (Asinwt 十 Beoswt) 
meR 


初始 条 件 :t 二 0 时 ,9=0,9 一 0,8 一 0, 帮 6 一 陵 , 定 出 A、B, 得 


0 = Rvo 7 一 kv je A | cosar 十 | 一 ER | sinau | (7) 
mgRk mgR 他 


对 于 无 阻尼 情况 ,==0, 松 鼠 的 运动 微分 方程 为 
(十 mmR2)0 + mgsRO= 0 


满足 初 条 件 的 解 为 
0 = Re sineot (8) 
所 以 6 = eoswot (9) 


式 (8) 也 可 从 式 (7) 令 有 =0 或 一 0 获得 . 式 (7)、(9) 中 的 8.wow 由 式 (5)、(6) 给 出 . 

要 近似 成 为 这 种 无 阻尼 情况 ,应 使 8 尽量 小 , 即 IT 十 mR? 污 ,局 物 的 半径 R 不 能 太 
大 ,可 使 其 转动 惯量 了 尽 可 能 大 些 . 

7.3.21 质量 为 m 的 卫星 以 角速度 w 绕 质量 为 M 的 行星 沿 轨道 运行 .假定 mm 二 MM， 
卫星 的 目 转 可 以 忽略 ,行星 以 角速度 吕 自 转 , 自 转轴 垂直 于 卫星 的 轨道 平面 .7 为 行星 绕 
其 轴 的 转动 惯量 ,DD 为 卫星 至 行星 中 心 的 距离 . 

(1) 求 行星 卫星 系统 关于 其 质心 的 总 角 动 量 J 和 总 能 量 E 的 表达 式 ,从 这 两 个 表达 
式 中 消去 DD; 

(2) 通常 两 个 角速度 ww 和 是 不 相等 的 ,假定 有 一 种 机 制 , 例 如 潮汐 摩擦 在 w 关 Q 时 
能 使 EE 减少 但 角 动 量 守恒 . 从 E 作 为 w 的 函数 考虑 ,证 明 存在 一 初始 条 件 范围 使 最 终 w 
二 0, 且 为 最 后 的 稳定 的 位 形 . 

这 一 效应 的 著名 例子 出 现在 水 星 和 它 的 卫星 间 还 有 金星 和 它 的 卫星 间 . (但 是 ,在 这 
些 例 子 中 是 与 较 轻 的 物体 的 自转 有 关联 的 ). 

解 (1) 由 于 mM ,系统 的 质心 可 认为 位 于 行星 的 中 心 ， 

J = 10 + mDw (1) 
IQ 十 $mDre 2 (2) 


由 前 式 解 出 D, 代 入 后 式 得 
1 


了 了 四? 1 hed 
E= 12 +3 Tf2)0w CMm A 了 一 7 


(2) 考虑 五 作为 w 的 函数 ,潮汐 摩 撩 使 巨 减 小 ,7 不 变 ,m 仍 近 似 围 绕 M 做 圆周 运 
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动 ,D 与 w 之 间 总 有 下 列 关 系 : 


2 = mDw’ (3) 
用 式 ()、 式 (3), 可 将 式 (2) 改 本 为 
E 一 F180? 一 FmD?ew? (2 ) 
由 式 (3) 得 
GM _ 
DpD’ 
— dD = 2od 
只- 220 .2D (4) 
dw 3GM | 30w 


Td 十 mD’diw + 2mDwdD=0 


再 用 式 (4), 上 式 可 改写 为 
7d#2 -- tmD’dw —0 
eA 177 站 
一 of (5 ) 
对 式 (2 ) 两 边 对 w 求 学 ,并 用 式 (4)、(5), 得 
dE od rr dD 1 np 
= 10 mD'w — mDw’ 3 = smD(Q — wo) (6) 


潮汐 摩擦 是 耗 散 力 ,E 必然 减 小 ,因此 在 达到 稳定 运动 以 前 , 必 有 dE<=0, 达 到 稳定 运动 时 
dE 一 0, 和 一 0,0 一 中 


还 要 求 9 二 辣 0, 即 在 02=w 时 EE 取 极 小 值 , 由 式 (6) 及 式 (4)、(5) 得 


dE _ 4mD ,po_ 1 | 2 一 | 
dr 9 wo TH tam rT! 
d2F 
dw | >0 
要 求 初始 条 件 满足 的 范围 为 
| 2 
mD _ | ~0 或 D: > 23 


说 明 :从 题目 所 述 ,o 与 8 是 平行 的 ,未 说 明 同 向 还 是 反问. 以 上 的 解 是 考 意 它们 是 同 
向 的 . 如 果 是 反 向 的 . 则 (1) 式 应 改 为 
1 = 10— mD’w 
式 (5) 改 为 
d02 mpD: 
dw 31 
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式 (6) 改 为 


dE 1  ，， 
dw 二 一 amD (Cf2 ww) 
可 得 在 初始 条 件 范围 D? 沁 并 情况 下 , 当 0 十 。=0 时 ,达到 最 后 的 稳定 运动 . 最 后 的 稳定 
运动 和 对 初始 条 件 范围 的 要 求 结 果 相 同 . 

7.3, 22 7.2.3 题 所 述 的 刚体 被 图 7.19 中 A 和 B 处 的 支点 约束 以 角速度 w 二 wj 统 
y 轴 旋 转 , 写 出 作为 时 间 函 数 的 对 4 点 的 角 动 量 , 并 求 出 在 吾 处 所 受 的 垂直 于 y 轴 的 外 
力 分 量 ( 不 计 重 力 ). 

解 方法 一 :图 7.19 所 画 的 4zyz 坐标 是 固定 坐标 , 设 :=0 时 ,刚体 在 图 示 位 置 . 另 
取 Ax'y'z' 坐 标 系 固 连 于 刚体 ,在 1==0 时 ,zx'、y .>z' 轴 分 别 与 xyz 轴 重 合 . 

7. 2. 3 题解 中 得 到 的 关于 4 点 的 惯量 张 量 


5 


一 2 一 2 
> MR MR* 0 
(2)T | LMR SMR: 0 
4 2 
0 0 4A7 民 - 


是 用 4z'yz' 坐 标 系 表达 的 .由 于 4z yz 坐标 系 固 连 于 刚体 , 它 适 用 于 任何 时 刻 ， 
ww 一 wj (因为 j= 了) 
5 5 


~ 2 2 
> MR MR* 0 ||o 
TA w= | 2MR: FMR 0 | 
0 0 4MR:/ \ 0 


一 一 MR? 十 SMRw) 
它 也 适用 于 任何 时 刻 , 其 中 六 是 时 间 的 哺 数 . 


i = coswti 一 sinwtk,7’ = j 
把 J(A4) 写 成 时 间 z 的 显 函 数 为 
J CA) =— SMR?wcosnti + > MR?w) 十 MR*wsinetk 
dJ (A) 
dz 
设 B 处 支点 给 予 刚体 的 约束 力 为 
fp = fpii fsyj + fpek 
刚体 受到 的 4 点 的 外 力矩 为 
Ma = rs X fe = 2RI X (fprit fy Ht fpk) = 2Rf pi — 2Rf Bk 
对 固定 点 4 的 角 动 量 定 理 ， 


一 > MR?wisineni 十 PY MR?wicosewth 


dJ (A) 


dt ~ Ma 
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PF MR? wsineti 十 PMR?wicosctk ~ 2Rfpi — 2Rfapk 


所 以 太一 一 EMR?coscot 


fa. = 2 MResinet 


方法 二 :用 质点 系 的 动量 定理 , 设 ro、rm 分 别 为 圆 盘 质 心 和 质点 的 位 天 ， 


d ， . 
下 Mri, 十 FM, — fa fs 
由 于 7 0 一 0， 
| 5 | 
di\ 4 Min)= fat fs 
MY, 一 fa 十 fs 
今 
六 _ Ri! 
所 以 fat+ fs=— MR 
代入 
i' = coOswti 一 sinwtk 
fa fs =— > MRecoscti 十 YMRe?sinetk 
f+ fe, =— MRe?coset 


fa: 十 fg: = MResinet 


考虑 到 对 称 性 ,fa 二 fs,fa: 二 fa, 即 得 方法 一 所 得 的 结果 . 

7. 3. 23 一 个 高 速 转子 由 质量 为 M、 半 径 为 R、 宽 度 为 2 的 均 质 圆 盘 组 成 ,将 它 安 疙 
在 一 根 轴 上 , 轴 的 轴承 相距 24 ,两 块 质量 均 为 m 的 附加 质量 块 对 称 地 安置 在 转子 上 ,如 图 
7. 43 所 示 . 若 转子 以 角速度 w 高速 旋转, 求 作用 在 轴承 上 的 随时 间 变 化 的 力 ( 重 力 可 以 不 
计 ). 
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解 ” 方 法 一 ;由 于 质心 在 固定 转轴 上 ,质心 加 速度 为 零 ,因此 在 转子 旋转 时 轴承 附加 
的 合力 等 于 零 ,但 合力 矩 不 为 零 ， 

取 固 连 于 刚体 的 Ozxyz 坐标 ,原点 位 于 质心 ,附加 的 两 质量 块 在 zz 平面 上 ,如 图 7. 44 
所 示 . 

由 对 O 点 用 角 动 量 定理 ， 


$ (ICO) “ww) 一 M 
其 中 Ww = wk 
To 一 Toz = M, (1) 
To 十 To2z = M, (2) 
I,.w= M, 
今 w= 0, 1 =— 2mRIl, 1,.=0 (3) 
fa、fs 是 两 轴承 处 轴承 对 轴 的 作用 力 ， 
fa -一 了 十 fayj， fs 一 fai 十 fpyj 
因为 fat fs=0 
所 以 far =— fpz， fay =— fs, 
M= dk X (fpit fapyj) tt C(— dk) x (fori fayl) 
一 一 2fBydi 十 2f Bdj (4) 
由 式 (1)、(3)、(4) 得 fB8y=0 
由 式 (2)、(3)、(4) 得 faz=—mRiw’/d 


fa = fa = fai = (mRilw’ /dad)i 
fs=— fa4=— (mRiw/d)i 
如 取 图 7. 44 的 z 坐标 与 固定 的 坐标 重合 时 为 :=0, 则 i=coswtE 十 sinwtn? 


2 
fa = we (cosowt6 十 sinwtn’) 


Js 一 一 2 (coswt@ 十 sinwtn’) 

作用 在 轴承 4、B 上 的 力 是 它们 的 反作用 力 . 

方法 二 :用 转动 参考 系 . 

用 固 连 于 刚体 的 Ozyz 坐标 系 为 参考 系 , 受 到 
的 真实 力 和 惯性 力 如 图 7. 45 所 示 . fs、fs 是 轴承 
4、B 作用 于 轴 的 真实 力 ,两 个 mRo? 是 作用 于 附加 
质量 块 上 的 惯性 力 . 

合力 为 零 ,f4== fs 

合力 算 为 零 . mRow?: ，21=f4*， 2d 


fa = fs= mRel 


以 下 略 ， 
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7. 3. 24 一 个 S 形 曲柄 由 两 个 半径 为 质量 为 广 zm 的 均 质 半圆 图 连 成 一 个 平面 ,中 
心 与 两 端 在 一 条 直线 上 . 让 它 围绕 与 此 直线 相 重合 的 
光滑 杆 转动 ,在 时 间 r 内 ,转动 由 静止 状态 以 恒定 的 角 
加 速度 加 速 至 角速度 0. 求 为 产生 这 种 运动 所 必须 给 
子 的 沿 杆 的 方向 的 力矩 以 及 杆 给 予 曲轴 的 力矩 

解 ” 取 固 连 于 曲轴 的 Oxyz 坐标 如 图 7. 46 所 示 ， 
y 轴 垂 直 纸 面向 下 . 设 曲轴 的 线 密度 为 7， 

m 一 2Aa7 


J, 一 ma 


z>0 处 的 质 元 ,x 二 0;z 二 0 处 的 质 元 ,zx 之 0. 故 x 守 0 部 分 的 半圆 图 对 1 的 贡献 和 
><<0 部 分 的 半圆 圈 对 1 的 贡献 是 一 样 的 . 计算 > 之 0 部 分 的 贡献 的 两 倍 即 可 . 


一 一 | rzdm 一 一 | rzyad6 


一 -一 ?| (~ asin0) 。a(] 一 cosO)7acd2 
0 


_ 47as = 43a- 2 2 


27ra72 一 ma 
1,s= 0 
由 对 O 点 的 角 动 量 定 理 
$d(O) “ww)—=M 
c 一 wk 


M ,= ma dt 0 和 雪上 委 - 


为 产生 这 种 运动 必须 给 予 沿 杆 方向 的 力矩 为 M.= 2 , 杆 给 予 曲 轴 的 力矩 在 曲 加 
平面 内 的 分 量 为 M. 一 29 和 M. 一 ,垂直 于 曲轴 平面 的 分 量 M0, 一 2204 人 


TFT 


7.3.25 求 7.3.19 题 前 后 两 个 定 轴 转 动 的 角 动 量 大 小 之 比 , 以 及 在 固定 过 程 中 给 予 
的 外 力矩 之 冲 量 的 大 小 与 原 角 动量 大 小 之 比 . 


。， 474 。 力学 (上 册 ) 


解 ” 取 后 一 转动 的 轴 ( 并 方 体 被 突然 固定 的 边 ) 为 z 轴 , 取 其 正 同 ,使 w==wk, 取 此 轴 
与 原来 的 转轴 的 交点 为 坐标 系 原 点 , 取 过 此 点 (立方 体 的 一 个 角 ) 另 两 条 立方 体 的 边 为 
和 yy 轴 .7.3.19 题 已 求 得 关于 此 原点 用 这 样 的 坐标 系 表 达 的 惯量 张 量 为 


Sma’ 一 ma’ 一 - Fma’ 
1 = |1— ma?’ Sma’ 一 oa 
-一 4ma -一 ma Sma’ 
2 | 1 
3 4 4 0 
J=1.w= ma:l— 土 4 4 
4 3 4 0 
1 _1l1 2 
4 4 3 Ww 
_ 1, 1 2 | 
ma | 4 4 十 2 ok 
| ] \2 2 2 
一 ma’w [十 | + [i + | 之 | = 4l 2 
Jo= Tcwo 一 -mar 
用 7. 3. 19 题 得 到 的 结果 : oo 一- 一。 
4A3 
4l ,20 
J _6Y2 _ __1l1 /4 
4 -mar 4 0 


在 固定 过 程 中 ,了 立方 体 受到 的 冲 量 算 为 


1 ， 1 .， 2 | 
了 一 mn +; 工 有 
Jo =ma’w 1 1 十 ok 
1 ] 
-Ema 2 wo eit i + et / 


48 EA 7 


了 V2 2 
IJ Ju | 48 /了 nia 
在 夯 定 过 程 中 给 予 的 冲 量 窃 的 大 小 与 原 角 动量 大 小 之 比 为 
1 2 2 
ly ~—Jol 48V3 
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7. 3. 26 ”如 图 7. 47 ,一 个 均 质 的 正 圆锥 底面 半 


径 为 /高 为 \/ ,其 质心 的 位 置 以 及 关于 质心 的 
惯量 张 量 可 利用 7. 2.7 题 的 结果 . 此 圆锥 绕 一 条 母 
线 转动 ,角速度 为 ,突然 放 开 这 条 母线 ,固定 与 此 
母线 相交 的 底面 的 直径 . 求 此 刻 绕 底 面 直径 转动 的 
角速度 以 及 前 后 动能 之 比 . 

解 ” 用 7.2.7 题 的 结果 ,可 得 ， 

绕 底 面 一 条 直径 的 转动 惯量 为 


1 = aoml 3 + 282) = aom(3r’ + 2 X Tr) 一 mr 
关于 质心 C 的 惯量 张 量 为 
mr 0 0 
7(C) = 0 mr 0 
0 0 mr 


质心 C 离 顶点 4 的 距离 为 


求 关于 DD 点 (被 放 开 的 母线 与 底面 直径 的 交点 ) 的 惯量 张 量 ,用 
TD) 一 《CC ) 十 mL RECD)O 一 zcD) rw D) 


这 里 ReCD)=—rjt A yrk 
2 

1 /3 

1 2 

7 CD)= mr +m | (r+ | | 3 

yy 160 4 D 

1..(D)= Sm + m+ | 3 


1.,,(D)= 0+ ml— 0(—7r)j]=0 
1 (CD)= 0 十 m| — 0 1 1 3 
4 2 


1T,.(D) 二 0 十 m| — (—7) 


~ 2 _ 2 
1..(D)= -Gozar tm 7 ) 十 


3 ]- i 


。476 。 力学 (上 册 ) 


绕 母 线 DA 转动 的 角速度 
f=— fsinaj + (2cosak 


0 


0 
_ 门 ,2 13 1 /3|| po 
Jo= Jpa = 1CD). = mr|d0 10 1 5 fsina 
1 3 13 
0 4 7 10 (Ncosa 


一 1 一 -sina 十 站 六 cosa mr 人] 十 | 一 7 sina 十 Tcosa 


设 绕 底面 直径 DB 转动 的 角速度 为 ,如 图 7.47 所 示 ,o 一 oj 


7127 人 2 天 


J — J DB -一 ICD) e dr 二 一 mrie] 十 A | -ra 
固定 过 和 森 审 对 y 轴 的 冲 量 夭 为 零 . 应 有 


J oy 一 一 J ， 
沿 | 3 4 /3 mr D0= Smriw 
-一 00 4 2 COSU 10 
r | 2 
ft 和 mt =— 一 ”二 = -一 一 一 
h 3 3 
2 
] 3 | 2 
HR 1 COSQ 一 一 人 /| 一， SIna 一 人 | 一 
中 和 1+tana 9 5 
上 /zz 
0 一 二 
T ,一 +1(D) .0 
13 
10 9 0 
1 2pzrr i 1 /31| . 
一 7 mr’{2° (0 sinag cosa)| 0 4 9 sing 


0 
3. 
10 
0 1 /> ls COSC 
4 2 10 
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3 2p 
= jomr 人 
1 


一 PC . I1(D) 申 或 Tpge 


33 ,2 I | _33 ， 1] /3 3 ，» 
其 中 Ips ] 60227 二 mm ah 一 160227 tm| 1 ry 一 10727 
2 
可 得 《一 80027 
、 Lo 


7.3.27 长 为 !. 重 书 的 均匀 直 杆 在 铬 垂 平面 内 绕 其 上 端 O 自由 摆动 . 试 求 当 杆子 处 
在 与 铅 垂 线 成 2 角 时 , 距 O 点 为 x 处 的 杆子 截面 4 的 弯曲 力矩 的 大 小 ,并 问 此 时 弯曲 力 
矩 具 有 最 大 值 的 截面 在 何 处 ? 

提示 :截面 4 处 杆 的 两 边 除 相 互 有 作用 力 外 ,还 有 相互 作用 的 力矩 ,现在 要 求 的 就 是 
这 相互 作用 的 力矩. 

解 ” 对 杆 用 对 固定 轴 的 角 动 量 定理 ， 

二 mmsw 一 一 mg 。 六 sing (1) 

对 图 7. 48 中 BD 段 杆 用 质心 运动 定理 .C 是 BD 段 杆 的 质心 ,C 离 
图 定 轴 OO 点 的 距离 为 


十 六 (4 一 了 Z) = 六 (4 十 了 
将 质心 加 速度 按 切 向 .法 向 分 解 , 分 别 为 图 中 的 cc- 和 ac,， 


acr = 方 (+z) (2) 

设 OB 段 杆 作用 于 BD 段 杆 的 力 沿 a 方向 的 力 为 F. BD 段 杆 质心 
运动 定理 的 切 向 方程 为 图 7. 48 

WR — TX)ac. 二 FC— TU — ZX)gsing (3) 


从 式 (3) 解 出 下 ,并 代入 式 (1)、(2)， 
一 pa 一 X):， 六 ( 十 z)| 一 3g sing | 十 pa 一 xX)gsing 


一 iC’ — 4lz 二 37x°)sing 
对 OB 段 杆 用 对 O 点 固定 轴 的 角 动 量 定理 ， 
1| zr) zzo 一 一 | 于 zje zsing 一 Fz 十 M 
其 中 M 是 BD 段 杆 作用 于 OB 段 杆 的 弯曲 力矩 ,其 绝对 值 就 是 所 要 求 的 距 O 点 为 z 处 的 
杆子 截面 在 杆子 处 于 与 铅 垂 线 成 2 角 时 的 弯曲 力矩 的 大 小 ， 


AT 一 加 | 一 bsing 


+ Shsing + 47 (7? — 4lz 十 3z?)zsing 


。478 。 力学 (上 册 ) 


£ 
47° 


re 
pe 


(! — xX) xrxsing 


所 求 力矩 的 大 小 为 |M = 二 (一 zzlsing 
弯曲 力矩 具有 最 大 值 的 位 置 处 ， 
dlMl _， 
qz 


所 以 一 0， 一 


2 
5[(C — XxX)’X|= [a — XC 37x)|= 一 4 二 4z 


在 z= 处, 写 兴 | 二 0, 所 一 4 之 0,1M | 为 极 小 值 . 在 z= 十! 处, 溺 L<0,1M | 为 极 
大 值 . 
结论 是 不 论 p 取 何 值 , 均 在 离 O 点 距离 < 处 截面 上 两 边 相互 作用 的 弯曲 力矩 人 


最 大 . 

7.3.28 图 7.49 中 男 的 是 一 个 凸轮 轴 的 
简化 抽象 图 ,质量 为 mx 和 2m 的 四 个 质点 固定 在 
无 质量 的 杆 上 ,并 都 处 在 一 个 平面 内 . 它 以 恒定 
的 角速度 w 绕 OO' 轴 转动 ,轴承 处 无 摩擦 , 问 、 

(1) 轴承 施加 的 力 对 质心 的 力矩 多 大 ? 

(2) 绕 质 点 所 在 平面 中 哪 一 个 轴 做 定 轴 转 

Ed 7. 49 动 时 不 论 w 多 大 轴承 处 没有 附加 压力 ? 

解 ” 取 转轴 为 z 轴 , 坐 标 原点 O 取 在 质心 ,z 轴 取 在 四 个 质点 所 在 的 平面 内 . 

(1) 取 图 7. 50 所 示 的 坐标 ,由 对 O 点 的 角 动 量 定 
理 ， 


dyJ _dJ 
dt dX = 


. 
Tw— Tw = MM. 


To 十 Law? 一 M, 


To 一 M, 
， 7. 50 
今 w 二 0,T,, 二 0, 可 得 
M. -一 0 ， AI -一 0 
M, = Tw 
因为 1,, = [ml(— 0) + mm DD = 2me 


所 以 M, = 2m/l’w” 
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(2) 要 w 不 论 多 大 轴承 处 没有 附加 压力 ,必须 F,=0,F,=0,M,==0,M,==0. 
由 质心 运动 定理 ， 


对 于 wp 二 wk 可 得 
一 myw— mzew’ = F, 


mzew— myew? = F, 
0 一 了 

要 使 下,、F, 均 为 零 始 终 成 立 , 必 须 取 转轴 为 2 轴 , 而 且 z 轴 通 过 质心 ,这 样 zx 一 = 
0. 从 (1) 问 中 写 出 的 关于 O 点 的 角 动 量 定理 的 分 量 方程 看 ,要 M,、M, 均 为 零 ,必须 7 一 
0,7y 二 0, 即 转轴 必须 是 惯量 主轴 . 

今 要 在 质点 所 在 平面 内 找 惯量 主轴 , 即 在 图 7. 51 的 
zz 平面 内 找 惯量 主轴 , 设 在 此 平面 内 己 x 轴 夹 角 为 9 的 
轴 是 惯量 主轴 , (注意 . 因为 1 二 0,7. 二 0,y 轴 是 惯量 主 
轴 ) ,该 轴 的 单位 矢量 为 

n = SO 十 Cos 省 
由 7 一. I 工 关 可 得 绕 访 绸 的 转动 世 量 为 
7 一 7 sin20 十 27 sinbccsD + 1cos’6 


绕 惯 量 主轴 的 转动 惯量 必须 是 裤 大 售 或 轰 小 什 , 故 有 


图 7. 51 


55 一 27--sinbcos0 十 21,.(— sin20 十 cos20) 一 27..sinbgcosl 


一 (7 一 Tsn20 十 27cos20 一 0 


27 ,. 
tan20= Ti 
今 7 一 2(m + 2m)7 = 6m7’ 
7 了 一 27722 
7 一 2m(/’ 
2Xx2m 


20 二 一 45° 或 135 
0 一 一 22.5” 或 67.5° / 
7. 3.29 图 7. 52 所 示 的 曲轴 由 均 质 细 杆 组 成 ,曲轴 以 恒定 的 角速度 w 绕 固 定 轴 无 
摩擦 转动 ,不 计 重 力 , 求 作用 在 轴承 上 的 合力 ,在 图 中 国 出 这 些 力 和 角 动 量 的 方 回 . 
解 ”方法 一 : 取 固 连 于 刚体 的 Oxyz 坐标 如 图 7. 53 所 示 . 用 对 O 点 的 角 动 量 定理 . 


dy 
dt + XJ =M 
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Wu 
J =: w= To Tw + Twk 
XJ =— Tw 十 Tc 
所 以 To 一 M, 
Tow 一 Toz 一 M, 


To 十 To: 一 M, 


< b > b > y 
JH 
人 O 
7 
图 7. 52 图 7. 53 
今 w 二 0,1 二 0,1;; 二 27ba? ,其 中 7 了 是 杆 的 线 密度 . 
7 一 一 |zydm 


一 一 | zc &a)7dxz 一 | pordy 一 | azndz 一 | 26y7dy 
一 一 Nab(a 十 D) 
轴承 作用 于 曲轴 的 对 O 点 的 力矩 为 
hf 一 21 X (Na Nay] + Nak) 
一 一 20NV4 十 20NAK 
可 得 M, = 0， 所 以 Na 一 0 
— Nabla + bw 一 20N4 
Na, 一 一 Nala 十 6)e 
根据 质心 运动 定理 ,因为 0c==0， 
Na 十 No 二 0 
O 处 轴承 作用 在 轴 上 的 力 
No =— N= al 十 bo 
作用 在 A 处 .0O 处 轴承 上 的 合力 是 Na、No 的 反作用 力 NA、 NO ,其 方向 如 图 7. 54 所 
示 . 曲轴 对 O 点 的 角 动 量 
J = 270awi 一 Tap(a + 6) wj 
角 动 量 的 方 回 也 在 图 7. 54 中 田 出 . 
方法 二 : 取 固 连 于 刚体 的 Oxyz 转动 参考 系 , 引 入 惯性 力 ,用 平衡 条 件 求解 . 
图 7. 54 中 杆 1 和 杆 5 受到 的 惯性 力 分 别 沿 y 轴 的 负 回 和 正 回 ,大 小 相等 . 
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fi= fs= | ye * 7dy = Fae 

杆 2 和 杆 4 受到 的 惯性 力 分 别 沿 > 轴 的 负 向 和 正 向 ， 

大 小 相等 ， 
f2 = f= Vaw’ 

作用 点 在 两 杆 的 中 点 . 

杆 3 受到 的 惯性 力 为 零 . 

惯性 力 和 真实 力 的 合力 为 零 ,惯性 力 的 合力 为 零 , 故 
真实 力 的 合力 为 零 ， 

惯性 力 的 力矩 之 和 为 

Cfi* 26 和 + fo * DK = Tabla + Pwk 
真实 力 的 力矩 与 惯性 力 的 力矩 之 和 等 于 零 , 故 真实 力 的 力矩 为 
一 Nabla + b) wk. : 
两 轴承 施加 的 作用 力 为 No、N4a, 均 沿 y 轴 , 设 No 二 Noj, 则 以 4 为 窍 心 ,有 
— 2bi X Noj =— Yabla + bw k 


图 7. 54 


得 No = aa 十 Dw 


好 N, = 了 aa 4 bwj,Na =— No=— 六 7a(a 十 bw 


7.3.30 哑铃 由 质量 为 mm 的 两 个 相同 的 质点 固 
连 在 一 根 长 度 为 24 的 无 质量 的 刚 杆 两 端 组 成 , 刚 杆 
绕 一 通过 杆 的 中 心 并 与 杆 成 9 角 的 轴 旋 转 , 取 杆 的 中 
心 为 坐标 原点 ,z 轴 沿 转轴 ,角速度 w 不 随时 间 而 变 ,i 
二 0 时 哑铃 处 于 zz 平面 内 ,如 图 7. 55 所 示 ， 
(1) 计算 关于 O 点 的 惯量 张 量 ; 
,65s (2) 用 算得 的 惯量 张 量 , 求 在 实验 室 参考 系 中 哑 
铃 关 于 O 点 的 角 动 量 随 时 间 变 化 的 规律 ; 
(3) 用 J= 2rX 忆 计算 哑铃 的 角 动量 ,并 证 明 它 与 (2) 问 的 答案 一 致 
(4) 计算 作用 在 轴 上 的 力矩 随时 间 变 化 的 规律 ; 
(5) 计算 哑铃 的 动能 . 
解 (1) 1,.=2mA’cos’0 
1,, 一 214 ， 1,. = 2mA’sin’0 


ly=1y=0 
1,, =— 2mA’sinbcos0 = — mA’sin20 
2m A’*cos’0 0 — mA’sin’al 
1(0) = 0 2m A” 0 
一 mA’sin’6 0 2mA’sin’0 


(2) 取 实 验 室 坐标 系 0675 ,zt 一 0 时 xz、y、z 轴 分 别 与 全 75 轴 重 合 , 则 
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i 一 coOSwWtE 十 sinwin’, 


大 一 中. 
2m A’cose 0 — mA’sin20|1 {0 
J(0)= 1(0)*:w 一 0 2mA’ 0 0 


— mA’sin28 0 217 42sin2 | lw 
~— mA’wsin20i + 2mA’*wsin’:Ok 
一 mA’w[— sin20(coswte 十 sinwtn’) 十 2sin’00 | 
(3) 


/= Dr x pp; = Dr X Miv: 


= AlcosOk + sin0i) X mlwk x Al(cosObk + sinti) | 
十 [— A(lcosOk + sinGi | xX miwk xX [— A(cosOk + sin@i) ]) 
=— A(cosOk + sinGi) X mwAsingbi — A(cosOk + sin0i) X mwAsin0(— j) 
一 2mA’w(— sinbcosOi 十 sin’Ok) 
一 mAw(— sin20i 十 2sin’Ok) 
一 mA’:w{[— sin20(coswte 十 sinwtn’) 十 2sin’00 | 
(4) 


一 mA’w’sin20(sinwt® 一 coswtr') 
(5) 


了 = 方 To 一 mA’w’sin’0 
7.3.31 一 个 均匀 薄 圆 盘 ,半径 为 a、 质量 为 和 ,以 习 角 速度 w 通过 其 中 心 的 固定 竖 
直 轴 无 摩擦 地 自由 转动 ,转轴 与 圆 盘 对 称 轴 的 夹 角 为 w, 求 圆 盘 和 轴 之 间作 用 的 力矩 和 和 疤 
力 的 大 小 和 方 问 . 
解 ” 取 固 连 于 圆 盘 的 坐标 系 . 原点 位 于 质心 ,z 轴 取 加 盘 的 对 称 轴 , 取 xz 轴 和 zz 轴 的 
正 向 使 w 的 zx、z 轴 分 量 均 为 正 值 . 


WW 一 slinatr 十 wecosak 


1,. = m0， 1,, = ma? 1, = Fma? 
1;y = T= T= 0 
一 工 。 0 一 Fmarw(sina 十 2cosak) 
故 轴 作 用 于 图 盘 的 力 害 为 
M= EY 一 oy 二 wxJ 


~ wsinai 4 cosak) x Fma?wsinat + 2cosak) 


一 一 1 ?sinacosa} ws DC 
一 1 7 一 ma“w’sin2a] 


8 
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由 于 质心 回 定 , 圆 盘 所 受 合 力 为 零 , 轴 作用 于 圆 盘 的 净 力 下 等 于 重力 mg 的 负 值 . 
Fo~—~— mg = mp(sinat + cosak) 
(这 里 考虑 w 的 方 同 是 竖 直 同上 的 .) 
7. 3. 32 一 块 边 长 为 a 与 24 质量 为 M 的 均 质 薄 和 矩形 片 以 恒定 的 角速度 w 绕 其 对 角 
线 定 轴 转 动 ,转轴 由 对 角 上 的 轴承 支撑 ,如 图 7. 56 所 示 , 忽 略 重 力 与 摩擦 力 . 求 出 每 个 轴 
承 施 加 在 轴 上 的 力 与 时 间 的 关系 ， 


人 


图 7. 56 图 7. 57 
解 ” 取 固 连 于 薄板 的 Oxyz 坐标 系 ,O 为 质心 ,= 轴 沿 对 角 线 ,w 的 方 同 为 其 正 问 ,zx 
轴 在 薄板 上 ,如 图 7. 57 所 示 . 
设 轴承 A、B 施加 在 轴 上 的 作用 力 分 别 为 
Na = Nazt 十 N ay]， Ns = Naat 十 Ng,j. 
由 质心 运动 定理 ,又 ac 一 0， 


Ni 十 Ns 二 0 

N a, 十 Na, 二 0 (2) 
由 对 固定 点 O 的 角 动 量 定 理 ， 
7T-w 一 Tw = M., (3) 
To 十 Toz = M, (4) 
Tw= M, 
钉 二 > ak xX Ns — > ak xX Na 

一 人 aCNA — Ne Di 十 2” aCNgs 一 Na)j (5) 


因为 所 有 奈 元 的 y 坐标 均 为 零 ， ee 
1,, 一 一 Dmiziy: 一 0， 一 一 maoiaa 一 0 
为 了 计算 I,,, 取 图 中 1、2、 3 三 个 惯量 主轴 | 
一 na ， 1, = Tm(2a)? 一 一 ma’ 


7,.= Tcos’a + 1,sin’a 


。484 。 力学 (上 册 ) 


2 2 


CC 
2 4 2 4. . 2 
] 5724 2 十 3 Ma -Et = jema 
+ + 


用 ?7. 2. 16 题 所 证 明 的 结论 : 
7 十 了 = 7; + 1, 


所 以 1 = +71, 1 = lma’ 
由 T==n。，I*n 计算 17, 其 中 二 cosai 十 sinak ,可 得 


1T, = Tcos’a ,sin’a + 2 ,sinacosa 


~ _ 了 2 


由 2 一 0,15 一 [一 0,T 一 ja2, 及 由 式 (5) 给 出 的 M.,.、M, 及 式 (3)、(4) ,得 到 


Na, — NBsy=0 (6) 
1 
Na 一 入 一 maw’ (7) 
| 5 /5 
由 式 (1)、(2)、(6)、(7) 解 得 
1 
Nj; 二 一 maw’ 
10 /5 
1 
Ns; = maw’ 
”10M85 
Nay 一 一 Ng, 一 0 
ll Na 二 一 l mawt, Ns = naw 
lO~v 5 lIO~ 5 
取 固 定 坐 标 系 O&7L,t 一 0 时 ,Oxyz 与 OSnt 重合 , 则 =coswtE6 十 sinwtn. 
] . 
N, = maw: (coswte 十 sinwtn’) 
”110M 
1 
Ns = 一 一 一 raw (coswte 十 sinwtn) 
10 AAS 


7. 3.33 ”一 个 边 长 为 a、 质 量 为 m 的 均 质 薄 正 方 
形 板 绕 一 个 与 它 的 法 线 成 6 角 、 通 过 中 心 的 轴 以 恒定 
角速度 wo 转动 .选取 下 列 两 组 坐标 :两 个 坐标 系 的 原点 
均 取 在 板 的 中 心 ,Of7L 是 实验 室 坐 标 系 , 取 转 轴 为 
轴 ;Ozyz 固 连 于 薄板 ,z 轴 沿 板 的 法 线 方向 ,zx、y 轴 在 
薄板 平面 上 , 取 与 4 轴 垂 直 的 一 个 方向 为 y 轴 ,zy 办 
不 必 一 定 与 正方 形 的 边 平行 或 垂直 .1 二 0 时,y 轴 和 ” 
轴 重 合 , 如 图 7. 58 所 示 . 求 ; 

(1) 用 两 组 坐标 系 表达 的 角 动 量 ， 
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(2) 用 两 组 坐标 系 表 达 的 作用 在 轴 上 的 力 对 O 点 的 力 窍 . 
解 〈1) Oxyz 坐标 系 固 连 于 正方 形 板 上 ,z 轴 沿 法 线 , 是 惯量 主轴 ,对 板 的 中 心 而 言 ， 
在 板 上 任何 轴 都 是 惯量 主轴 ,而且 主 转动 惯量 相等 ， 


1,, = 1,, = La 


yy 12 
1} 
1 = 1 十 7 一 G4 
关于 OO 点 的 惯量 张 量 为 
了 二 3? 
oma 0 0 
1(O) = 0 La 0 
12 
0 0 ma’ 


W CO— w(sinGi + cosok) 
用 Oxyz 坐标 系 表 达 的 角 动 量 为 


] 


_ 一 _ 2 。 
] 7 0 0 wsing 
了 一 0 二 oa 0 0 
12 
0 0 ma’ wcos0 


一 awsing 十 maazaocosg 


12 
只 要 把 ik 表示 成 与 6" 0"、 8 随时 间 变 化 的 关系 ,就 能 得 到 用 O&%E 坐标 系 表达 的 角 
动量 . 
i= cosOcoswt€° 十 cosOsinwtn’ 十 sin0e 
k=— sinbcoswtE 0" 一 singsinotn 十 cosg 


了 一 Tsma?wsing (cosOcoscwt€ 。 十 cos0sinwtn" 十 sin86") 


十 ma?wcosO — sinOcoswtE° 一 sinbsinwtn" 十 cosOb) 


一 一 >mazw[sin20(cosatg 。 十 sinwtn"” 一 (3 十 cos20) 外 ]. 


_d_da 
(2) -y=qg toxJ =oxJ 


一 wl(sin0i 十 cosOk) Xx oma?wsinGi 十 ma?wcosOk 


一 A za2u2sin20 7 


24 
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j=— sinwté "十 coswtr 
也 可 由 /一 上 xz 得 到 上 式 . 
用 0675 坐标 系 表达 的 力 宛 为 


M 一 一 jmarwisin20( — sinct65 十 coswtn") 


也 可 直接 由 用 0675 坐标 系 表达 的 了 对 上 求 导 而 得 ， 


学 (— rmarw[sin20(coscwt® 十 sinwtn ) — (3 十 cos20) | 


一 一 asin20(— sinwtE 十 coswtn') 


24 
7.3.34 一 根 长 /质量 为 m 的 均 质 杆 , 其 下 问 以 与 时 间 
有 正弦 函数 关系 作 振 帆 4 角 频 率 w 的 上 下 振动 ,如 图 7. 59 
所 示 , 适当 选择 参数 mi、A 和 w, 此 摆 将 围绕 0 二 0 这 个 在 下 
端 不 动 时 的 不 稳定 平衡 位 置 作 振 动 . 
(1) 列 出 作用 于 杆 上 的 力 的 分 量 ， 
(2) 杆 的 角 动 量 守恒 吗 ? 
x (3) 杆 的 动量 守 但 吗 ? 
(4) 杆 的 能 量 守 恒 吗 ? 
图 7. 59 (5) 求 质 心 的 加 速度 分 量 , 用 96() 写 成 时 间 的 函数 ; 
(6) 时 作 用 于 杆 的 力 写 出 杆 的 角 运 动 的 微分 方程 ; 
(7) 在 实验 室 参考 系 中 得 到 关于 0() 的 运动 微分 方程 ; 
(8) 在 支 端 平 动 参考 系 中 竺 到 关于 0(2) 的 运动 微分 方程 ， 
(9) 定性 说 明 当 A=:0 时 发 生 入 半 样 的 运动 ; 
(10) 从 物理 上 钥 释 为什么 能 发 生 竖 直 同 上 的 摆动 . 
( 杆 限于 在 图 示 的 zy 平面 内 运动 )， 
解 〈1) 作用 于 村 二 的 力 有 重力 一 mg 六 作用 于 杆 的 质心 ， 
还 有 作用 于 活动 文 吴 上 汐 方 fii 十 fyj. 
(2) 用 实验 室 参 考 系 .对 和 性 何 固定 点 ,都 没有 (1) 问 中 所 述 
的 两 个 力 的 力矩 之 和 恒 为 零 , 故 对 任何 固定 点 , 角 动 量 均 不 守 
恒 . 
(3) 因 杆 所 受 合 外 力 不 为 零 ,在 实验 室 参考 系 中 动量 不 守 
恒 ， 
(4) 因 作 用 于 活动 支 端的 力 不 是 保守 力 ,在 实验 室 参 考 系 
中 机 械 能 不 守恒 . 
(5) 选取 活动 支 端 为 原点 的 平 动 坐标 系 O'z'y x ,如 图 7. 60 
7. 60 所 示 . 
质心 的 位 矢 为 


rc 一 yoy 十 全 sing 十 cosb} 
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一 三 singi 十 | 4asina 十 Scosb J 
, lL; . Li» . . 
Fe 一 30 cos 扫 十 | Awcosen 一 了 sing| J 
.， 1» [2 . . 2 L ) /22 ， 
rc 一 | Bcosb 一 0 sing| 一 Aw sinwt 十 BR sin8 十 ot cos01] 
质心 加 速度 的 分 量 为 
+t. 二 LYcosb 一 人 5 sing 
2 2 
，， 1 1 .2 
y》. 一 一 | Aw’sinwt 十 osing 十 了 COSO 


,1G cos0 一 5 sing) 一 三 


2 
一 ml Aw’sinwt 十 方 16sing 十 六 1 cosb =— f,— mg 
(7) 为 了 用 对 = 轴 的 角 动 量 定理 . 先 求 杆 对 z 轴 的 和 角 动量 ， 


J. =k.*Jo 
其 中 Jo 是 杆 对 O 点 的 角 动 量 , 它 等 于 杆 在 质心 平 动 参考 系 中 对 质心 的 角 动 量 , 与 位 于 质 
心 的 质量 为 杆 的 质量 以 质心 速度 运动 的 质点 对 O 点 的 角 动 量 之 天 量 和 ， 


Jp 一 一 -nl K 十 rc X 1arc 


1 2 也 
一 1oml Ok | 三 sinbi 十 


Asinwt 十 六 cosg 7 


站 


一 | 一 ml ,AlwsinGcosawt 一 1 AL6 cosgsinau| Kk 


x m| 6 coOs0i + 


Awcoswt 一 6 sing 


2 2 
2 一 一 m6 FmAlwsinGcosct 一 mAl6 cosOsinewt 
一 一 ml 只 一 六 mAlazsingsinau 一 mAlG cosbeinet — 0°sinbsinet) 
M,= kk. Mbo 


一 天. [yo X (fit fi)i+re Xx (— meg)j] 


一 一 f.Asinwt 一 mglsing 


本 mL 十 六 mlwtsingsinau 十 FmAl(G cosOsine 


一 02sinbgsinwt) = f,Asinwt 十 六 maglsinb 
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代入 :一 上 m1CY cos9 一 G'sing) ,可 得 


mn 二 一 mAlwsinGsinet 十 zmglsing 
， 3 ,，。， ,. 3 . 
0 一 一 3A sintsinwt 十 9 8sing 


(8) 用 文 端 平 动 参考 系 , 它 是 非 惯 性 系 , 需 考虑 惯性 力 . 它 等 于 一 my = 
Mi 4w2sinowt 六 作用 于 质心 . 

在 支 端 平 动 参考 系 中 用 对 >' 轴 的 角 动 量 定 理 , 立 即 可 得 

一 2 一 SmAwsingsine 一 与 mgsing 

与 (7) 间 所 得 结果 一 致 

(9) 当 4 二 0 时， 

10 = gsind 

在 9 二 0 是 平衡 位 置 ,但 是 一 个 不 稳定 的 平衡 位 置 ,无 论 回 0>0 方 同和 俩 离 还 是 2<0 方 回 
偏离 9 二 0, 都 不 可 能 回 到 9==0, 而 是 更 加 远离 它 , 杆 将 绕 固定 轴 做 顺 时 针 ( 如 开始 向 2>0 
方向 偏离 ) 转 动 或 做 道 时 针 ( 如 开始 向 9 过 0 方向 偏离 ) 转 动 . 角速度 的 大 小 都 是 由 小 到 大 
而 后 又 由 大 到 小 变化 的 . 

(10) 在 (8) 问 中 我 们 写 出 了 作用 于 质心 的 惯性 力 为 mAw’sinwtj ,与 重力 一 mgj 的 方 
回 有 时 相同 有 时 相反 ,因为 sinwt 有 时 正 有 时 负 , 当 惯性 力 方 向 与 重力 方 同 相反 时 ,选择 
A、w。 越 大 i 越 大 ,就 可 以 在 较 长 时 间 内 有 

Awsinwt > g 

惯性 力 和 重力 的 合力 窍 将 是 恢复 力矩 ,在 位 于 9 二 0 的 时 刻 上 一 如 (天 0)， 有 Awisinwto>g， 
目 12 | 不 太 大 时 ,有 可 能 在 一 段 时 间 内 出 现 围绕 8=0 作 摆 动 ,当然 不 可 能 长 期 保持 . 

如 在 一 段 时 间 内 有 

w > 3 

就 可 能 围绕 6 二 0 来 回 的 摆动 次 数 较 多 . 


7.4 刚体 的 平面 平行 运动 


7. 4. 1 质量 为 10. 0kg .半径 为 0.070m 的 均 质 圆柱 体 在 一 倾角 为 30° 的 斜坡 上 做 纯 
滚动 ,一 条 不 可 伸 长 的 轻 强 缠绕 在 圆柱 上 ,绳子 跨 过 无 摩擦 的 滑轮 并 在 男 一 病 连 着 一 个 
2. 0kg 的 重 物 ,如 图 7. 61 所 示 . 求 、 

(1) 当 重 物 下 降 1. om 时 圆柱 紧 直 问 上 运动 的 距离 ; 

(2) 圆柱 中 心 的 加 速度 ; 

(3) 作用 在 接触 点 P 上 的 静摩擦 力 . 

解 (1) 取 z 轴 沿 和 斜坡 的 方 同 , 厅 上 为 正 ;y 轴 沿 三 下 于 斜坡 的 方 问 ,加 上 为 正 .用 一 、 
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图 7. 61 
> 坐标 表示 圆柱 中 心 的 位 置 , 取 zz 轴 竖 直 同 下 ,z 坐标 表示 音 物 的 位 置 . 
设 圆柱 半径 为 R,6 表示 圆柱 的 角 位 移 , 沿 笠 坡 同上 运动 ,89>>0. 
由 圆柱 做 纯 深 动 和 绳子 不 可 伸 长 的 条 件 ， 
,二 一 RO 二 0 
:= 之 -二 RO 
所 以 之 := 2 


Az == 上 At = 22 dt = 2Ax 


当 Az 一 1. 0m 时 ， Az= 二 Az=0. 50m 
圆柱 竖 直 向 上 运动 的 距离 为 
Ah = Axsin30° = 0, 25m 
(2) 设 村 .m 分 别 为 圆柱 和 重 物 的 质量 ,绳子 张力 为 了 ,斜坡 作用 于 圆柱 体 上 己 点 的 
静摩擦 力 为 f, 方 同 沿 斜坡 向 上 . 
Mz=T+/— Mgsin30° 
5 MRE ~ TR— fR 
2mX =me—1 
第 三 个 式 子 用 了 (1)7 问 中 得 到 的 之 = 2 再 用 (1) 问 中 得 到 的 之 一 Rb 一 0, 第 二 式 可 改写 为 


NM 一 了 一 7 


可 解 得 
.2m 一 Msin30° 
i=T 8 
47m 十 oM 
圆柱 中 心 的 加 速度 大 小 为 0. 43m/s’, 方 同 沿 斜坡 同 下 . 
(3) 由 (2) 问 中 给 出 的 方程 可 解 出 
f= M+ 2m)i— met Mesin30° = 23N 


= 一 0.43m/s’ 
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静摩擦 力 大 小 为 23N ,方向 沿 和 斜坡 向 上 . 

7. 4. 2 一 均 质 圆柱 质量 为 M、 半 径 为 r, 放 
在 完全 光滑 的 斜面 上 ,和 斜面 的 倾角 为 a. 圆柱 外 
卷 有 可 以 弯曲 、 无 重量 、 不 可 伸 长 的 绳子 ,此 绳 
子 沿 着 和 儿 面 经 过 一 个 质量 可 以 忽略 不 计 的 滑轮 
后 在 下 新 巧 一 质量 为 m 的 重 物 . 试 求 圆柱 质心 
的 加 速度 a、 重 物 的 加 速度 a' ,圆柱 的 角 加 速度 
”8 及 绳子 张力 了 ， 
解 ” 设 圆柱 质心 加 速度 a、 角 加 速度 8 及 重 


图 7. 62 物 加 速度 w 的 正方 问 如 图 7. 62 所 示 ， 
ma’' 一 Mg 一 下 (1) 
Ma = Mgsina— TT (2) 
pu 一 77 (3) 


设 圆柱 质心 速度 为 w, 沿 斜面 网 下 方 同 为 正 ,角速度 为 ww. 逆 时 针 转 动 方向 为 正 , 重 物 
速度 为 v', 铅 直 问 下 为 正 ， 


/ 


zw 一 Wr 一 一 也 
两 边 对 上 求 导 ， 4 一 有 rr 一 一 C (4) 
由 式 人 1)、 4) 消去 < 得 
Ma 一 Br) 一 人 一 Mg (5) 
由 式 (3)、(5) 消 去 人 得 
ma — [m+iM rr 有 一 一 mp (6) 
由 式 (2)、(5) 消 去 TT 得 


(m+ Ma — mr = Mgsina 一 Mg (7) 
由 式 (6)、(7) 解 出 8 和 a 
8 一 2228(4] 十 sina) 


(CM 十 3m)r 


2 二 (Af 十 2 )SIna 一 m 
ld 十 37z 2 


3m— Msina 


由 式 (4),a’ = 二 Br 一 a 二 M+ 3m 


说 明 :滑轮 轴承 处 一 般 均 不 受到 摩擦 力 窍 ,除非 特别 说 明 它 的 存在 .因此 ,滑轮 质 量 可 
以 不 计时 ,绳子 与 滑轮 间 不 论 有 无 相对 滑动 均 不 能 有 摩擦 力 ( 如 摩擦 因数 不 为 零 ,一 定 无 
相对 滑动 ), 因 而 滑轮 两 边 以 及 与 滑轮 接触 处 绳子 张力 都 相等 . 
7. 4.3 一 均 质 球 以 初速 we 沿 水 平 罕 道 抛 出 ,开始 做 纯 滑 动 , 球 的 质量 为 m, 与 地 板 间 的 
静摩擦 因数 为 4,、 滑 动 摩擦 因数 为 m, 忽略 空气 阻力 的 影响 , 求 球 开始 做 无 滑 滚动 时 的 速度 . 
解 ” 方 法 一 :直到 开始 做 无 滑 深 动 前 , 球 受 到 的 摩擦 力 为 
f 一 一 Hamg 
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ma 一 f =— jamg 
EmR’p 一 一 JR 一 umgR 


其 中 f.a、8B 的 正方 同 规 定 如 图 7. 63 所 示 ， 


， pb 
| dv 二 一 | tagdt N 
vp > 
— vo Hag!i 
网 fa i 7 
DAaS ， 图 7.63 
“一 oR’ 


设 :一 太 时 开始 做 无 滑 滚 动 ， 
v(t1) = Rw(lt) 


5 
vo Hagil 一 pa 
tf， 二 eve 
1 jag 
\ 0 
所 以 v(t1) = Vo Hagll 一 了 TVn 


方法 二 : 球 在 窗 道 上 运动 时 受到 的 重力 与 窗 道 的 支持 力 的 合力 为 零 , 受 到 罕 站 的 摩 氛 
力 沿 罕 道 方向 ,对 窄 道 上 的 固定 点 ( 球 与 窜 道 开始 接触 的 点 ) 的 力矩 为 零 , 故 球 在 罕 道 上 运 
动 时 始终 有 对 这 个 固定 点 的 角 动 量 保持 不 变 ， 


EmR?wlt) 十 mRv(t) = mRvo 


再 用 纯 滚 动 条 件 Rwlt)=vu(ti) 


可 解 出 vt) =v 
7. 4. 4 一 线 其 对 称 轴 以 角速度 w 旋转 的 半径 为 尺 的 硬币 ,让 转轴 处 于 水 平地 放置 
在 水 平面 上 . 当 它 停止 滑动 以 后 ,质心 速度 多 大 ? 
解 ”方法 一 : 设 硬 币 开 始 做 顺 时 针 转 动 ,* 一 0 时 放 
YY 置 在 水 平面 上 时 ,角速度 为 w, 质 心 速 度 为 每 , 取 图 
7. 64 所 示 的 坐标 ,z 轴 疝 右 为 正方 向 , 顺 时 针 转 动 的 角 
位 移 为 正 值 . 在 硬币 做 纯 滚 动 以 前 ,硬币 上 与 水 平面 接 
触 的 已 点 的 速度 p<0, 故 摩 握力 广 >0， 
了 mic 一 f = umg 
图 7. 64 mR = umgR 
其 中 4 是 硬币 与 水 平面 间 的 摩擦 因数 . 
rc = AAS; 
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当 t= 二 ti 时 ,接触 点 的 速度 zp 二 0， 
c(t1) — RO (11)=0 


Eh pen — R|w— E+) = 0 
,= Ro 
3xg 

所 以 一 二 Ra 


3 
方法 二 :考虑 对 硬币 与 水 平面 开始 相 接触 的 点 的 角 动 量 守恒 ， 


mRrw(h) 十 mic(t)R = FmRw 
纯 滚 动 条 件 
Rw(lt1) = Zc(lt) 


可 得 zc(f) = Rw 
7. 4. 5 一 个 质量 为 M、 半 径 为 R 的 轮子 以 质心 
~ 速度 v。、 角 速度 w 沿 水 平 表面 投射 ,如 图 7. 65 所 示 ， 
wo 倾向 于 产生 与 vo 相反 方向 的 质心 速度 , 轮子 与 表面 
wh 间 的 摩擦 因数 为 x. 
一 全 (1) 经 多 长 时 间 停 止 滑动 ; 
(2) 滑动 停止 时 轮子 的 质心 速度 多 大 ? 
解 (1) 取向 右 为 zx 的 正 向 , 顺 时 针 转 动 为 96 的 
图 7. 65 正 疝 ， 
Mi 一 一 pMeg, 


MR'E ~ uMgR 


上 一 0 时 ,之 二 vo,0 二 一 wo. 积分 两 式 可 得 


X= vo 一 pgt 
设 一 ! 时 轮子 停止 滑动 ， 
即 vo 一 KB 让 =—=— Kw 2481) 


1 
!1 一 3ug ve 十 Rwo) 


(2) (ft) = vo 一 HAS = 二 (2 一 Rwo) 
说 明 :此 题 也 可 用 前 两 题 的 方法 二 , 先 用 对 一 0 时 的 接触 点 的 角 动 量 守恒 求 出 之 5 )， 
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再 用 质心 运动 定理 求 &. 
7.4.6 一 个 半径 为 R、 质 量 为 M 的 薄 圆 简 以 质心 速 /万 
度 v。、 角 速度 ww 一 2" 往 回 自转 (如 图 7. 66 所 示 ) 在 光滑 的 
地 板 上 运动 ,进入 粗糙 区 域 后 继续 沿 直线 运动 ,由 于 摩擦 ， | 
它 最 终 做 纯 滚 动 . 求 质心 的 末 速 度 wy 
解 ” 设 最 终 末 速度 vj 仍 与 we 方向 相同 ,用 对 圆 简 与 
刚 进入 粗糙 区 域 的 接触 点 的 角 动量 守恒 ， 图 7. 66 


Uo 


MvoR — MR’ . 于 一 MR?w + MorR 
其 中 wj 是 圆 简 的 末 角 速度 ,方向 与 we 相反 


纯 深 动 条 件 ， Rw/=~—=vr 
可 得 or 一 一 六 


负 号 说 明 贺 简 最 终 以 六 ve 的 速率 往 回 运动 

7.4.7 一 个 100m’ 的 太阳 能 配 电 板 连 接 到 一 个 飞轮 上 , 它 把 入 射 的 太阳 光 能 转换 
为 机 械 的 转动 能 ,效率 1 %， 

(1) 在 这 个 太阳 能 配 电 板 上 曝光 8h 后 . 这 个 质量 为 500kg .半径 为 50cm 的 实 圆柱 形 飞 
轮 将 有 多 大 的 角速度 (假定 它 开始 是 静止 的 )? 

在 整个 时 间 间 隔 中 太阳 常数 为 2cal/cm 。min(1 cal 一 4. 2]). 

(2) 假如 飞轮 ( 它 的 轴 是 水 平 的 ) 突 然 从 它 的 固定 轴承 上 被 释放 ,让 它 在 一 个 滑动 摩 
擦 因数 y= 二 0. 1 的 水 平面 上 开始 运动 ,在 它 停止 滑动 前 走 过 多 远 ? 

(3) 这 时 质心 速度 多 大 ? 

(4) 以 热 的 形式 耗 散 了 多 少 能 量 ? 

解 (1) 设 五 为 由 太阳 光 能 转换 获得 的 机 械 的 转动 能 ， 

E=2X4.2X 100xXx 10x8x 60x1% = 4.0 x 100) 
1 1 


E = 1 一 TmR?o 


4 
法 中 m= 二 500kg ,R=:0. 50m,， 


/4E /4x4.0XxX10 | 3 
“TNmRi™ N500x (0.50) ™ llX 10rad/s 


(2) 调 于 飞 纶 在 变 为 纯 深 动 以 前 受到 的 摩擦 力 是 恒 量 ,质心 加 速度 和 飞轮 的 角 加 速 
湾 均 为 总 量 . 设 变 为 纯 滚 动 后 的 角速度 为 02, 由 质心 运动 定理 和 质心 平 动 参考 系 中 对 质心 
的 外 动量 定理 . 


其 中 ft 是 从 开始 在 有 摩擦 的 水 平面 上 运动 到 停止 滑动 所 经 历 的 时 间 , 解 得 
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1 _ wR 
《2 一 so， t 一 32g， 
停止 滑动 前 走 过 的 距离 为 
4， Rw 4 
8 一 7 TT 8ug i100m 
(3) 质心 速度 为 


RO = 二 Ra 一 1.8X102my/s 


(4) 以 热 的 形式 耗 散 的 能 量 等 于 飞轮 在 此 期 间 机 械 能 的 减 量 
] ] 2.2 | 了 上 2 ， 了 上 ， 1 2 2 
Q= 7 xX smR $m(RO) 十 2 "9 R20? | 


- mR = 2.5 X 107] 
说 明 : 因 为 用 了 1 cal==4.2J,E 的 计算 中 只 保留 了 两 位 有 效 数字 ,以 后 各 量 w.S 和 QQ 
也 都 相应 的 只 保留 两 位 有 效 数字 . 
7. 4.8 一 均 质 细 圆 环 从 倾角 为 0 的 斜面 上 滚 下 , 求 
使 它 不 发 生 滑 动 的 最 小 摩擦 因数 . 
解 ” 采 用 图 7.67 所 示 的 坐标 系 , 并 设 m 为 圆 环 质 
量 ,R 为 圆 环 半径 ,用 x、y 表示 质心 坐标 ， 


mi 一 mesin0 一 上 


Mi3 一 人 一 Mapgcosl 一 0 


ji 有 20 一 fR 
图 7. 67 . 
7X— RP= 0 
可 解 得 AN 一 MgcoslO 
f= zmgsind 
不 发 生 滑 动 要 求 所 需 的 静摩擦 力 f 小 于 等 于 所 能 提供 的 最 大 静摩擦 力 AN, 即 
1 委 LN 


六 mmgsing < [Loagcosl 


1 


nn = tang 
2 


7.4.9 一 质量 为 m、 半 径 为 R 的 均 质 圆柱 体 放置 在 与 

水 平面 成 9 角 的 斜面 上 ,如 图 7. 68 所 示 . 图 中 a 表示 圆柱 体 (~ 

的 轴 沿 斜面 运动 的 加 速度 ,圆柱 体 和 和 斜面 之 间 的 摩擦 因数 为 

4, 当 9 小 于 某 个 临界 角 bc 时 ,圆柱 体 将 无 滑动 地 沿 斜 面 滚 四 

下 . 六 
(1) bc 等 于 和 多少? 
(2) 当 0<p 时 ,a 等 于 多 少 ? 图 7. 68 
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解 ” 摩 控 力 f ,支持 力 N、 重 力 mg, 见 上 题 的 图 ， 
ma 一 mgsin0 一 f 
AN 一 Mgcosl 一 0 


方 mm 有 R29 一 fR 


二 
1 < 


可 解 得 a 一 


gsing, N= mecosgd 
mpsing 


Lge < umgcoso 


tanlg 委 34 
所 以 p = arc tan 34 


在 9 二 te 时 ,a 二 Sgsinb 


7. 4. 10 ”一 半径 为 >、 质量 为 和、 转动 惯量 了 一 mp 
(关于 对 称 轴 的 ) 的 轮子 沿 着 水 平面 被 拉 着 运动 ,水 平 


如 图 7. 69 所 示 . 假定 轮 和 水 平面 间 的 摩擦 力 足 以 使 轮 
作 无 滑动 滚动 ,7 一 zl 中 为 常量 ,具有 长 度 的 量 纲 . 
(1) 轮轴 的 加 速度 ; 
(2) 作用 在 轮 上 的 摩擦 力 . 图 7. 69 


拉力 F 作用 在 一 根 从 半径 为 5 的 轴 上 展开 的 强 子 上 ， 和 
< 


解 ” 用 xz 表示 质心 沿 水 平方 向 的 位 移 , 疝 右 为 正 , 用 gp 表 示 轮 子 的 角 位 移 , 顺 时 守 方 


向 为 正 . 区 为 辊 轴 的 加 速度 ,f 为 所 求 的 摩擦 力 ， 
(1) MI 区 一 下 一 上 
zip20 一 Fb fr 
廊 一 r0 一 0， 工 一 r9 
用 式 (3) 消 去 式 (2) 中 的 9?， 
mk’ 一 For fr’ 
式 (1)X 半 十 式 (4) ,可 消去 f, 解 出 得 
加 ze 十 7) 
m(k’ r*) 


pr 


(2) f=F—mzr= oe 


-oaF 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


7.4. 11 一 质量 mm 一 1. 8kg、 半 径 r==0.2m 的 扁平 均 质 圆 盘 平 放 在 无 摩擦 的 水 平 桌 
面 上 ,一 根 缠绕 在 此 盘 的 圆柱 面 上 的 绳子 受到 沿 正 北方 癌 的 3N 的 作用 力 , 如 图 7.70 所 
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图 7. 70 


力学 (上 册 ) 


示 , 求 质心 的 加 速度 a( 大 小 和 方向 ) 和 圆 盘 绕 其 质心 的 角 加 速 
度 p.a 二 rB 吗 ? 为 什么 ? 


解 ma=f 
Fmr?B = fr 
a= 二 = 了 =1. 6m。s 司 , 党 正 北方 癌 ， 
_ 27 03 2 
h mr 1.8°*0.2 | 16. 6rad/s 
a 天 7 


要 所 问 的 关系 成 立 , 必 须 有 Vv 一 rw., 要 图 中 的 局 点 为 瞬时 转动 中 心 , 题 目 所 给 的 条 件 没 有 
给 出 这 种 约束 , 自然 不 能 要 求 有 此 关系 . 


7. 4. 12 


两 个 均 质 圆 盘 质量 分 别 为 Mi 和 Mi, 半径 分 别 
为 Ri 和 Rs, 由 一 根 环绕 它们 各 自 贺 周 的 \ 不 可 伸 长 的 轻 强 连 


jr 


结 , 如 图 7. 71 所 示 . 圆 盘 1 绕 其 水 平 的 对 称 轴 做 无 摩擦 定 轴 
转动 ,两 圆 盘 在 同一 竖 直 平面 内 ,让 圆 盘 2 目 由 下 落 . 列 出 可 


求 其 质心 加 速度 的 方程 . 
解 、 用 9,、6, 分 别 表示 圆 盘 1、 圆 盘 2 的 转角 , 顺 时 针 广 
向 为 正 ;xs 表示 圆 盘 2 淡 心 的 位 移 , 同 下 为 正 .了 表示 绳子 张 
力 . 
工 M Rb. = TR, (1) 
2 图 7.71 
MREG, = TR， (2) 


连结 两 圆 盘 的 绳子 在 两 切 点 癌 各 点 (包括 切 点 ) 有 相同 的 速度 ， 


由 此 两 边 求 导 ， 


Ri0， 一 ;一 R20， 


R10 一 区, 一 R20， (4) 


式 (1)、(2)、(3)、(4) 中 共有 四 个 未 知 量 ,0 1、9 :到 和 了 ,由 此 可 解 出 工 : 


7.4. 13 质量 为 M 的 一 种 玩具 由 两 个 


ke 7 ”半径 为 R、 厚 度 为 的 大 圆 盘 和 一 根 半径 为 
R 的 :3 ,长度 为 上 的 圆 棒 固 连 而 成 ,如 图 7.72(a) 所 
下 LA 示 ,假定 各 处 密度 均匀 , 求 此 玩具 在 重力 作用 
一 六 下 下 落 时 ( 见 图 (p)) 无 质量 不 可 伸 长 的 强 中 

(a) (b) 的 张力 了. 
解 ” 先 求 此 玩具 绕 其 对 称 轴 的 转动 惯 


量 . 设 密度 为 po， 
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{= 2 Xx (PrRDR: 十 prri)r’ 


一 00， (2Rt 十 7“) 


= 于 卫生 YR: + 让 M RT 
MX= Mg—T 
Io= Tr 
有 约束 方程 ， 一 rg= 0 
可 得 Th8 -2 十 王 Me 


T+ Mr 2RR 十 4R27 十 37 

7.4.14 一 质量 为 M .半径 为 尺 的 均 质 球 置 于 某 一 卡车 的 平板 上 ,此 卡车 目 静 止 开 
始 以 恒定 加 速度 4 运动 . 假定 球 无 滑动 滚动 , 求 球 的 质心 相对 于 卡车 的 加 速度 . 

解 ” 取 卡车 为 参考 系 , 需 考虑 惯性 力 , 若 卡车 对 静 参 考 
系 (惯性 系 ) 的 加 速度 向 左 , 则 球 受 到 的 惯性 力 为 MA, 作 用 AT 
于 球 心 ,方向 向 右 . 取 固 连 于 卡车 的 z 轴 沿 球 运动 的 方向 , 惯 
性 力 的 方向 为 正 . 取 ?表示 球 绕 球 心 的 角 位 移 , 顺 时 针 方 向 
为 正 ,如 图 7.73 所 示 , 设 卡车 作用 于 球 的 静摩擦 力 f 向 左 ， 

Mic= MA—f f x 


可 解 出 


球 的 质心 相对 于 卡车 的 加 速度 为 了 4 ,方向 与 卡车 的 加 速度 方向 相反 。 


7.4.15 半径 为 > 的 均 质 球 做 无 滑 滚动 ， 
要 始终 保持 与 环 的 轨道 接触 ,最 小 的 高 于 圆 环 
顶端 的 高 度 h 多 大 ? (参看 图 7.74) 

解 ” 球 做 纯 滚 动 , 要 刚 能 始终 保持 与 环 的 
轨道 接触 ,必须 当 球 运动 到 环 的 顶端 时 球 对 圆 
环 的 压力 等 于 零 . 也 就 是 说 在 这 个 位 置 , 球 不 
受 圆 环 的 作用 力 . 在 此 处 对 球 用 质心 运动 定 
图 7.74 理 , 设 球 的 质量 为 m， 
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其 中 必 为 球 的 质心 的 速率 ,质心 的 加 速度 为 如， 
v= Rg 
在 此 处 , 球 的 动能 为 
1} vv 4， 3? 

{= pmv 十 2 XxX EM 包 
其 中 w 是 球 在 其 质心 平 动 参考 系 中 国 绕 质心 的 转动 角速度 ,由 于 球 做 纯 滚动 ,与 轨道 的 
接触 点 速度 为 零 ， 

vO— rw 一 0， 

， Lv 2 了 
所 以 T= Fm + 7 X Emv = om 
该 动能 是 由 比 它 的 位 置 高 h 处 的 球 的 势能 (在 那里 球 自 静 止 开始 运动 ,动能 为 零 ) 转 化 市 
得 的 ,由 机 械 能 守恒 ， 


Fi 
2 
U 10%8R 


mgh=T1 = mgR 

所 以 h = iR 

7, 4. 16 一 个 半径 为 6 的 球 , 在 9=0 处 静止 在 另 一 
个 半径 为 a( 守 5) 的 固定 不 动 的 球 上 . 在 重力 作用 下 上 上面 
的 球 因 微 扰 而 滚动 (参看 图 7.75) ,静摩擦 因数 u 二 0, 清 
动 摩 挖 因数 Hz 一， 

(1) 简单 地 描述 球 做 滚动 .滑动 和 分 离 的 先后 次 序 ， 
并 作 解 释 ; 

(2) 写 出 上 面 的 球 在 下 面 的 球 上 做 纯 滚 动 的 约束 方 
程 ; 

(3) 用 9 和 2 写 出 球 做 纯 滚 动 时 的 运动 微分 方程 ; 


(4) 求 有 关 6 和 0 满足 的 方程 ; 
(5) 假定 0 二 8(0) 区 8(2), 解 出 8(2). 


提示 :可 能 用 到 如 下 的 积分 | dz 


图 7.75 


和 = 一 on tan 7 ， 
解 〈1) 开始 先 做 纯 滚 动 ,以 后 做 有 滑动 的 滚动 ,最 后 与 下 面 的 球 脱 离 接触 . 解释 
如 下 ， 
由 于 静摩擦 力 不 做 功 , 因 滑 动 摩擦 因数 uw ==0, 滑 动 摩擦 力 不 存 在 ,在 整个 运动 过 程 
中 机 械 能 守恒 ,小 球 的 动能 由 于 势能 的 减 小 而 增 大 ,质心 速度 也 是 随 8 的 增 大 而 增 大 的 . 
开始 9 较 小 时 ,质心 速率 v 较 小 . 质心 运动 定理 的 法 向 方程 , 因 法 向 加 速度 较 小 ,重力 
的 法 向 分 量 较 大 , 故 支持 力 N 较 大 . 由 对 肯 轴 的 角 动 量 定 理 , 随 着 6 的 增 大 ,重力 对 瞬 轴 
的 力矩 由 小 变 大 , 故 gp 由 小 变 大 ,9 也 由 小 变 大 . 再 用 质心 平 动 参考 系 对 质心 的 角 动 量 定 
理 , 重 力 和 支持 力 均 通 过 质心 ,对 质心 的 力矩 为 零 ,要 有 同样 的 p、y, 静 摩擦 力 f 必须 有 图 
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示 的 方 问 , 且 随 着 0 的 增 大 ,也 要 求 了 上 随 之 增 大 . 另 一 方面 ,N 
随 9 的 增 大 而 减 小 . 因此 能 提供 的 最 大 静 摩 握力 kN 随 9 增 
大 而 减 小 ,开始 2 较 小 时 , 纯 深 动 要 求 的 静摩擦 力 f 较 小 ,而 
能 提供 的 最 大 静摩擦 力 上 wN 较 大 ,ff 二 uN 能 满足 . 故 为 纯 深 
动 ; 到 2 达到 一 定 值 时 , 纯 深 动 需要 的 f 和 能 提供 的 yN 有 了 
二 JN 时 达到 临界 状态 ,9 再 大 时 ,就 要 出 现 滑动 ,摩擦 力 变 
为 零 ,因为 小 球 已 有 2(>>0) ,不 可 能 是 纯 滑 动 ,而 是 保持 临界 


状态 时 的 g 值 做 有 滑动 的 深 动 .9 继续 增 大 ,v 也 继续 增 大 ,所 图 7.76 

需 的 法 问 力 继续 增 大 ,而 重力 的 法 癌 分 量 是 减 小 的 ,支持 力 必定 是 继续 减 小 , 当 减 小 到 和 N 
一 0, 不 能 再 变 成 N 过 0, 小 球 就 开始 脱离 大 球 . 因为 ff=ApAN 的 临界 状 在 时 ,N 关 0 因此 必 
将 经 历 一 个 有 滑动 的 深 动 的 阶段 . 

再 补充 说 明 两 点 ;i) 刚体 的 角速度 与 基点 的 选择 无 关 , 因 而 其 角 加 速度 也 和 基点 的 
选择 无 关 , 质 心 和 有 瞬 心 都 是 刚体 上 的 点 ,都 可 选 作 基点 jii) 对 于 本 题 所 给 的 刚体 ,对 瞬 轴 
的 角 动 量 定理 和 质心 平 动 参考 系 中 对 谭 过 质心 的 轴 的 角 动 量 定理 有 同样 的 形式 . 虽然 涉 
及 的 转动 惯量 不 同 ,同一 时 刻 两 个 让 第 也, 不 同 , 但 随 6 的 增 大 ,变化 的 趋势 是 一 致 的 ,都 随 
9 增 大 而 增 大 . 

(2) 纯 深 动 条 件 为 


(az 十 从 0 一 0 一 0 
1 一 0 时 ,0 一 0, 选 2 的 堆 点 ,也有 ==0 时 ,0, 则 上 式 也 可 写成 
(ud)0— bop=0 


(3) mi (cz 十 5)0 =mgsing— f 
全 ml p= fb 


其 中 mx 为 小 球 的 质量 . 加 上 纯 滚 动 条 件 得 
(a+b)0—bp=0 


2 .a 9 , 
可 得 0 一 7 7 psind 
dO;_1d6 
(4) 0 = 4100 = 7 d0 


代入 (3) 问 得 到 的 式 子 ,可 得 


两 边 积 分 ,用 初始 条 件 :t=0 时 ,6 二 0,0 =0, 得 


0” 一 他 sl 一 Cos 人 


这 是 在 做 纯 滚 动 期 间 9 和 9 的 关系 .由 于 未 给 上 ~ 值 , 不 能 算出 结束 纯 滚动 的 0 值 ,也 就 不 
讨论 在 做 有 滑 滚动 期 间 9 和 9 的 关系 了 . 
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1 


1 
和 [10 8 /, 一 |2 2 | sin 5 
(5) b= | cosg) | 一 了 了 十 7 sin 


[ d6 -~ [ [2 g a 
ro . 8 JoL7a++b 
2 


Si 


tan 0 
21n 4 


0(0) -| 4a 十 了 
tan 4 


0(t) = 4arc tan | tan 


{5 8 \' 
其 中 “一 3 


这 个 9(z) 也 只 适用 于 做 纯 滚 动 期 间 . 

7. 4. 17 一 质量 为 m、 半 径 为 a 的 均 质 球 在 一 半径 为 564(>a) 的 固定 圆柱 体 的 顶端 从 
静止 状态 开始 无 滑动 地 滚 下 . 求 : 

(1) 此 球 脱离 圆柱 体 的 角度 gear; 

(2) 当 球 脱离 圆柱 体 的 瞬间 , 球 心 的 速度 . 

解 ”根据 题 意 , 球 在 脱离 圆柱 体 前 没有 经 过 上 题 所 述 的 
有 滑动 地 滚动 阶段 ,说 明 静 摩擦 因数 jy 足够 大 ,在 支持 力 和 N 
不 等 于 零 时 ,最 大 静摩擦 力 yu 入 总 大 于 维持 纯 滚动 所 需 的 天 
摩擦 力 . 

(1) 可 用 上 题 得 到 的 结果 ,在 做 纯 滚 动 期 间 ， 


?7_10 8 1 
0 = 7 了 十 zl cos0) (1) 
再 列 出 质心 运动 定理 的 法 加 分 量 方程 
图 7.77 MG 十 5) 06° = mgcos0 一 N 
脱离 圆柱 体 时 ,N=0. 代 入 上 式 , 可 得 脱离 时 的 6 为 
6 一 BeOSOme (2) 
在 9 二 0wx 时 用 式 (1) ,得 到 的 6 应 与 式 (2) 相 等 ， 


(1 一 Cos) 一 coOsOnax 

10 0 = arc COS 10 
17 17 
(2) 在 分 离 瞬 间 , 球 心 的 速度 其 大 小 为 


(a + 6) 90160. 一 a 十 b)g 


其 方向 与 水 平 线 的 夹 角 为 gus 即 arc cos 5 


coOS0,,. 二 
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7.4. 18 一 个 质量 为 m、 半 径 为 r 的 均 质 小 球 在 一 个 半径 为 R 不 动 的 大 球 的 项 部 从 


廊 止 开始 运动 ,假定 摩擦 因数 为 ,在 何 处 小 球 开 始 出 现 滑 动 ? 


解 ”用 7.4.16 题 的 9.p 分 别 表示 小 球 质 心 的 位 置 和 在 其 质心 平 动 参考 系 中 小 球 绕 


质心 的 转角 . 在 小 球 做 纯 滚 动 期 间 
Mi( 尺 十 r)0 =mesin0 — f 
m(Rr) 6 一 Mipgcosl 一 N 


2 2 
Er p= fr 
(R 二 rp 一 rp 一 0 
用 式 (4)、 式 (3) 可 改写 为 
Sm(R+7) yg =/ 
由 式 (1)、(5) 解 出 
如 _. 
0 = 7 R ysind 
四 
一 7 SSInL 
dO6, 1d6 


用 0 一 54 = ogo 式 (6) 可 改写 为 
yy 


两 边 积 分 ,用 96 二 0 时 9 一 0， 


由 式 (2)、(8) 得 


N= mgcost 一 MI( 民 十 7) 6 = Fmg(17cosb 一 10) 


在 6 二 Qc 时 ,小 球 开 始 做 有 滑动 地 滚动 ,此 时 
f= AN 


I Tmgsinbe 一 地 pag(17cosg 一 10) 


2sinbc = 17y1c0stc 一 104 


4sin’bc = 289pcos’Oc 十 100p: 一 340ucostrc 
(289ye 十 4)cos’9c 一 340Hpcosbp 十 (1001: 一 4) 一 0 


340Ap 十 人 (一 340gycos0.)?: 一 4(289ye 十 4)(100p2 一 4) 


costc= 


2(289¢pe 十 4) 


_ 170¢ + M75642 + 16 
289py* 十 4 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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l70g 十 人 756M 十 16 
289 十 4 


舍 去 了 另 一 较 大 的 根 , 因 为 取 6 的 较 小 的 解 时 已 达到 纯 滚 动 和 有 滑动 地 滚动 的 怖 界 状 
念 ,bc 的 较 大 的 解 不 可 能 又 成 为 临 寞 状态 . 

7. 4. 19 一 半径 为 r 的 均 质 小 球 , 沿 一 半径 为 R 十 r 的 竖 直 的 固定 的 圆 环 内 侧 运 动 . 
考虑 两 种 情况 :i) 纯 滚 动 ;ii) 无 摩擦 的 纯 滑 动 . 求 : 

(1) 在 每 一 种 情况 下 ,为 使 小 球 达 环 顶 部 而 不 
致 落下 ,在 环 底 部 时 须 具 有 的 最 小 质心 速度 vi. 

(2) 在 纯 滑 动情 况 下 , 知 在 环 底 部 时 质心 速度 
比 vi 小 10% ,小 球 在 何 处 开始 落下 ? 

解 (1) 取 8 表示 小 球 质 心 的 位 置 ,yp 表示 在 
其 质心 平 动 参考 系 中 小 球 围绕 质心 的 转角 ,它们 的 
正方 同 如 图 7. 78 所 示 ， 


Oc = arc cos 


i) 纯 滚 动情 况 . 
因 静 摩擦 力 不 做 功 , 小 球 运 动 时 机 械 能 守恒 ， 
设 小 球 质量 为 m ,小 球 的 动能 . 
图 7.78 | | 
一 pm(R 09) 十 2 °* Smr 9 
纯 滚 动 的 约束 条 件 为 RO—r 29 一 0 


7 一 zm(R 9)? 十 Em(R 6)’ = om(R 0)’ 
机 械 能 守恒 , 写 出 在 底部 和 顶端 机 械 能 相等 ， 
Fm(RO)’ lso 一 mR ON ler + mg * 2R 
由 质心 运动 定理 ,在 9==x 处 ， 
mk 6 J on 一 Mg 十 以 
其 中 是 圆 环 对 小 球 的 作用 力 , 要 能 通过 顶端 不 落下 必须 N 之 0, 刚 能 不 落下 要 求 N= 二 0. 


比 时 (ROY): |e=x = 8R. (RO) |e=0= vi 
mo 一 mgR 十 2mgRk 
vi 一 SgR 
ii) 纯 滑 动 的 情况 ， 
小 球 的 动能 T=Fm(RO)’ 
小 球 在 底部 和 顶端 机 械 能 相等 ， 


sm(R 0)’|,o = zm(R 0)2|， 十 mg * 2R 


用 质心 运动 定理 和 纯 深 动情 帝 没 有 差别 , 刚 能 通过 顶 闹 不 沙 下 要 求 


第 七 章 ”刚体 动力 学 * 503 。 


(Rk 0)? | ex 一 gk 


所 以 mo 一 zmgR 十 2mgR 
Ul] 一 人 SgR, 


(2) 设 0 一 0 为 做 纯 滑 动 的 小 球 沿 圆 环 运 动 所 能 达到 的 位 置 ， 
$m(RO) leo = Hm(RO) oo 十 mgR(l 一 cosbgor) 
在 9 二 0%wx 处 ,N= 二 0, 由 质心 运动 定理 


mR 0" |o=0 = 一 mpgcos (x -一 0 ) 一 -一 11UgCOSD 
(RO)21 = (0.9v1)* 一 0.81 X 5gR 
所 以 pa X 0.81 X 5gk = pA gReosO%wx) + megR(l 一 cosOtnax) 


COstnax 一 a X (2 一 4.05) 一 一 0.6833 


0 一 arc cos( 一 0.6833) = 133° 
7. 4. 20 ”一块 长 2a 的 均 质 薄 平 板 一 端 靠 在 光滑 的 竖 直 墙 
壁 上 , 男 一 端 放 在 光滑 的 地 板 上 ,与 地 板 的 夹 角 为 6, 如 图 7.79 
所 示 . 当 松 开平 板 后 ,平板 在 重力 作用 下 下 滑 . 求 : 


(1) 平板 脱离 墙壁 前 到 达 9 时 的 时 间 1:(0) (可 表 为 积分 形 及 
式 ); 

(2) 平板 脱离 墙壁 的 9 值 . 和 NN 

解 (1) 由 机 械 能 守恒 , 设 平板 质量 为 mx， 0 7 


Fm(a 9) 十 六 。 om(2a)’ 矿 十 apgaslnl 一 mgasindo 


2 


3me 06° = mpalsin0, 一 sing) 


0 =— ,| 38 (Sinb, 一 Sing) 
2a 
| de 
t 二 一 


A| 38 (sing, 一 sing) 
2a 


(2) 取 之 坐标 沿 水 平方 向 , 墙 位 于 x==0 处 ， 
m2 Xec 一 人 
其 中 i; N 为 说 对 平板 的 作用 力 . 平 板 脱 离 墙壁 时 N=0, 故 
Xrc 一 一 0 
TC 一 一 QcOSs1 


Yc =— asind 0 一 a 6 cosg 一 0， (1) 


前 面 已 求 得 六 一 没 (sinb 一 sing)， (2) 
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200 一 一 38 080 .0 
9a 
8 一 一 8 osl (3) 
4a 


将 式 (2)、(3) 代 入 式 (1) ,得 平板 脱离 墙壁 时 0 满足 的 关系 
3sInZ = 2sin0, 


所 以 6 一 arc sin| sing ， 


7. 4. 21 一 质量 为 m 的 均 质 细 杆 下 端 置 于 光滑 的 桌面 上 ,从 与 铅 垂 线 成 0, 角 静 止 释 
放 , 求 释放 后 的 瞬间 桌子 对 杆 的 作用 力 ， 

解 ” 取 图 7. 80 所 示 的 z、y 坐标 ,原点 与 杆 释 放 时 的 下 端 4 
点 重合 . 设 杆 长 为 L. 

在 释放 杆 的 瞬间 列 质 心 运动 定理 和 在 质心 平 动 参考 系 中 对 
质心 的 角 动 量 定理 的 方程 . 


m yclo-o ~ N— mg (1) 
ph 8 leo 一 和 sinb, (2) 
| 7. 80 杆 的 下 端 4 在 一 段 时 间 内 不 能 脱离 地 面 ,在 一 段 时 间 内 有 3》4= 
0, 故 在 释放 的 瞬时 有 
ya 三 0 


在 一 段 时 间 内 
和 一 和 十 二 bsing 
.。 1] ， > . 1] ,2 
Ya 一 人 十 pu 0 sing 十 pu 0 cose 
在 6 一 4 时 ,2 一 0, 故 


ya|e-=e 一 yc|o=w 十 1 0 le=esinlbo 一 0 (3) 


用 式 (1)、(2) 消 去 式 (3) 中 的 yc ls-。 和 
0 1-， 
~ 一 g 十 Ed ON ing,| singu = 0 


N= —— 7 — 
1 十 3sin20O 


7.4.22 质量 为 头 、 半 径 为 > 的 均 质 贺 
柱 置 于 粗糙 的 斜面 上 ,斜面 倾角 c= 王 30"、 质量 
为 z, 置 于 粗糙 的 水 平面 上 . 圆柱 与 斜面 间 、 
斜面 与 水 平面 间 的 摩擦 因数 均 为 y 二 0.1. 开 
始 圆 柱 与 斜面 均 从 静止 状态 开始 运动 . 求 圆 
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柱 质心 的 运动 学 方程 以 及 圆柱 的 角速度 . 

解 ” 取 图 7. 81 所 示 的 两 组 坐标 系 :Oxyz 为 静 系 ,O'x’'y'z' 为 固 连 于 斜面 的 动 系 , 图 
中 画 出 了 t==0 两 坐标 系 的 原点 重合 于 圆柱 的 对 称 轴 上 的 情况 ,图 中 还 画 出 了 圆柱 和 笠 面 
所 受 的 力 . xN 是 圆柱 与 斜面 间 的 滑动 摩擦 力 ( 暂 设 接 触 点 处 有 相对 运动 ,是 否 如 此 ,得 出 
结果 后 再 作 判 断 ). 


对 斜面 用 静 参 考 系 ， 
m= Nsina 一 [LNcosa 一 AR (1) 
0O=my= R— mg— Ncosa— LNsina (2) 
对 圆柱 在 斜面 参考 系 中 用 质心 运动 定理 和 在 其 质心 平 动 参 考 系 中 用 对 质心 的 角 动 量 

定理 ， 

m i 一 mgsing 一 RN 十 MXcosa (3 ) 
o=myc= NO— mgcosat misina (4) 
mr w = uNr., (5) 


其 中 jp 区 cosa.m Xsina 是 由 于 采用 斜面 参考 系 这 个 非 惯性 系 引 入 的 惯性 力 . 
由 式 (1)、(2) 消 去 RR 得 


m= yume t+ NO — pp)sina — 2yNeosa (6) 
从 式 (4)、(6) 中 消去 N , 解 出 
.. | (1 一 1 )sina 一 CACOSQ |gcosa 一 Ag 
区 二 (7) 


1 十 [1 一 AM)sina 一 2Hpcosa jsina 
将 式 (7) 代 入 式 (4) 得 


mg(cosa 十 pKsina) 
一 1 十 [(1 一 Ap)sina 一 2pcosajsina (8) 


将 式 (8) 代 入 式 (5), 用 初始 条 件 上 一 0,o=0, 积 分 得 圆柱 的 角速度 


cosa 二 ysina , 248g, 
“1+[( 一 AM)sina 一 2Hpcosajsina 7 


将 式 (7)、(8) 代 入 式 (3) ,得 


Cy 


2[ (1 一 j2)sina 一 2ycosa | 


1 二 FTG 一 pm)sina 一 2 ucosa lsina® 
用 初始 条 件 :=0,zc= 二 0,x'c==0, 对 上 式 作 两 次 积分 ,得 
,| 2[ (] — py)sina 一 2Apcosa | 


XC 


“1 十 [ (1 一 J )sina 一 2 ucosa |sinas” 
x (] 一 py )sina 一 2yc0osa gt? 


“1 十 [ (1 一 py)sina 一 2pcosa jsina 
对 式 (7) 积 分 ,用 初始 条 件 上 一 0 时 zo 王 0,zo 一 0， 
[(1 一 pi)sina 一 2pcosajcosa 一 此 


1 了 [Cl pi)sine 一 2ycosalsina 
(1 一 je )sina 一 2Apcosa jcosa 一 


1 二 [TGd pw)sine 一 2Hpcosa]sina 
圆柱 质心 的 运动 学 方程 为 


Xo ali 


l 
TO ， 了 


。506。 力学 (上 册 ) 


TC TO 一 XeCosa 
~ [dQd— J)sing ~— 2ycosalcosa+ py 1 ,2 
11+[(0Q ~ yi)sing— 2pucosalsina 2 8 
yc 一 一 ZX'csina 
[ds A)sine ~— 2yc0sa lsina 12 
1 十 [0LG ~ pk)sina 一 2 ucosa lsina® 
必须 对 前 面 所 作 的 假设 (圆柱 与 斜面 的 两 接触 点 间 有 相对 运动 ) 进 行 检 验 . 为 此 ,计算 
”一 下 圆柱 上 与 斜面 接触 的 点 4 相对 于 斜面 的 速度 之 4， 


2[ (1 一 2p2)sina 一 3pcosa gt 
1 十 [L(GL 一 Am)sina — 2ycosa |sina 


将 4 二 0.1,a= 二 30" 代 入 ,在 t>0 时 ,zh 这 0. 说 明 以 上 得 到 的 结果 是 有 效 的 . 

7. 4. 23 一 个 质量 为 m、 半 径 为 r 的 均 质 实心 圆柱 体 沿 着 一 个 横 的 倾斜 表面 同 下 运 
动 , 模 的 质量 为 M, 它 可 以 沿 一 个 光滑 的 水 平面 自由 运动 . 

(1) 如 圆柱 体 与 棉 之 间 无 摩 近 ,圆柱 体 自 静止 开始 下 滑 ,下 降 高 度 h 时 , 横 运 动 了 多 
大 距离 ? / 

(2) 如 圆柱 体 与 棉 之 闻 有 摩擦 力 , 圆 柱 体 自 静 止 开始 纯 滚 动 , 下 降 高 度 h 时 , 模 运 动 
了 多 大 距离 ? 

(3) 比较 两 种 情况 ,圆柱 体 到 达 棉 底 时 哪 种 情况 更 快 些 ? 与 圆柱 的 半径 有 无 关系 ? 

解 (1) 对 于 圆柱 裙 涝 这 个 系统 ,在 水 平方 向 未 受 任何 外 力 ,动量 的 水 平分 量 守 恒 . 

设 圆柱 体质 心 相 对 于 模 的 下 滑 速 度 为 v, 棉 对 静 参 考 系 的 向 右 速 度 为 V, 则 

mV — veos0) + MVQ=0o0 


站 * 攻 
Z 二 一 wr 二 


其 中 0 是 攀 的 倾角 ， 
Vv 一 eos 
圆柱 体 沿 模 下 滑 距 离 为 ! 时 ,圆柱 体 下 降 的 高 度 为 
h = isinb, 一 hcsce 


设 圆 柱 体 下 降 高 度 h 经历 的 时 间 为 t1, 则 
| sd: — 1 jcscb 
在 t=0~ti 期 间 , 棉 向 右 运 动 的 距离 为 s， 


| tl mm 
5 一 | Va 一 | 帮工 NM7Zcosbd 


m mh 
万 十 N70 。 hesch = 记 十 到 

(2) 上 面 在 导出 * 的 式 子 时 所 用 的 质点 系 , 在 水 平方 向 动量 守恒 得 到 的 了 与 v 的 关 
系 ,及 以 后 的 关于 7 和 * 的 计算 对 于 圆柱 体 做 纯 滑 动 还 是 做 纯 滚 动 或 做 有 滑动 的 滚动 都 
毫 无 关系 ,差别 仅 在 于 圆柱 体 下 降 高 度 h 所 用 的 时 间 不 同 .但 经 过 不 同 的 4 后 结 采 是 
一 样 的 . 故 仍 有 


coto 


万 十 COtO 
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(3) 先 讨 论 纯 滑 动情 况 . 用 (17? 问 中 采用 过 的 符号 . 以 棉 为 参考 系 ,圆柱 体 的 运动 微分 
方程 为 
ml = mgsin + m scosb 
0O=N— mgcos0 + m ssing 
棉 取 静 参 考 系 , 运 动 微分 方程 为 
Ms = Nsing 
由 后 两 式 消 去 N ,可 解 出 
5S 


_ 1 : 
一 mn omgsinGcosd 


积分 上 式 , 用 初始 条 件 一 0 时 ,* 一 0,* 一 0， 


5 Singcosb »。 gt° 


a 
2M + msin’0) 
将 t=t 人 9 时 :一 -ycotg 代入 上 式 ,得 


0 /2C《 十 msinzg) 
1 (m 十 M)egsin’0 
再 讨论 纯 滚 动情 况 . 运动 微分 方程 为 
ML 一 Mgsing 十 Mscoso 一 上 
0 一 入 一 Mgcosb 十 Mr ssing 
-ar 二 = fr (考虑 了 纯 滚 动 约束 ) 
Ms = Nsing 一 cosb 
其 中 f 是 静摩擦 力 , 这 里 设 对 圆柱 体 的 摩擦 力 是 沿 斜 面 同 上 的 ,可 得 


omsintcose 


~ 3M + m(l 十 2sin?0)? 


msingcosge 


一 一 一 一 一 一 一 
3M + mt(l 十 2s1n°0) 


S 


将 t= 人 ?时 二 cot9 代入 上 式 ,得 


m 十 
£2) 一 3M + m(l + 2sin’0) Ih 
| (m 十 M)gsin?0 


3M +m(l++ 2sin0) 一 20M 十 msin 0) = M+m>>0 
可 见 <. 

圆柱 体 从 同一 高 度 静 止 开 始 运动 ,第 一 种 情况 即 纯 滑 动 的 情况 比 第 二 种 纯 深 动 情况 
更 快 些 . 这 结论 与 圆柱 半径 无 关 . 

这 一 结论 也 可 以 不 作 (3) 问 的 定量 计算 而 得 到 . 从 (1)、(2) 问 的 结果 知 , 到 达 模 底 时 ， 
圆柱 的 质心 相对 于 棉 的 速度 值 ,与 攀 对 静 系 的 速度 值 有 一 定 的 比例 关系 ,两 种 情 沉 圆柱 下 
降 同样 高 度 时 ,系统 获得 的 总 动能 是 相同 的 ,而 圆柱 体 的 动能 除了 平 动 动能 以 外 还 有 转动 
动能 . 因此 纯 滚 动 时 ,圆柱 的 质心 相对 于 槐 的 速率 和 攀 对 静 系 的 速率 都 比 纯 滑动 时 的 小 
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(圆柱 体 下 降 同 样 高 度 时 相 比 ) 这 就 说 明了 ?< 过 tr?”. 从 这 里 也 可 以 看 出 ,只 要 m、M.、9、h 
相同 ,结论 都 一 样 ,与 > 无 关 . 

7. 4. 24 长 为 2a 的 均 质 村 4 ,4 端 连 于 固定 的 光滑 匀 链 , 棒 目 水 平 位 置 无 初速 地 
开始 运动 , 当 棒 通 过 铅 直 位 置 时 , 匀 链 脱 开 . 证明 此 后 运动 中 棒 的 质心 沿 抛物 线 轨道 运动 ， 
并 求 从 脱 开 到 质心 再 下 降 疡 高 度 时 棒 转 过 的 圈 数 . 

解 ” 设 棒 的 质量 为 m, 绕 端点 转动 的 转动 惯量 为 

1 


= 一 Mi(24) 一 Sma’ 


3 
从 水 平 位 置 转 到 铅 直 位 置 时 ,由 机 械 能 守恒 ,可 求 出 铵 链 刚 脱落 时 的 角速度 和 质心 速 
度 ， 
] 


了 Tow 一 mga 


ve = aw = 元 沿 水 平方 向 


在 匀 链 脱落 后 , 棒 只 受到 作用 于 质心 的 重力 ,由 质 
三 一 一 心 运动 定理 ,质心 将 做 抛物 运动 . 证 明 如 下 : 
' 取 饼 链 脱落 时 质心 C 的 位 置 为 坐标 系 原点 ,zx 轴 
1 : 沿 质心 速度 方向 ,是 水 平 的 ,y 轴 竖 直 向 下 ,如 图 7. 82 
] 所 示 . 脱落 时 取 为 :一 0， 


m ce 一 0， m yc 一 mpg 


> 上 一 0 时 ， xc—0,， yC 一 0， zc=A/ > ga， 


yc 一 0 


| 3 1 
zc 一 人 人 38S8at， y= 六 


消去 上 yc 一 六 8 3 =a 
Bga 
因此 贸 链 脱落 ,质心 就 开始 做 抛物 线 轨 道 运动 . 
在 质心 平 动 参 考 系 中 用 对 质心 的 角 动 量 定理 , 因 对 质心 的 力矩 为 零 . 保持 角速度 w 
不 变 , 即 脱落 后 棒 的 角速度 保持 脱落 时 的 角速度 . 


ON 


质心 从 饺 链 脱落 时 的 位 置 (y 一 0) 再 下 降 高 度 (y 一 总 ,经历 的 时 间 为 ww 下 在 


此 期 间 , 棒 转 过 的 圈 数 ”为 
一夫 中 一 去 


7.4.25 重 W 的 均 质 棱 两 端 用 两 条 平行 的 强 葵 挂 , 棒 在 水 平 位 置 处 于 平衡 (图 
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7. 83). 如 其 中 一 条 强 汤 了 , 求 此 瞬时 男 一 强 子 中 的 张 
力 . 
解 ” 设 棒 长 为 1, 由 质心 运动 定理 ， 


a -一 W 一 1 
由 质心 平 动 参考 系 中 对 质心 的 角 动 量 定理 ， 
1W,._ .4 
2 gt w= 2 
两 式 均 只 适用 于 绳 断 的 瞬时 ,此 时 4 点 ( 见 图 7.83) 的 7. 83 
加 速度 为 零 ， 
ac 一 也 Ww 
~“ 2 


从 三 式 中 消去 ac 和 %, 可 解 出 了 = 地 W. 

7. 4. 26 ”两 根 相 同 的 均 质 棒 4B 和 BC ,质量 均 为 m;,B 点 用 光滑 匀 链 连接 ,A 端 被 光 
滑 匀 链 到 一 个 固定 点 , 棒 限 于 在 竖 直 平河 内 ,4.C 原 在 同一 水 平 线 上 ,4BC=90". 求 刚 
释放 时 两 棒 的 初 角 加 速 之 比 ， 

解 ” 设 棱 长 为 / 取 之 轴 与 刚 释 放 时 的 BC 棒 平 行 ,> 轴 与 刚 释放 时 的 4B 棒 平 行 , 如 
图 7. 84 所 示 ， 

设 B 端 贸 链 对 A5 汝 的 作用 力 N,、N, 分别 沿 z 轴 ,yy 轴 的 正 向 , 则 B 端 贸 链 对 BC 
棒 的 作用 力 Ni、N, 分 别 沿 x 铀 ,yy 轴 的 负 冯 ; 旭 图 7. 85 所 示 . 


4 C 
y N. 
8 
B 人 y 
图 7. 84 图 7. 85 
AB 棒 做 定 轴 转动 ， 
Sml? pas 一 mg， 也 。 ~ — NA (1) 


BC 棒 做 平面 平行 运动 . 设 刀 为 其 质心 . 


Ng 

和 一 一 N 一 mg (3) 
mpBge =— N,. (4) 
] 2 ” 2 
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以 上 方程 均 只 适用 于 刚 释放 的 瞬间 ,Bas、Bac 的 正 疝 规定 如 图 7. 84 所 示 . 
考 感 B 点 的 加 速度 ,可 得 到 两 个 约束 关系 : 


从 AB 棒 考 虑 : 并 6 一 一 LDAaa 
y5 一 0 
从 BC 村 考虑 : XB 到 DD 
ya=»p+ Pa 
得 到 的 两 个 约束 关系 为 
ypD 一 一 Bae (6) 
用 式 (5)、(6), 式 (2)、(3) 可 改写 为 
— mlBas 一 一 人 一 Y 2mg (7) 
加 smlBpe —— N,— V2 mg (8) 
Bag = 9、/ 2 £ 
16 1 
式 (4)、(8) 消 去 N,, 可 解 出 Bgc， 
Bgc = 3、/ 2 & 
~“ 4 
， Pas _ 3 
所 以 PEc 4 


7.4.27 一 个 质量 为 加 半径 为 a 的 均 质 实 圆柱 体 在 一 个 固定 的 .粗粮 的 、 内 半径 为 
5 轴线 水 平 的 空间 柱 体 内 部 做 无 滑 深 动 . 若 运动 的 圆柱 体 在 最 低位 置 的 角速度 为 0, 证 
明 ; 如 0 之 [ 基 (6a)g | /a, 实 圆柱 体 可 通过 最 高 位 置 绕 空间 柱 体 做 完全 的 转动 ,并 求 
两 圆柱 体 间 的 摩擦 力 


解 圆柱 体 要 能 通过 最 高 点 做 完全 的 转动 ,必须 在 最 高 位 置 时 固定 圆柱 给 予 的 力 
AN 之 0 


由 质心 运动 定理 ， 
2 
=mg+N>mg (1) 
由 机 械 能 守恒 ， 
mvt iain 十 py 和 X marekn 十 ME * 2(O a) 
= 地 X ma 十 Fm ms (2) 


纯 深 动 条 件 ， 
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Umin 一 CCinin ， Uc max 一 af2 


式 (2) 可 改写 为 


mv nie 十 2m(b— a)g 一 ma (3) 


用 式 (1) 消 去 式 (3) 中 的 vmin，, 得 


a 之 — a)g 二 2(6 — a)g 


人 2 之 6 一 wa] fe 


用 0 表示 两 圆柱 体 的 轴线 构成 的 平面 与 铅 垂 线 的 夹 角 , 圆 柱 体 在 最 低位 置 时 0 一 0. 
再 列 在 任意 0 均 适 用 的 机 械 能 守恒 关系 ， 
记 mot 十 方 X 了 matut 十 mg(b 一 a)(1 一 cosg) 一 常量 
再 用 纯 滚 动 条 件 一 aow， 
mi 十 mg(b 一 a)(1 一 cosb) 一 常量 
ve = (6—a)6 
6 一 a)? 人 十 g(b 一 a)(1 一 cos9) = 常量 
两 边 对 t 求 导 , 约 去 不 为 零 的 相同 因子 9 ,得 
6—a)0 + bagsing= 0 


7 8 
bl = 55 一 zn 
再 用 质心 运动 定理 ， 
m 一 一 MgSinlg 一 上 
其 中 f 为 固定 圆柱 对 运动 圆柱 的 摩擦 力 ,规定 沿 9 减 小 的 方向 为 正 ， 
加 dm. ng 
了 一 一 7 jr 一 Mgsin 
一 一 MO 一 a)b 一 mgsing 一 一 mgsing 


可 见 ,运动 圆柱 体 受到 的 摩擦 力 其 大 小 为 mgsin9, 沿 0 增 大 的 方向 ， 

也 可 用 在 质心 平 动 参考 系 中 对 质心 的 角 动 量 定理 求 摩擦 力 . 

7.4. 28 ”要 使 一 个 半径 为 a 的 乒乓 球 在 获得 一 个 向 前 的 质心 初速 度 wm 和 一 个 初 角 
速度 wu 后 ,由 于 水 平 桌 面 的 摩擦 力作 用 ,最 终 乒乓 球 有 与 初速 度 v。 方向 相反 的 质心 速度 
问 vo。 和 wo 应 有 什么 样 的 关系 . 

解 ” 由 于 摩擦 力 对 乒乓 球 在 桌面 上 的 初 接触 点 的 力矩 为 零 , 因 此 在 乒乓 球 在 桌面 的 
摩擦 力作 用 下 ,从 最 初 的 向 前 做 有 滑动 的 滚动 变 为 最 终 的 向 后 纯 滚 动 过 程 中 对 桌面 上 的 
这 个 固定 点 的 角 动 量 守恒 
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球 的 质心 初速 度 we 和 初 角速度 如 图 7. 86 所 示 . 规定 季 
二 纸 面 同上 的 角 动 量 为 正 , 要 最 终 上 三 故 球 做 向 左 的 纯 深 动 ， 
须 


一 PvoQa 十 Ema?ew, >0 


0 
>, 


2 
图 7 86 vo、wo 必须 有 图 示 的 方向 及 上 述 的 大 小 关系 ， 

7. 4. 29 一 个 半 色 为 a、 质 量 为 m 的 均 质 圆 环 被 投射 到 一 个 倾角 为 a 的 粗糙 斜面 上 ， 
开始 有 加 下 的 质心 速度 w 和 和 一 个 使 环 沿 斜 面 同 上 运动 倾向 的 角速度 ,开始 环 的 位 置 距 斜 
面 底部 的 高 度 h 处 , 圆 环保 持 在 一 个 竖 直 平面 内 运动 ,如 到 达 和 斜面 底部 时 刚好 处 于 静止 ， 
求 : 

(1) 圆 环 与 斜面 旧 的 摩擦 因数 ， 

(2) 圆 环 的 初始 角速度 . 

解 (1) 图 7.87 国 了 =0 时 圆 环 在 和 料 面 
上 的 位 置 , 取 图 示 的 xz 坐标, 沿 斜 面向 下 ,原点 
位 于 上 一 0 时 图 环 与 斜面 的 接触 点 ,因此 圆 环 到 
达 斜 面 底部 时 , 圆 环 质心 的 坐标 也 是 圆 环 与 斜 
面 接触 点 的 坐标 ,为 过 一 Acsca, 图 中 了 为 滑动 摩 
擦 力 ,f= jmegcosa, 根据 题 意 , 圆 环 加 下 运动 , 设 
初 角速度 为 Q,o 一 a2>0, 故 摩擦 力 f 有 图 示 的 图 7. 87 
各 上 方向 , 环 到 达 底 部 刚好 静止 ,说 明 到 底部 时 质心 速度 和 角速度 均 为 零 .在 此 之 前 圆 环 
的 运动 都 是 有 滑动 的 深 动 ,摩擦 力 始终 有 图 示 的 方 同 , 且 f== jmgcosa,f>>mgsina. 

由 质心 运动 定理 


awo > 


m= MgSina 一 umgcosa (1) 
,，_ dz， 
用 + 二 二, 上 式 可 改写 为 
方 d 一 (ssina 一 Kgcosa)dz 


两 边 积 分 ,用 初始 条 件 1:=0 时 z=0. 广 二 v, 和 和 到 达 底 部 时 z=hcsca、 这 二 0， 
1 


一 pv 一 (gsina 一 yupgcosa)hcesca 
一 gh 一 jughcota 
gh 十 po ,2 
此 p+ 
(2) 设 初 角速度 为 ,对 圆 环 从 开始 运动 到 最 后 静止 用 动能 定理 ， 
1l 


0 一 一 mv’ 一 ma ~ mgh 一 umpcosa * hesca 


2 
注意 :上 面 写 的 式 子 是 错误 的 , 错 在 最 后 一 项 谭 探 力 做 的 功 的 计算 : 摩 氛 力 作用 的 距离 不 


tana 
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是 hcsca, 那 是 质心 运动 的 距离 ,不 是 摩擦 力作 用 点 移动 的 距离 , hcsca 应 改 为 
人 ce + ab)dz, 其 中 6 规定 沿 斜 面向 上 转动 的 角速度 为 正 ,+a 6 是 圆 环 与 斜面 接触 点 


的 速度 ,ti 是 到 达 和 斜面 底部 的 时 刻 . 用 动能 定理 的 式 子 应 为 
0 一 mv 一 六 ma210 一 mgeh 一 pongcosa| (之 十 a 9)d (2) 
式 (2) 中 含有 积分 | (2 十 a6)dt ,计算 它 需求 出 被 积 函数 在 0~ 期 间 与 + 的 关系 ,并 求 
出 tz 值 . 为 此 作 以 下 计算 : 
对 式 (1) 积 分 ,用 初始 条 件 1 二 0 时 ==v 可 得 之 (四 )， 

之 一 忆 十 (gslina 一 jpgcosa)t (3 ) 
一 时 之 一 0 ,由 式 (3) 可 求 出 z]1， 

0 一 六 十 Cgsina 一 jgcosa)t 


mm -2 
g(ucosa 一 sina) vsina 


Ll (4) 


这 里 用 了 po | 1+ 
在 质心 平 动 参考 系 中 用 对 质心 的 角 动 量 定 理 ， 
Mi2 0 一 一 (umpcosa)a 


积分 上 式 , 用 初始 条 件 :: 一 0 时 二 0， 


tana. 


06=0— | 二 pecosa 
将 式 (3)、(4)、(5) 代 入 式 (2) ,可 求 出 只. 
这 里 介绍 一 个 更 简便 的 方法 . 
由 式 (5), 令 2 =0, 也 可 得 71， 


t (5) 


-- “< (6) 


由 式 (4)、(6) 可 得 


7. 4. 30 ”两 个 质量 均 为 M .半径 均 为 a 的 均 质 轮子 ,其 质量 均 集 中 于 轮子 边缘 ,两 根 
不 计策 量 的 杆 0,4.O:B 分 别 固 连 于 两 个 轮子 ,质量 为 m 的 均 质 杆 通过 A、B 两 个 光滑 轴 
承 将 沙 个 轮子 连接 起 来 . 014 = 二 0;B 二 4. 运动 中 ,O14 /O02:B,O; 处 通过 一 个 劲 度 系 数 为 & 
的 水 平 弹 得 连 在 一 固定 点 ,如 图 7. 88 所 示 ,AB 处 于 最 低位 置 时 , 弹 筑 无 形变 . 厂 轮 子 在 
水 平面 上 的 平衡 位 置 附近 做 小 振动 ( 纯 滚 动 ), 求 振动 周期 . 

解 ” 取 zz 轴 水 平 向 左 , 取 O14、O2B 道 时 针 转 动 的 角度 为 正 , 平 衡 位 置 处 ,x==0,9==0， 
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图 7. 88 
一 个 轮子 的 动能 为 
>M 过 十 方 Ma: 太 = Ma? po 
杆 4 的 动能 为 
志 m[( 六 一 已 9 cosOD)? 二 (5 9 sing)’) 
= m2 — 9b iocosp + OY) 
1 


一 了 Mi (42 一 2abcosy 十 b:) 2 和 Fm(a 一 六) 0 
这 里 考虑 到 小 振动 ,cosy 之 1, 杆 4B 做 平 动 . 
轮子 .弹簧 系统 的 势能 为 
mpgb(l] 一 cos9) 十 Fk > (mgb 十 ka’)og 
由 机 械 能 守 和 但 ， 
2Ma’ 2 十 mla — b): 2 十 7 (mgb 十 ka:)g 二 和 营 量 
将 上 式 对 上 求 导 ， 
[4Me2: + mla— bp9+ (mg 十 pa2)99 一 0 
[4Ma? 十 mla— 6b) 9+ (mgb + ka p= 0 


= Se mpgb+ka”’ 
振动 角 频 率 为 oN Tt 


jh rt 

7. 4. 31 ”两 个 全 同 的 均 质 球 , 一 个 以 质心 速度 vv 无 滑动 地 深 癌 处 于 静止 状态 的 男 一 
个 球 ,发 生 正 碰 . 假定 碰撞 时 可 忽略 所 有 摩擦 力 , 且 可 认为 碰撞 是 完全 弹性 的 . 

(1) 计算 磁 撞 后 两 球 最 后 变 为 纯 滚 动 时 的 质心 速度 ， 

(2) 计算 后 来 由 于 摩擦 力作 用 损失 的 机 械 能 与 初始 能 量 之 比 . 

解 ” 设 两 球 的 质量 均 为 m, 半 答 均 为 7. 

(1) 磁 前 ,质心 速度 vio 二 Vv， v2z0 二 0 
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角速度 : mio 一 一 ， cu20 一 
由 于 碰撞 时 不 计 摩 擦 力 , 且 为 完全 弹性 碰撞, 可知 ， 
页 后 ,质心 速度 ， v1] 二 0， VU» OU 
角速度 ， 一 oo 一 一 ， 2 一 志 20 一 人 


以 后 ,由 于 摩擦 力 的 作用 ,两 球 最 终 部 将 变 为 纯 滚动. 

两 球 碰 后 部 在 一 条 直线 上 运动 ,对 于 杜 平 面 的 任 一 固定 接触 点 , 摩 提 力 的 力矩 为 零 ， 
两 球 分 别 对 此 固定 点 的 角 动 量 守 恒 . 

设 分 别 为 最 终 做 纯 滚 动 时 两 球 的 质心 速度 CT 分 别 是 它们 的 角速度 , 则 | ow 
与 w 1 ; 与 v'2 间 有 关系 


两 球 的 角 动 量 守 恒 关 系 为 
12V07 十 二 mr 罗 一 Smr’ 一 
mv 十 mr’ 2 = mvr 
可 得 w=， 一 也 
(2) 对 瞬 轴 的 转动 惯量 为 
二 mr 二 mr’ = mr 
碰 前 两 球 具 有 的 机 械 能 为 
1 7 Vv) 了 ,2 
2 X 下 ]10720 
最 终 两 球 均 为 纯 滚动 后 具有 的 机 械 能 为 
1 vv 了 7 3 2 了 Lv 了 7 25 一 29 2 
xX Sm 3 ri T2577r) 770% 
损失 的 机 械 能 为 my my? = my 
损失 的 机 械 能 与 初始 机 械 能 之 比 为 4 
7. 4.32 用 一 水 平台 球 棒 打击 一 半径 为 民 、 
质量 为 M 的 台球 , 击 球 点 在 台球 昌 面 上 方 高 h 


处 ,如 图 7. 89 所 示 , 已 知 蒜 绕 对 称 轴 的 转动 惯 

量 为 < MR:, 求 使 台球 做 无 滑动 滚动 的 值 
解 ” 设 台球 标 击 球 时 给 子 台 球 的 冲 量 为 

7r, 由 于 冲力 很 大 ,作用 时 间 极 短 ,冲力 又 是 水 平 图 7. 89 

方向 的 ,冲击 期 间 台 球 对 桌面 的 正 压 力 不 受 影响 , 仍 是 有 限 的 ,因而 摩 模 力也 是 有 限 的 ,在 

冲击 期 间 , 一 切 有 限 的 力 的 冲 量 都 是 可 以 忽略 的 . 
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用 质心 运动 定理 
M (wv -一 0) = ir 
用 质心 平 动 参考 系 中 对 质心 的 角 动量 定理 ， 


MR?(u ~ 0)=L(h—R) 


打击 后 要 做 纯 滚 动 ， 
vv— Rw=0 
从 上 述 三 式 可 解 出 p= 全 R 


7. 4. 33 ”光滑 的 水 平面 上 有 两 根 均 质 细 杆 A 和 B, 长 度 均 为 1m, 质 量 分 别 为 lkg 和 
2kg ,两 杆 彼 此 平行 , 杆 B 静止 地 放置 在 y==0.x= 二 0 到 z= 二 1m 处 ,A 以 10m/s 的 速度 沿 y 
方向 运动 ,在 与 B 磁 撞 前 ,一端 保持 在 z= (一 1 十 se)Cm) 处 , 另 一 端 保持 在 x==eC(m) 处 (0 
<<e 和 1). 在 上 =0 时 ,4 到 达 y=0 处 同 刁 发 生 完 全 弹性 碰撞 . 不 计 两 杆 再 次 碰撞 的 可 能 
性 , 求 碰 后 两 杆 的 运动 . 

解 图 {1.90 中 v6 是 杆 A 人 页 前 的 速度 UA、UB 是 
人 页 后 杆 A 和 和 村 a 的 质心 速度 LO、 UB 是 碰 后 杆 A 和 杆 
B 的 角速度 . 

对 两 杆 构 成 的 系统 ,用 质心 运动 定理 ,碰撞 前 后 动 
量 守 恒 ， 


mava 十 MBpVB = 724Z40 (1) 
图 7. 90 设 磁 撞 期 间 两 杆 相 互 作用 的 冲 量 大 小 为 I,B 受 
到 的 冲 量 沿 y 正 向 ,4 受到 的 冲 量 沿 y 人 负 癌 . 
两 杆 分 别 为 系统 ,对 各 目的 质心 至 动 参考 系 用 对 波 心 的 角 动 量 定理 ， 


可 jia wa 一 了 rr。 了 
] 
i127 we 一 17 2 
两 式 消 去 I 可 得 
Id SS Mptwp (2) 


对 两 杆 系 统 ,碰撞 是 内 力 的 相互 作用 ,整个 系统 对 任何 固定 点 的 角 动量 都 是 守恒 的 ， 
今 考虑 对 坐标 系 原点 的 角 动 量 守恒 ,规定 沿 = 轴 负 向 的 角 动 量 为 正 ， 


l l ] / 
4 下 mal re 本 十 Tom Bl ws Mava0* 5 
上 式 可 化 简 为 [化 简 中 用 了 式 (1)] 
ml 十 Tomalws 一 MBVB (3) 


用 式 (2) 消 去 式 (3) 中 mawa, 可 得 


vp 一 


由 于 做 完全 弹性 碰撞 ,机 械 能 守恒 ， 


pp. 


第 七 章 刚体 动力 学 


mv 十 X Tomato 十 aa 十 四 x omal?o = pe 
代入 数据 ”m4 二 1kg ,ms 二 2kg,/ 二 1myv460 二 10m/s, 式 (1)、(2)、《4)、(5) 分 别 为 
vA 十 2v8p 二 10 
WA 一 ZwB 
UB 一 i 


v4 十 二 十 2z 十 人 一 100 


用 式 (7)、(8) 将 式 (9) 中 的 wp、wa 均 化 成 za 的 图 数 , 式 (9) 变 为 
v4 十 -2 X 6)2z 十 2v8 十 60) 一 100 


让 v4 十 20v8 二 100 
式 (10) 一 式 (6) 的 平方 ， 


] 6v% -一 4UAaAUB 一 0 


4vB | 
由 式 (6)、(11) 得 
vA 一 m/s, Up 一 Sm/s 
由 式 (8)， wp—= 6vs= lO0rad/s 
由 式 (7)， waA—=2w»p—=20rad/s 
把 各 量 写 成 矢量 , 则 有 
o = jv — jw —— 20k,ws =— 10k 

各 量 单位 均 采 用 SI 制 . 


. 517 。 


《5 ) 


(6) 


(7) 
(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


7. 4. 34 一 半径 为 a 的 均 质 实心 球 以 速度 v 在 水 平面 上 滚动 时 过 到 一 个 高 度 为 
h( 二 a) 的 台阶 , 若 碰 撞 是 完全 非 弹 性 的 ,在 碰撞 点 无 滑动 , 问 球 肴 要 路 上 台阶 其 速度 v 需 


多 大 ? 


解 ” 球 与 台阶 碰撞 期 间 受 到 台阶 给 予 的 冲 量 可 按 水 平和 坚 直 两 方向 分 解 , 从 球 的 质 
心 速度 在 碰撞 前 后 看 , 碰 前 沿 水 平方 向 , 碰 后 方向 垂直 于 球 心 与 碰撞 点 的 连 线 ,如 图 7. 91 
所 示 . 台阶 给 予 球 竖 直方 向 的 冲 量 是 使 球 获得 竖 直 向 上 的 动量 的 结果 ,水 平面 的 支持 力 仍 
是 有 限 的 ,因而 在 碰撞 期 间 摩 擦 力 也 只 能 是 有 限 的 . 在 碰撞 期 间 一 切 有 限 大 小 的 力 的 冲 量 


都 是 可 以 忽略 的 ,因此 碰撞 期 间 对 接触 点 的 角 动 量 是 
取 垂 直 纸 面向 里 的 角 动 量 为 正 . 
碰 前 做 纯 滚 动 ,质心 速度 为 w, 角 速度 为 一 ,对 接 
触 点 的 角 动量 为 
2 


Ma 一 瑚 ) 十 Ema 


也 
a 


图 7.91 
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页 后 做 围绕 接触 点 的 定 轴 转 动 . 设 转动 角速度 为 w , 则 对 接触 点 的 角 动 量 为 


| 2ma: 二 ma’ | ew 


2 


Ema’ 二 ma’ 


w = mv(a CO— hh)+ Lma? 


9 


ww 一 {a — oh 54, 
7a° 
要 能 路 上 台阶 , 碰 后 球 的 动能 必须 上 略 大 于 跃 上 台阶 需 增 加 的 势能 ,因为 定 轴 转动 上 台 
阶 的 过程 机 械 能 守恒 ,要 保证 息 上 台阶 后 仍 有 上 略 大 于 零 的 动能 . 
xX 区 aaa > meh 


2 
10 


7a 一 5h 
7C 


a 
v7 oh™Y’08h 


7. 4. 35 一 质量 为 m 的 质点 以 焉 直 于 原 静 止 的 均 质 细 杆 的 速 
OY> 度 v 在 杆 端 与 杆 做 弹性 碰撞 ,如 图 7. 92 所 示 . 磁 撞 后 质点 静止 , 求 
细 杆 的 质量 M. 
解 ” 设 细 杆 长 度 为 i, 磁 后 杆 的 质心 速度 为 v., 和 角速度 为 ww 
对 静 参 考 系 ,质点 细 杆 系统 动量 .机械能 和 对 任何 固定 点 ( 今 取 
M 杆 的 质心 在 碰撞 期 间 所 在 的 点 ) 的 角 动 量 都 是 守恒 量 , 有 以 下 三 个 


2 
= > meh 


图 7. 92 方程 : 
mv = Mv 
i 2 ly2 二 | 二 :| 2 
pM 一 2 Mve 十 7 1oMl 0w 
mv 7 = Ts Mi 


三 个 方程 中 共有 三 个 未 知 量 ;v. lw 和 MM, 可 解 出 M=4m. 

7. 4. 36 ”两 个 相同 的 梯子 ,一端 用 匀 链 连接 起 来 ,下 部 
再 用 绳子 连接 ,以 60° 角 置 于 光滑 的 水 平面 上 . 如 果 绳 子 突然 
切断 , 求 此 瞬时 铵 链 的 加 速度 . 通常 把 梯子 抽象 为 均 质 薄板 
或 细 杆 . 

解 ” 设 梯子 质量 为 m.\ 长 度 为 i. 考虑 对 称 性 ,两 个 梯子 
在 贸 链 处 受到 的 作用 力 是 水 乎 的 ， 

考虑 右边 的 梯子 , 取 z 轴 水 平 同 右 ,y 轴 竖 直 问 下 .图 
7.93 画 出 了 绳子 刚 被 切断 时 的 受 力 情况 ,0 王 60". 在 此 时 有 图 7. 93 
下 列 方程 : 


Mi yc 一 Mg 一 人 (2 ) 
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1 20. . oO , 0 
To lg 一 天 2 sln60 N 2 Cos60 


= ~ Fl 一 二 Ni (3) 


在 此 时 ,B 点 的 速度 为 零 , 在 此 后 一 段 时 间 内 ,将 具有 之 方向 的 速度 , 故 在 此 时 有 »》s==0. 
在 此 时 ,4 点 速度 为 零 , 此 后 将 有 竖 直 向 下 的 速度 , 故 在 此 时 有 4 二 0. 

用 关于 相对 运动 的 加 速度 合成 公式 ,4 点 (B 点 ) 的 加 速度 等 于 C 点 的 加 速度 与 4 点 
(B 点 ) 在 质心 平 动 参考 系 中 的 加 速度 的 拓 量 和 . 在 质心 平 动 参考 系 中 ,A 点 .B 点 均 做 加 


周 运 动 ,因此 时 9 =0, 都 没有 法 向 加 速度 . 


ys 一 yc 十 到 bcos60* = We 十 7! 0 一 0 (4) 
区 一 区 十 六 4 0 sin60° 一 到 十 ~ 8 一 0 (5) 
所 要 求 的 饮 链 的 加 速度 为 
3y4 王 yc 一 po bcos60° = 光一 7 0 (6) 
由 式 (1)、(3) 消 去 ,得 
sl = 3mic—N (7) 
由 式 (2)、(7) 消 去 入 ,得 
: Hl = M3 z+ —g (8) 
用 式 (5) 消 去 式 (8) 中 的 六 c， 得 
]3,» .， 
1 0 — Y=—g (9) 
联 立 式 (4)、(9), 解 出 
3 3 


代入 式 (6), 即 得 
., 9 1 3 3 
4— Ne — I-Ie) Se 
7. 4. 37 ”一 辆 停放 着 的 卡车 的 后 门 敞 开 着 ,如 图 7. 94(a) 所 示 . 从 时 刻 :二 0 开始 , 卡 
车 以 恒定 加 速度 a 加 速 运动 .在 上 上 时刻, 后 门 在 与 原 位 置 成 2 角 的 位 置 , 如 图 7.94(b) 所 
示 . 假定 后 门 是 均 质 分 布 的 ,质量 为 m、 宽 度 为 工 . 
(1) 写 出 9 及 其 对 时 间 的 导数 与 门 轴 上 受 力 的 两 个 分 量 下 jy 、F | ( 见 图 (b)) 相 联系 的 
动力 学 方程 ; 
(2) 用 0 二 和 a 表示 9 .Fy 和 下)， 
(3) 求 从 开始 加 速 到 后 门 关 闭 所 需 的 时 间 的 一 个 表达 式 ( 不 必 积 分 ). 
解 ”方法 一 :(1) 在 静 参 考 系 中 ,卡车 后 门 做 平面 平行 运动 ,在 卡车 参考 系 中 ,卡车 后 
门 做 定 轴 转 动 . 用 卡车 参考 系 , 需 引入 惯性 力 . 
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后 门 
L 
A/ 
饮 链 
(a) (b) 
图 7. 94 
在 卡车 参考 系 中 用 质心 运动 定理 , 按 切 癌 法 向 写 分 量 方程 ， 
m+ FH =— Flt macosb (1) 
m+ SH = Fy ma sing (2) 
在 卡车 后 门 的 质心 平 动 参考 系 中 用 对 质心 的 角 动 量 定理 
\ 1 > | L 
(2) 由 式 (1)、(3) 消 去 下 | ,得 
0 = >2cosb (4) 


由 式 (3)、(4) 得 
， 量 * 
用 4 一 490 二 246 , 式 (4) 可 改写 为 
d6 = cosbdg 


积分 上 式 ,用 初始 条 件 上 一 0 时 ,9g=0,9 =0， 


0° = sing (5) 
由 式 (2)、(5) 得 
po mL i Smasinb 
(3) 由 式 (5) 得 
6 = sinb 


从 开始 加 速 到 后 门 天 闭 所 需 时 间 为 


:= dd -~ | 
-=| /3 NN 3aJo sing 
sing 
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方法 二 :作为 平面 平行 运动 问题 求解 . 
(1) 用 静 参 考 系 . 列 质心 运动 定理 按 图 7. 94(b) 中 | 、Fjy 的 两 个 方向 写 分量 方 程 , 写 
质心 的 加 速度 时 又 用 相对 运动 理论 中 加 速度 合成 公式 .考虑 卡车 为 动 参考 系 ， 


acl 一 5 0 一 acosb 


acy 一 oa 十 asing 
mac| = 一 |， macy 一 Fy 
号 出 的 也 就 是 方法 一 中 的 式 (1)、(2) 两 式 . 


以 下 同方 法 一 . 

7.4.38 一 根 质量 为 m、 长 工 的 均 质 细 棱 两 端 用 
两 根 无 质量 的 、 劲 度 系 数 分 别 为 ki 和 ks 的 弹 筑 巷 挂 在 
两 个 固定 点 ,平衡 时 棒 是 水 平 的 ,如 图 7. 95 所 示 , 弹 竹 
只 做 竖 直 方 同 的 运动 ,分 别 两 种 情况 :有司 一 及 和 I 和 
&: , 求 棒 在 平衡 位 置 附近 做 小 振动 的 振动 角 频 率 ， 

解 ” 设 棒 的 左 . 右 端 俩 离 平衡 位 置 坚 直 辐 上 的 位 


移 分 别 为 yy 和 y, 则 质心 C 竖 直 向 上 的 位 移 为 方 (y 


z 十 yz). 


用 质心 运动 定理 ， 
Ma pA 十 32) 一 一 Ri — koy2 (1) 
由 于 yi 三 0 和 yz 二 0 为 平衡 位 置 ， 重力 已 包含 在 一 -Rk1Yy1 和 一 一 有 zy2 中 ， 


用 质心 平 动 参 考 系 中 对 质心 的 角 动 量 定理 ， 


1 L L 
omL 0 = ky2 * 9 一 Ri。 2 


这 里 取 顺 时 针 方 向 的 角 位 移 为 正 , 力 矩 的 写法 已 考虑 到 yi1、y; 是 小 量 , 因 而 8 也 是 小 量 ， 


cos0= 1 ,0 


角 动 量 定 理 的 式 子 改写 为 
m(Y1 一 32) 一 6GR2y2 一 kiy1) (2) 
(1) k=k, 的 情况 . 
式 (1)、(2) 可 简化 为 
yi 十 yz 一 一 (yy, 十 >》2) 
Yi yz 一 一 ey, 一 y2 ) 


前 一 方程 可 解 得 


/2 
yi 十 y 二 Acos mt 
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考虑 到 棱 的 两 端 情 帝 具 有 对 称 性 , 故 有 


= 一 -一 os 2k, 
yl 2? 2 1o2 


就 是 说 ,这 种 振动 方式 ,两 端 做 偏离 平衡 位 置 时 小 振动 ,而且 不 仅 角 频率 相同 ,振幅 和 相位 


都 相同 . 
后 一 方程 的 解 为 
y1 一 yp 一 如 cos 2 
考虑 到 棱 的 两 端 情况 具有 对 称 性 ， 
491 一 了 CO9S en 
ys 一 一 Bs SF, 一 cos /和 十 | 


这 种 振动 方式 ,两 端 偏离 平衡 位 置 的 小 振动 的 角 频率 均 为 ,振幅 相同 ,但 相位 相反 ， 
《2 ) 对 于 ki 六 此， 的 一 般 情况 . 
令 太一 4ie”,y 一 4xe“, 其 中 WwW 是 振动 的 角 频 率 , 代 入 式 (1)、 (2) ,得 


于 -4+ 和 -a 
m 


| 
这 是 关于 41、As 的 齐 次 线性 代数 方程 ,要 有 非 零 解 ,其 系数 行列 式 必须 等 于 零 , 即 
ah 2 


— | 41 — S| A = 0 
nt 


He mm 
oh 
He: nm 
hk 
wt Eh th + 0 
二 之 | 司 十 名) 士 V 寻 一 二 委 十 民 | 
7 } lv2 2 


2 
ww 一 乞 | (十 已) 十 好 一 太刀 十 民 | 


当 如一 ks 时 ,可 得 一 /中 A ,与 前 面 得 到 的 结果 相同 ， 

7. 4. 39 一 个 质量 为 MM、 边 长 为 a 的 均 质 立方 体 静 置 在 一 个 光滑 的 水 平 从 面 上 ,在 
通过 它 的 质心 且 平行 于 两 个 竖 直 面 的 平面 上 有 一 根 质量 为 -< M、 长 度 为 4a 的 光滑 均 质 
杆 , 其 一 端 放 在 光滑 桌面 上 , 另 一 端 车 在 立方 体 竖 直 面 的 最 高 点 ,在 此 位 置 释放 这 个 系统 
证 明 ， 
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(1) 当 杆 与 立方 体 仍 保持 接触 期 间 


A’ _ 3g(1 一 4sing) 
a(l16 一 3sin20) 


其 中 6 是 杆 与 水 平面 间 的 夹 角 ; 
(2) 在 sin6 满足 
3sin’0 一 48sin06 二 8= 二 0 
时 , 杆 与 立方 体 开 始 分 离 . 
证 明 (1) 取 图 7. 96 的 坐标 系 , 用 4 点 的 坐标 z 表示 立方 体 的 位 置 ,zc、yc 表 示 杆 的 
质心 C 的 位 置 . 


图 7. 96 
由 机 械 能 守恒 ， 
af .2 工 | 于 .2 | 2 .二 | 数 | 2 
2 Mi 十 2 3 MM (Ze 十 YE) 十 2 “ol 3 (4a)°0 
1 ,ong [li ,0 
+ [Tm)g 2asing = | LM)g 2 (1) 
由 水 平方 癌 动量 守恒 ， 
Mi+|iMjic=0 (2) 
Xx、zc、yc 与 6 加 存在 下 列 约束 关系 、 
yc 一 2a Sinl0 
XxXc 一 工 一 20cosl 
Yc 一 2a0cosb (3) 
zc 一 之 十 2a 0sing (4) 
当 式 (2;.(4) 可 得 
之 一 一 六 psinb (5 ) 
， 3 ~/. 
tc = a Osing (6) 


将 下 (3)、(5)、(6) 代 入 式 (1), 得 


8 ;2ol 602 工 A 
9 6sin 人 a ceall 4sing) 


j* = 3g(1 一 4sing) 


a(l16 一 3sin’0) 
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(2) 把 6” 的 表达 式 代 入 式 (5)， 


.2 了 3ga(l 4si1n6) 
= gal sing 一 4016 — 3sin'g) in? 


对 上 求 导 ， 
3 | sin’0 一 dp | ; 
“一 nik 16 一 3sin26 J 
3 0 | sin’0 一 4sin’ ? : / 
一 Ig 2 之 | 16 一 3sin2g | i (7) 
对 立方 体 用 牛顿 运动 第 二 定律 ， 
AM 区 一 入 


其 中 N 为 杆 对 立方 体 的 作用 力 . 在 杆 与 立方 体 开 始 分 离 时 ,NN 二 0, 区 = 二 0, 此 时 9 .之 均 不 为 
零 . 
由 式 (7) 和 区 二 0.0 x0 ,之 sx0 可 得 
/ d {sin’0 一 4sin 0 
d 人 16 一 3sin20 
因为 在 分 离 时 0 闪 了 , 故 cos9 站 0, 可 把 各 项 中 具有 的 共同 因子 cos6 约 去 ,可 得 
(3sin’0 一 48sin0 十 8)sin0 = 0 
sin9 二 0, 即 9=0, 可 以 是 杆 与 立方 体 分 离 的 情况 ,可 在 9 未 降 为 零 以 前 ,9 满足 
: 3s1n:0 一 48sin06 二 8 二 0 

时 杆 与 立方 体 就 已 分 离 了 . 因此 ,开始 分 离 出 现在 满足 上 述 关 系 的 89 值 或 sin9 值 . 

7. 4.40 匀 质 杆 4B、BD 和 DE 用 光滑 
贸 链 B.D 连接 ,如 图 7. 97 所 示 . 三 杆 长 度 分 
别 为 a、b6、4d, 质 量 均 为 m. 杆 A4B 和 DE 分 别 
可 绕 铅 直 的 固定 轴 4 和 五 在 水 平面 上 的 某 
一 范围 内 无 摩擦 摆动 . 设 在 图 示 时 刻 ,4B 与 
BD 成 一 直线 ,BD 」DE, 此 时 杆 4B 的 角 速 
度 为 w, 角 加 速度 为 零 , 求 此 时 BD 杆 在 B.D 
端 受 到 的 外 力 ， 

解 各 杆 的 角速度 的 正 向 规定 如 图 


二 0 


过 


图 7.97 


7. 98 所 示 , 此 时 
vp 一 waj, vp 一 一 wprdi 
刚体 上 任何 两 点 的 速度 在 其 连 线 方 同 的 分 量 应 相 
等 ,所 以 vs、vp 在 BD 方向 的 分 量 应 相等 ， 
Upz = wpr 一 0， 所 以 wp 一 0， wpg = 0 
可 见 ,此 刻 BD 杆 做 平面 平行 运动 的 瞬 心 位 于 万 点. 
以 万 为 基点 , 吾 点 的 速度 又 可 表 为 


VB 一 Wap " ZJ 


图 7. 98 
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比较 vs 的 两 个 表达 式 , 得 
wgpb = wa, 。 WBD 一 Tw 


考虑 到 此 刻 4B 杆 无 角 加 速度 和 DE 杆 无 角速度 ,分 别 以 BE 为 基点 , 写 此 刻 咯 点 
的 加 速度 ， 


06D =— aw’i 一 bwbpi — bBppj 
二 一 Ql|1 十 ” wi 一 bhapj 
UD 一 一 pppai 
比较 上 述 两 式 , 得 
pp = 号 1 十 ” 人 
Psp 二 0 
以 B 为 基点 , 写 BD 杆 的 质心 C 的 加 速度 ， 
dc 一 一 aw’i— 2 bodoi 
2 
一 一 ao — 6 Sw) i=—all+ 
对 BD 杆 用 质心 运动 定理 ， 
— mal1+ 名 jw — Xs+ Xo (1) 
OO=Ys+YDp (2) 


其 中 Xp、Ys 是 B 疾 受 力 消 Xx、y 畏 的 分 量 , Xp 了 p 是 万 如 党 力 沿 TY 轴 的 分 量 . 
AB 杆 的 运动 是 已 知 的 ,对 4B 杆 用 对 4 点 的 角 动 量 定理 ,可 知 
Ys=0 (3) 
DE 杆 的 运动 也 已 求 得 ,对 D 匹 杆 用 对 五 点 的 角 动 量 定理 ,可 得 


Smad?Bos = Xod 


z Dp 一 mados 一 ma li 十 机 Co (4) 
将 式 (3)、(4) 分 别 代 入 式 (2) 和 式 (1), 即 得 
xD 一 0 
Xs 一 一 mal1 十 生 wi — Timall+ |w om— Tmal4+ | 
22 3 3 22 


7.4.41 证 明 刚体 做 平面 平行 运动 时 关于 瞬 心 的 角 动量 定理 还 可 以 有 下 列 形式 ， 
To PE = Mo 一 一 * (mrec X yo) 


其 中 O' 是 刚体 上 为 瞬 心 的 那 一 点 ,Fo 是 瞬 心 平 动 参 考 系 原 点 O' 的 加 速度 , 即 瞬 心 的 加 速 
度 ， 
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d (lyw) 1 


dz = Mo 一 mowlro * rc) 


其 中 O' 是 与 瞬 心 重合 的 空间 点 ,fo 是 随 瞬 心 沿 空间 极 迹 平 
动 的 坐标 系 的 速度 . 

证 明 图 7.99 画 出 了 两 个 坐标 系 ,原点 为 O 的 固 连 于 
静 参考 系 ,原点 为 0' 的 因 连 于 O' 平 动 参考 系 . i 是 第 i 个 质 
点 对 静 参 考 系 的 速度 (绝对 速度 ), 2 (r';X mi 六 为 系统 对 
O 点 的 绝对 角 动 量 ， 
d 图 7. 99 d | 
rp xX mm; 产 ) = ro ) xX m; ,| 


= 5 x mr.) -Dro X mir) 
= DX mt) 十 Zr X mF) 
一 Fo X Di 产 一 ro X A 
一 >) (Cr x F.) jo x Dmiii—ro Xx 2 FP 
= Lr ro) xXFl—ioxmrc 
= Dr xXF)—joxmic=Moyo—~io Xmriec (1) 


在 推导 上 式 的 过 程 中 ,m7 二 F.,F; 不 仅 包括 外 力 ,还 包括 内 力 , 而 在 22 (r,X F;) 等 式 于 


中 内 力 的 求 和 为 零 , 即 CX FW) 一 0, 因 此 对 所 有 质点 求 和 的 式 子 中 的 F; 都 可 只 考虑 
外 力 ,Mo 是 作用 于 系统 的 外 方 对 0 点 的 力矩 之 矢量 和 ， 

下 面 再 考虑 对 平 动 疹 考 系 中 的 0O' 点 的 角 动量 ( 称 为 相对 角 动量 ). 

对 平 动 参考 系 ,只 要 引入 惯性 力 ,可 以 寺 接 写 出 对 它 的 固定 点 0' 的 角 动 量 定理 ， 


5 (Fr X :nF') =Mo 十 2 Lr X (一 m:ro))| 
~— My 一 ( Dmir') x ro = My — mr'c X ro (2) 


其 中 Mo 是 真实 外 力 对 O' 点 的 力矩 ,与 式 (1) 中 的 Mo 是 相同 的 , 式 (1) 中 的 ro 和 rc 分 别 是 
0O' 点 和 质心 C 的 绝对 速度 , 式 (2) 中 的 ro 是 O' 点 的 绝对 加 速度 ,rc 是 质心 C 对 动 系 原点 
O 的 位 天 . 

式 (1)、2) 适 用 于 一 般 的 质点 系 , 静 参考 系 是 惯性 系 , 平 动 参考 系 可 以 是 任意 的 乎 动 
参考 系 . 

现 考虑 的 系统 是 做 平面 平行 运动 的 刚体 ,O' 点 是 与 瞬 心 重合 的 空间 的 点 ,考虑 对 通过 
O' 点 的 轴 的 角 动 量 的 时 间 变 化 率 遵从 的 规律 ,简称 为 对 瞬 轴 的 角 动 量 和 定理 . 

O/' 点 是 与 瞬 心 重合 的 空间 点 , 平 动 参考 系 以 瞬 心 沿 空间 极 迹 运动 的 速度 做 平 动 . 

=wXr, ( 瞬 心 的 定义 得 出 ) 


* 2 Cr X mir;) = Dr X mw X ri) | 
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= Dm or er) — mr (w+ 0) 
= 2 [Lomr'? — m: = (Cw * 1 ) 
一 5 [omir;? 一 mwr, :cosiQ,] 
= > wmilrisine)? = w > md? = Iow (3) 
其 中 a,di 参看 图 7. 100,Jo 是 刚体 绕 瞬 轴 的 转动 惯量 
对 刚体 做 平面 平行 运动 用 式 (1) ,用 在 宇 不 变 的 时 间 段 内 (刚体 做 


平面 平行 运动 ,在 基点 平 动 参考 系 中 转轴 是 不 变 的 ,但 w 可 以 反 向 ,所 
可 能 改变 为 相反 方向 ). 


* rp X mi ri) 车 | 鱼 * Dr XxX m:; 站 | 


~ ,Mo—io Xmic) 
Ca) 
a 。 
~ Mp —m—* Lio xX (w X rc) |] 


=Mo — me [wlio ,re) 一 ro ro)] 


=Mo — mw(Fo ， ric) (4) 
这 里 用 了 w 。7o 一 0， 
所 以 ELE: Dx mi)]= Mo ~ molto + ro) 
用 式 (3) ,上 式 可 写 为 


FLow) = Mo 一 mo(fo re) 


这 就 是 要 证 明 的 第 二 个 式 子 . 

考虑 另 一 种 平 动 参考 系 , 它 部 分 固 连 于 刚体 ,在 某 时 刻 , 固 连 于 它 的 坐标 系 原点 O' 是 
瞬 心 , 别 的 时 刻 它 仍 是 刚体 上 的 点 ,但 不 是 瞬 心 . 要 导出 O 为 瞬 心 那个 时 刻 的 对 了 瞬 轴 的 角 
动量 定理 . 

在 O 为 瞬 心 的 那 时 刻 , 产 一 wxX 必 ,但 要 求 27 (riXm 产 ), 其 中 的 产 必须 适用 于 那 
时 刻 前 后 均 能 适用 的 式 子 , 即 需 用 

记 ; 一 ro 十 外流 六 
在 为 踊 心 的 那 时 刻 ,ro 一 0, 但 Fo x0， 
> (ri X mir)= 2 [ri X mi(ro t+ w XxX r'))] 


一 DO X 12 ro ) 十 Djmilr’ xX (wX ri) 
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一 mrc X ro 十 > jmi[r’ X (wxX 7) 


注意 :在 0' 为 朋 心 的 那 时 刻 , 因 jo =0, 第 一 项 等 于 零 ,但 在 求 该 时 刻 的 针 2 (riX wm 六) 
时 ,第 一 项 是 有 贡献 的 . 
— 2 (Fi X mr) = 一 “mrc X ro = Dy mbr’ X (wxX 天) 


[过 。 
一 mere Xro 十 Tow 


最 后 一 项 的 计算 是 重复 式 (3) 的 运算 得 到 的 . 
在 w 不 改变 方向 的 时 间 段 内 ,二 为 常量 ， 
< 所 、 "or x mi ti) |= (ow) 十 机 旦 。(FC Xio) 十 贡生 (rc X Yo) 


一 Jo 竺 十 加 站 “(FECXio)+m (rc X ro) 


上 式 对 任何 时 刻 均 适用 , 故 保 留 了 含 io 的 项 ,因为 O' 是 刚体 上 的 点 ,平面 平行 运动 时 转轴 
只 考虑 2 的 时 刻 用 上 式 , 则 


[所 oO X mm] 一 10 富 十 关 旦 ，(re Xo) 


式 (1) 右 边 的 项 点 乘 一 后 为 


+ (Mo — io Xmic) = Mo — mw(io * rc) 


其 推导 过 程 可 参看 式 (4) 的 推导 ,因为 ro Xic=ioX (ro 二 wXric)= 二 Fo X (wXrc), 因 此 
结果 与 式 (4) 结 果 相 同 ,此 结果 不 限于 O' 为 瞬 心 的 时 刻 ,适用 于 任何 时 刻 . 在 O' 为 有 瞬 心 的 
时 刻 , 因 为 fo 一 0, 一 ” (Mo—roxXm rc) = Mo. 

对 于 这 个 部 分 固 连 平 动 系 ,在 O' 为 瞬 心 的 那 时 刻 用 式 (1), 对 酸 轴 的 角 动 量 定 理 可 写 
成 


th 


或 1o 华 —Mo—~—。 (mrcXrvo) 
这 就 证 明了 第 一 个 式 子 ， 

证 明 这 两 个 式 子 都 用 了 一 一 为 常量 ， 前 已 指出 ,平面 平行 运动 可 能 出 现 w 反 疝 的 情况 . 
两 个 式 子 还 能 不 能 用 ? 回答 是 可 以 分 段 使 用 ， 出 现 反 向 是 在 w= 二 0 的 时 刻 , 前 一 阶段 得 到 
w= 二 0 的 运动 状态 作为 后 一 阶段 的 初始 状态 ,这 样 前 后 两 个 阶段 都 可 以 用 两 个 式 子 . 

7. 4. 42 ”证 明 刚 体 做 平面 平行 运动 时 关于 瞬 心 的 角 动 量 定理 还 可 以 有 如 下 形式 ， 


d(Tow) 


dz = Mo 一 二 (ro X merce) 
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其 中 O' 是 与 瞬 心 重合 的 空间 点 ,ro 是 随 瞬 心 沿 空 间 极 迹 平 动 的 坐标 系 的 速度 ; 
Lo 学 一 Mo 十 mow(Cro。Frc) 


其 中 O' 与 ro 的 物理 意义 与 上 式 相 同 . 
证 明 上 题 证 明 第 二 个 式 子 时 已 证 明了 这 里 要 证 明 的 第 一 个 式 子 ,简要 重复 一 下 . 
上 题 导出 的 式 (3) 为 


一 * 2 X miri) = Low 
上 题 式 (1) 两 边 点 乘 以 二 ， 


Sx mt) 一 一 (CUMo 一 ro Xmrc) 


在 总 不 变 的 时 间 段 内 ， 
元 边 一 号 2 Cr Xm 六 ) |= “0% 
右边 一 Me 一 一 KEFro X 7 7rc) 

可 二 = Mo—— + (io Xmic) 


这 就 是 本 是 要 证 明 的 第 -- 个 式 子 ， 
现在 用 上 题 已 证 明 的 第 一 个 式 子 来 证 明 第 二 个 式 子 . 


3 

(i Ow 
l sm 让 -一 一 一 TIT 志和 
”dt io (mrc X ro) 


现在 要 改写 ro ,fo 是 刚体 上 此 刻 为 瞬 心 的 那 一 点 的 绝对 加 速度 . 

做 平面 平行 运动 的 刚体 的 运动 可 以 看 作 本 体 极 迹 曲线 在 空间 
极 迹 曲线 上 的 纯 滚 动 . 设 上 时刻 瞬 心 位 于 图 7.101 的 O' 点 ,在 :十 At 本体 慨 这 
时 刻 瞬 心 位 于 O" 点 ;在 it 时刻, 刚体 上 为 瞬 心 的 那 点 的 速度 为 零 , 故 
t 了 时刻, Fo (刚体 上 了 瞬 心 那 点 的 加 速度 ) 没 有 法 同 加 速度 ,只 有 切 同 
加 速度 ,其 方向 是 沿 两 极 迹 曲线 的 公共 法 线 方向 ,也 就 是 本 题 O 点 
轨道 的 法 线 方向 ， 

下 面 用 加 速度 的 定义 来 计算 ro. 下 面 写 的 ro ,O' 是 刚体 上 的 
点 ,不 是 本 题 要 证 明 的 式 子 中 的 O' , 切 幻 混 消 . 

Fo(t)=0 (t 时刻 CO 为 瞬 心 ) 
t 十 At 时 刻 , 瞬 心 位 于 O" 点 ,由 v= 二 wxXr 
jo (t 十 Ab 一 ol 十 At x OO’ 
— w(t At) X (— ros(t)At) 
其 中 ro,( 世 是 上 时 刻 瞬 心 沿 空间 极 迹 移动 的 速度 , 即 要 证 明 的 式 子 中 的 ro， 
ro (t 十 Al) 一 ro() 
At 


ro -一 lim 
At—*0 


= w(t) X (— ro,(t)) 
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一 Fo: X 地 


(mre X Yo) = ,Lmre X (fo, X w)] 


uy 。 se * 
本 w ” | Fo Cr'c ” w) 和 Wmr'c * ro,) |=— miwtlr'c ° ros) 


这 里 用 了 w* ro, 二 0， 
To Se Mo 一 = (mre X ro) 
= Mo + mowlrec * Fo,) 

将 ro, 换 回 本 题 所 用 的 ro ,就 证 明了 第 二 式 ， 

7.4.43 长 为 24、 质 量 为 m 的 均 质 杆 在 光滑 的 水 平 果 面 
上 ,由 静止 的 竖 直 位 置 在 重力 的 作用 下 倒 下 ,试用 几 种 方法 列 出 
关于 8 满足 的 运动 微分 方程 ,9 为 杆 与 铅 素 线 的 夹 角 . 

解 ” 方 法 一 : 取 图 7. 102 的 坐标 ， 

mzc=— me 二 +N (1) 


ma’ bY = Nasing (2) 


zc = CCOSD 


zc =— a Osing 
zc 一 一 人 bsing — a 六 cosb 
用 上 式 , 式 (1) 改 写 为 
— mabsing — mab cosb =— Mg 十 和 (3) 


式 (2)、(3) 消 去 入 ,得 
a(l 十 3sin20) 0 十 3asinbcosb 6 = 3gsing 
方法 二 :用 机 械 能 守恒 ， 


i zZ 十 1, 41a? 矿 十 mgzc = mga 
2 2 3 
zc = acosy, Zc 一 一 和 gsinl 


六 0 b'sin28 十 ta + gcos0 = pg 
两 边 对 上 求 导 ， 
a GOsin’d 十 absinbgcosg + Sa6d — gsing6 =0 
约 去 9 ,可 得 
a(l 十 3sin20)0 十 3a 6 singcosb 一 3gsin0 = 0 
方法 三 :用 1o 守 一 Mo 一旦 * (mrcXro) 


. 1 。 二 过 
= 一 re 一 一 Sin 才 一 一 Y 
J， C 9 di 


“ES 
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(参看 图 7.103,m 王 OrG,O' 是 杆 在 图 示 位 置 时 的 瞬 心 ,是 由 

C 点 速度 向 下 ,A 点 速度 向 右 确定 瞬 心 位 置 的 . ) “| ”空间 极 迹 
7 0 二 jo;Xw,io; 是 瞬 心 在 空间 沿 空间 极 迹 移动 的 速度 . 
从 几何 上 可 知 


| ros | =ab 


jo, =a O(cos0i 一 sinOk) 


jo 一 a O(cosOi — sinbk) x (— 07) 
一 ab (— cosOk — singi) 
recX Fo =— Qa’ b'singcos0} 


uy) +. * 
局， (zz X ro) = ma’ Osinbcosgd 


Io = ma’ 十 m(asing)’ = ma? + sinzg| 
Mo = mgasing 
所 以 ma? Ey 十 sin2g| 六 = mgasing 一 ma? 6 sinbcosb 
化 简 后 得 到 与 其 他 方法 相同 的 结果 . 
方法 四 :用 Ve =~Mo—mw(ro * rc) 


Iyw = sma?(1 十 3sin20) 6 


(Too) 一 Lma?(l + 3sin2g) 6 十 2ma? 6 sinbcosb 


3 
Fo 一 4 O(cos0i 一 singK),r 一 一 csinb 
jy 。r' 一 一 4a0Osinbcos0， 
Mo 同方 法 二 ， 
代入 上 式 , 可 得 预期 的 结果 . 


方法 五 :用 一 2 人 一 Mo 一生 ° (roXmre) 


ro = a (cosbi — sinOk) 
rc 一 acostk, rc 二 一 a bsinOk 
Fo Xmic= ma’ b2sinbcosO7 
一 。 (ro Xm rc) 二 一 ma’ OsinOcosd 
(1ow) .Mo 均 与 上 法 给 出 的 相同 


代入 上 式 , 可 得 预期 的 结果 . 
方法 六 :用 Io =Mo +mw(ro * rc) 
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式 中 所 有 的 各 量 前 面 都 已 给 出 ,代入 上 式 可 得 预期 结果 . 

7.4. 44 ”半径 为 r 的 均 质 轮子 沿 着 与 水 平面 成 a 角 的 斜面 无 滑动 地 深 下 . 回 当 滚动 
摩 阻 因数 6 为 何 值 时 ,轮子 质心 做 等 速 运 动 . 

解 MaQc 一 Mgsina 一 了 一 0 

mr’ ce 一方 一 SN 一 0 
AN 一 Mgcosa 一 0 
其 中 f 为 静摩擦 力 , 设 沿 和 斜面 同上 ,NN 为 支持 力 . 这 里 考虑 轮子 的 质量 是 都 集中 于 边缘 
的 . 
Mgsina。7 = fr=6e*N=6. mpgcosa 
© = rtana 

7. 4. 45 一 个 半径 为 RR 的 均 质 轮子 (质量 均 分 布 在 
边缘 ) 在 铅 直 直径 的 上 端 施 以 水 平 力 F, 轮 子 与 水 平面 间 
的 滚动 摩 阻 因数 为 5, 要 在 此 力作 用 下 轮子 做 纯 深 动 , 滑 


动 摩擦 因数 应 满足 什么 条 件 ? 
解 ” 取 图 7. 104 所 示 的 坐标 , 设 轮子 质量 为 m， 
m=F—i (1) 
mRB = FR fR— SN (2) 
N= mg (3) 
六 委 AN (4) 
= Rp (5) 
由 式 (1)、(5)， 

mRB = FR— fR (6) 

式 (2) 十 式 (6)， 
2mR’B = 2FR 一 SN (7) 
由 式 (3)、(7) 得 p=e (8) 


由 式 (1)、(5)、(8)， 


2R 
解 出 太一 (9) 
由 式 (4)、(5)、(9) 得 /心志 


7.4.46 质量 为 M、 半 径 为 R 的 均 质 圆柱 放 在 倾角 为 a 的 斜面 上 , 吊 有 质量 为 m 的 
重 物 经 不 可 伸 长 的 轻 绳 跨 过 定 滑轮 系 于 圆柱 的 轴 心 上 . 圆柱 、 滑 轮 间 的 绳子 与 斜面 平行 ， 
圆柱 与 斜面 间 的 滚动 摩 阻 因数 为 6, 问 : 

(1) 要 能 维持 圆柱 体 在 斜面 上 处 于 平衡 , 重 物 的 质量 应 满足 什么 条 件 ? 

(2) 圆柱 与 斜面 间 的 摩擦 因数 满足 什么 条 件 才 能 保持 圆柱 体 平衡 ? 

解 ” 设 静摩擦 力 为 了 ,平衡 时 对 圆柱 体质 心 的 力矩 必须 为 零 , 静 摩擦 力 又 不 能 大 于 最 
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大 静摩擦 , 即 


所 以 23 


这 就 是 要 保持 圆柱 体 平衡 ,圆柱 体 与 斜面 间 的 摩擦 因数 应 满足 的 条 件 . 
下 面 讨 论 m 应 满足 什么 条 件 . 需 分 别 两 种 保持 平衡 的 情况 ，: 
有 向 上 滑动 趋势 的 平衡 情况 : 
mg 一 Mgsina 一 了 一 0 
入 一 Mgcosa 一 0 


fpN 
可 得 me— Mpgpsina= fuxMgcosa 
所 以 m Ml(sina 十 pcosa) 
O 
因为 A 之 页 


m < AM sina 十 Scosa 
有 向 下 滑动 趋势 的 平衡 情况 : 
AMfgsina 一 了 上 一 Mg 一 0 
人 一 Mgpcosa 一 0 


1 和 HAN 
可 得 Mpgsina—mg= /fuxMegcosa 
m 之 Ml(sina 一 KRcosa) 
6 
因为 /之 责 


m -之 M| sina 一 Scosa 


雇 以 慷 柱 体 在 斜面 . 寺 处 于 平衡 ,要 求 重 物 的 质量 处 在 以 下 范围 内 : 
二 1 去 M| sina 十 Scosa 


M| slna 一 Scosa 


7.5 ”刚体 的 定点 转动 一般 运动 及 其 他 


7. 5.1 一 回转 仪 的 中 心 惯量 椭 球 有 旋转 对 称 轴 , 且 有 了 二 1;==27;, 今 绕 质 心 做 定 扣 
自由 转动 ,其 自转 角速度 为 wj, 自 转轴 与 进 动 轴 间 的 夹 角 9 二 60°, 求 进 动 角 速度 wz 
解 ” 考 虑 到 帮 =1, 二 21 及 自由 转动 :M-=M,=M-=0Cz、 yz 轴 固 连 于 刚体 ,原点 在 
质心 , 且 为 惯量 主轴 ) ,由 欧 拉动 力学 方程 ， 
271; w 一 (27; 一 Ti)wow. 一 0 
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27 ; w, 一 (i, 一 27 3) ww, 二 0 
1; co 一 一 (27 : 一 27 3 ) ww, — O 


化 简 为 
2 w, 一 ww,=0 
2 w, 十 ww, 一 0 
w_. 一 0 


由 欧 拉 运动 学 方程 ,并 代入 规则 进 动 ,0 =0,0=60°,J=w, 和 待 求 的 p= w， 


w, 一 wsin60°siny 


w, 一 wsin60°cosy 


(一 (COS 60° 十 0 


由 式 (3) 得 
w, 二 常量 
再 由 式 (6) 可 知 ws 一 和 常 量 
由 式 (4) 对 z 求 导 ， 


w, 一 wsin60°cosy y 一 ww,sin60°cosy 
将 式 (5)、(6)、(7) 代 入 式 (1)， 


2wiwSin60°cosy 一 w,sin60°"cosyg (wcos60° 十 wi) = 0 


可 得 Ws (ouwl 一 zcos60")cosW 王 0 
因为 wz 六 0，cosy 不 恒 为 零 
所 以 WI 一 zcosS60 一 0 

WwW, 一 2 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 
(5) 
(6) 


(7) 


7. 5.2 一 个 刚性 轮子 关于 其 质心 的 固 连 于 它 的 三 个 主轴 zl .zz zs 的 转动 惯量 为 
一 Ts 7;, 如 图 7. 105 所 示 , 轮 子 质心 处 装 一 轴承 ,轴承 可 绕 空 间 任 何 轴 做 无 摩擦 转动 . 轮 
子 处 于 “ 动 平衡 ”, 即 它 以 w 六 0 的 恒定 角速度 转动 , 且 它 的 轴承 不 受到 力矩 作用 ,w 的 分 


量 必须 满足 什么 条 件 ? 概 略 膏 明 允 许 的 运动 . 
解 ” 由 欧 拉 动力 学 方程 ， 
Tw — (1T,— I)w,ws = 0 
7 os — (Ts— Ti)ww = 0 
Ts ws 一 (Ti— 1)ww, 一 0 
设 了 二 =1, 二 ,由 式 (3) 得 


w= 02 (和 常量) 
式 (1)、(2) 改 写 为 
wi 一 L - Bg 
(WwW 二 一 0 z 


前 去 对 上 求 导 ,再 将 后 式 代 入 得 


(1) 
(2) 
(3) 
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7 一 了， 


其 中 了 0 
通 解 为 
1 一 wocost{at 十 E) 
ws =— 1 = wosin(at + €) 
总 角速度 为 


Ww 一 ccos(at 十 EN wosin(at + J kK 


其 中 i\J\k 分 别 是 lI 轴 的 单位 和 天 量 ， 


一 NN 吕 十 虹 十 品 二 NN 虞 十 们 


和 0 均 为 常量 ,w 和 0 的 夹 角 9 一 arc cos 号 保持 不 变 ,o 


围绕 zs 轴 以 角速度 a 转动 ,转动 周期 为 
2 Sx 


Tp 
rp 


a (7, 一 了 了) 人 
这 是 轮子 运动 的 大 致 图 像 ,如 图 7.106 所 示 。 但 要 注 
意 xs 轴 是 固 连 于 轮子 的 ,不 是 空间 的 固定 轴 . 因此 w 虽 然 
大 小 不 变 , 方 向 也 是 随时 间 变 化 的 . 因为 MM 二 0, 故 对 〇 扣 


的 角 动 量 了 是 恒 天 量 . 
7 = Tw2] 十 Tswak 


=—Jwocos(at 十 ei TwosinCat 十 et Tt2k 


w 与 J 的 夹 角 


k= arc COS 


02 
与 0=arc cos 局 二 arC eos 


因为 


6 


图 7. 107 


To + Tf2 


J *w 0 
一 diltC COS 
J :a 元 十 22 NV (ow)? 十 (130): 
二 一 比较 
V+ 


(Tws + T7020) > 12 (Tw + T1302°) 
Tows + (2 ~ 人 
J 始终 在 w 与 所 张 的 平面 内 , 且 在 w 与 人 0 之 则 ,如 图 7.106 所 示 . 

在 空间 ,J 的 大 小 和 方向 都 是 不 变 的 ,w 以 与 它 的 夹 角 ,以 角 
速度 a 绕 J 转动 . 通常 取 固 定 坐 标 8 轴 沿 J 的 方向 , 则 轮子 的 定点 
转动 是 规则 进 动 :一 方面 绕 zs 轴 自 转 , 但 自转 角速度 不 是 Q; 一 方 
面 自转 轴 zs 又 绕 ! 轴 做 进 动 ,自转 角速度 % 和 进 动 角速度 gy 之 矢量 
和 为 总 角速度 w, 如 图 7. 107 所 示 . 由 图 可 以 看 出 8 与 2 方向 相反 ,9、 
J 与 w.9.1T.Js 的 关系 可 以 由 图 7. 106 的 矢量 关系 求 出 . 这 里 就 不 作 


所 以 


HA< 1 
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计算 了 ， 
7. 5.3 在 空间 有 一 刚体 ,所 有 外 界 影响 (包括 重力 ) 全 可 忽略 
(1) 用 牛顿 定律 证 明 角 动量 守恒 ; 
(2) 假设 刚体 的 质心 在 一 个 惯性 系 中 静止 , 它 的 旋转 轴 一 定 要 有 一 个 固定 方向 吗 ? 
解 1) 刚体 不 受 外 力 ,只 有 内 力作 用 . 设 刚体 内 第 i 个 质 元 的 质量 为 wm, 受到 第 ; 
个 质 元 的 作用 力 为 Pu, 则 由 牛顿 运动 第 二 定律 


dzr., 
Nii ,2 一 OF, 
dt j 专 


rn,; x mi SE = rx oF 
2 rx ms 5 = Dl(r: x 2 F,) = 2 2 Cr X Fo) (1) 
t t J 1 了 

由 牛顿 运动 第 三 定律 ， 


F,; =— FF; 
且 在 四 7 两 质点 的 连 线 上 ,由 图 7.108 可 见 ， 


一 六 义 下 十 Pi 六 《一 F.,) 一 (rr; 一 rj) 和 X 站; = 0 
2 riXFs 中 各 项 都 像 上 述 那 样 成 对 出 现 的 , 故 有 


图 7. 108 
> Dr x F)=0 
i jxi 
代入 式 (1) 得 
2p, 
2, ri: XxX ni 5 一 各 (2) 


刚体 关于 固定 点 O 的 焦 动 量 定义 为 
j= DY rmit) 


一 2 (FX m;z) 十 2 (Fr X m: 产 ) 
= 一 2 Cr Xx m,; F,) 一 一 0 


所 以 J 二 第 量 
因为 固定 点 O 可 以 任 取 , 因 此 刚体 对 任何 固定 点 的 角 动 量 都 是 守恒 的 ， 

(2) 在 质心 为 静止 的 惯性 系 中 ,刚体 做 围绕 质心 的 定点 转动 ,根据 上 述 论 证 ,由 于 不 
受 任 何 外 力 , 刚 体 对 质心 的 角 动 量 是 恒 矢 量 , 而 刚体 的 角速度 w 一 般 不 与 了 同和 阿 ,而 只 有 
当 刚 体 绕 一 个 惯量 主轴 转动 时 , 才 有 JV w, 例 如 = 轴 ( 固 连 于 刚体 ) 是 惯量 主轴 ,又 绕 > 轴 
转动 , 则 
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Il:: Lo 0|[0 
J = 1 1,, 0 0 ~— [wk = 1,.w 
0 0 fj) lw 


在 这 种 情况 下 ,因为 7 的 方向 不 变 , 转 轴 有 固定 的 方向 . 

说 明 :由 于 不 受 包 括 重 力 的 所 有 外 力 , 只 要 在 一 个 惯性 系 中 刚体 有 一 点 保持 不 动 , 上 
述 的 结论 都 是 有 效 的 .如 果 在 某 个 对 惯性 系 做 平 动 的 非 惯性 系 中 刚体 的 质心 是 静止 的 ,由 
于 惯性 力 对 质心 这 个 固定 点 的 力矩 为 零 , 上 述 的 结论 也 是 有 效 的 . 

7. 5. 4 一 个 理想 的 自由 回转 仪 , 即 一 个 
有 旋转 对 称 性 的 刚体 ( 主 转动 惯量 为 了 = 了 ， 
<7:) ,能 围绕 它 的 质心 自由 地 转动 ,运动 时 
不 受到 力矩 作用 . 设 w(t) 是 1 时刻 沿 刚体 的 
对 称 轴 (与 转动 惯量 I; 相 联 系 的 轴 ) 的 单位 
矢量 , 导出 用 +=0 时 的 w(0) 和 初 角 速度 w(0) 
表达 的 J(t) (关于 质心 的 角 动 量 )、w(z) 和 和 
(2) 的 表达 式 . 

解 ” 方 法 一 :通过 刚体 质心 , 取 两 组 坐标 
量 方向 一 致 :一 个 固 连 于 刚体 的 坐标 系 
Ozyz,z 轴 沿 刚体 的 对 称 轴 , 选 取 x、y 轴 时 ， 图 7.109 
使 初 角速度 矢量 在 y 轴 方 向 的 分 量 为 零 , 即 w, (0) 二 0, 并 使 w.(0)0, 选 取 .7 轴 时 ,使 
we (0) 二 0、wr(0) 这 0. 这样 选取 两 坐标 系 后 ,t 二 0 时 ,z、Y、zx、.7 四 个 轴 和 w(0) 共 面 ,两 组 坐 
标 系 在 上 一 0 时 的 位 置 如 图 7. 109 所 示 . 

列 出 部 分 欧 拉动 力学 方程 和 欧 拉 运动 学 方程 ， 


7 w, 一 0 (1) 
w, 一 gsinGsiny 十 Ocosy (2) 
w, 一 gcos0 十 : (3) 


其 中 9、p.y 是 三 个 欧 拉 角 ,分 别 为 章 动 角 、 进 动 角 和 目 转角 ， 
1 一 0 时 ,9 一 0,% 一 了 
WO0) 一 woi 十 wok 
因 w(0) 相 对 于 旋转 对 称 轴 的 位 置 是 已 知 的 . os 和 ws 是 已 知 的 . 由 式 (1) 可 得 


Cj 一 (Un 
J 一 Tw,i 十 Tw,] 十 1 sw Kk -一 Towi 十 Tcw,] 十 1 sw.ok (4) 
J = J(0) = NT To Tw = N Tw + Tw (5) 
J = JsinOsingi 十 JsinOcosyi 十 JcosOk (6) 


由 式 《4)、(6) ,得 
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wz 一 J singsiny 一 Ye + 
! ] 
1 


singsing 


Wy, = ITsinlcosy 一 7 singcosy 
1 sw -~ 一 Jcosg 
所 以 cos6 = 2 一 law 
V Ti wo 十 Tswzo 
0=0 


由 式 (2)、(7)、(8)、(9)、(10) 可 得 


A/ T2,2 2,.2 
Trewro 十 Titwro 


p= a 
WwW, =— wosinyg, w, = wocOsy 
由 式 (3)、(9)、(11) 太 w, 二 wo 得 
yf = w, 一 weosb = 1 一 天 | ws 
1 
积分 式 (11)、(13) ,注意 初 条 件 :z 一 0 时 ,9 一 0,% 一 了 ,得 


VY Tiwso 十 Tswio 


?= 


_x 一 也 | 
4 = 三 +|1 了 ， wot 


W(t) 一 wosSing i 十 cocos 几 了 十 wo k 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


虽然 已 由 式 (15) 给 出 ,i、jk 还 是 1 的 函数 ,不 能 说 w(t) 作 为 1 的 函数 关系 已 经 获得 . 我 


们 已 经 证 明了 gp、y 均 为 常量 ,6 一 0, 证 明了 回转 仪 的 运动 是 规则 进 动 ,根据 定点 转动 可 形 
象 地 表示 为 本 体 极 面 在 空间 极 面 上 纯 滚动 ,已 能 写 出 ;iD)、 7 和 大 () ,我 们 用 六 记 大 与 


人 VP 的 关系 得 i(z) 等 ， 


i =cosycosp EE 十 cosysing 7 + sing sinb 7 二 singcosg| cos| 9 十 世 | + cosg 态 | 


一 (cosyWcosyp 一 singcosOsing) €° + (cosysing 十 singcosOcosg) ¥ 十 sinysin0 ® 


了 一 cos| 多 十 了 cosO 避 十 cosly 十 六 sinp 7 


十 sin| 十 |sing 十 sin| y 十 Tjcoso| cosly 十 3G 十 cosg P| 


(17) 


一 (一 sinwWcosp — cosycosOsing) 名 + (— sinyWsiny 十 cosygcosOcosg) ¥ 十 cosysinb ° 


i 


一 p 名 十 Singcos(r — oT + cosO 


k =singcos 


一 Sinbsinp 如 一 SingcosP7Y 十 cosoO 人 


(18) 


(19) 
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将 式 (17)、(18)、(19) 代 入 式 (16) 得 
welt) 一 roSinW(coswcosp 一 sinygcosdsing) 
十 wocosW( 一 sinWcosy 一 CosyWcosbsinp) 十 wo (sindsing) 


一 一 wocosAbsinp 十 w:oslnbsiny 


-er EE | Tae, | 
V 了 “0 十 Ti3wio Li 


w(t) _ sind (cosdsing 十 sinycosOcosg) 
十 wocosW( 一 singsing 十 coswWeosbcosp) 十 oo( 一 sinOcos?) 


一 Oocosgcosy 一 wosindcosg 


一半 V Tiwio 十 75cso | 


NA 7 
2 
Tiwio 十 73czo ! 


w(t) =wosing (singsing) 十 wrocosy (cosygsing) 十 w.o(cosd) 


? 2 2 
‘ 1 Ur0 十 { swezo 


~ T1wz0 十 T3wzo 


=wosinO 十 wocose = 


在 得 到 上 述 结果 时 用 了 式 (9) 和 和 式 (14). 
方法 二 ;直接 用 关于 ww、wywr 的 欧 拉 运动 学 方程 ， 


cs = CrOsO 十 winbsiny 


届 一 Ssing 一 Winbcosy9 


wr 一 9 十 geosO 
用 已 求 得 的 9 、p 、cos9, 立 即 可 得 
welt) = 1 一 2 0 oe sing 
V Tiwio 十 T3wzo 


| 了 cu 

Fa cz0 “天 
NV Tw + Tw 
VY Tiwio 十 了 3cozo 


ur = Ye 二 ee 十 |1 一 


COS9 


T yw,o 
i | NV To2 十 7 
不 难看 出 ,两 种 方法 的 结果 完全 一 致 . 
因为 J 一 (CO) 


所 以 J 一 J 和 一 VTiox tt Tww® 


u(t) 一 天 人) 一 Sinbsinpe 一 sinbgcosp7 + cosO 


Two 


一 (sing — cospy) 十 
V 71czo 十 T3wzo 


如 要 用 xz(0) 来 表示 &(t)， 


1 ;wo 


V Tiwzo 十 13w:o 


"039. 


因 为 u(0) 一 天 (0) 一 一 Sin01 + cos0O 0 
ur = — Sing, uro 一 COSO 
u(t) 一 一 Woosinpe 十 uncospnT 十 uw 

由 于 cosb 已 知 , 挟 六、 8 均 为 已 知 的 量 . 

7. 5.5 均匀 圆 盘 绕 其 质心 做 定点 自由 转动 ,开始 时 , 圆 盘 绕 与 圆 盘 的 对 称 轴 成 45° 
的 轴线 转动 ,角速度 为 wo. me 圆 盘 的 轴线 绘 出 一 个 正 圆 锥 面 ,此 圆锥 
面 的 轴线 与 初始 转动 轴 的 夹 角 为 arc tan| 二 | ,并 证 明 圆 盘 轴线 以 等 角 速 二 VIOw 转动 ， 

证 明 可 利用 上 题 结果 ， 到 与 上 题 相同 的 毕 标 ,0 为 
质心 ,x 轴 取 圆 盘 的 对 称 轴 , 沿 对 O 点 的 角 动 量 J 的 方向 
取 办,* 一 0 时 ,> 工 轴 与 mm 共 面 ,如 图 7.110 所 示 , 设 
圆 盘 质量 为 mr、 半 径 为 R. 


2 
Wo 一 Wo 一 0cos45 一 一 wo 


2 


1 一 1, -一 FmR’, -一 了 1 十 了， 一 mR: 


上 题 已 证 明 6 二 0, gp.y 均 为 常量 ,刚体 的 定点 转动 是 
规则 进 动 ,z 轴 和 w 均 围绕 轴 做 等 角 速 转动 ,z 轴 即 圆 盘 
的 轴线 绘 出 一 正 圆锥 ,此 圆锥 面 的 轴线 即 轴 , 它 与 初始 转轴 的 夹 角 为 45° 一 9. 


图 7. 110 


了 
上 题 已 求 出 cos0=—— 2 
Vv Twio + Tsewao 
代入 本 题 的 了 1 7: co 和 wzo， H 得 
2 1 
cosl = 一 一 ， tanlg 一 一 
/5 2 
tan(45° ~— 0) = _tan45° 一 tang _ 了 


1 十 tan45 * tand 3 
所 以 圆锥 面 的 轴线 ( 即 《 轴 ) 与 初始 转动 轴 ( 沿 图 中 方向 ) 的 夹 角 为 are tan| 十]. 
圆 盘 轴 线 ( 即 = 轴 ) 的 转动 角速度 为 定点 转动 中 的 进 动 角速度 ,上 题 已 求 出 ， 


V Tiwio 十 Ts3wzo 
P= 
1 
代入 本 题 的 六 7 wy 可 得 
Pp 二 二 pA 10wo 


7. 5.6 一 个 质量 为 m ,半径 为 a 的 均 质 圆 盘 绕 通 过 质心 与 其 垂 线 成 e 角 的 轴 以 角 速 
度 0 转动， 圆 盘 突然 被 释放 ,让 其 绕 质 心 自 由 转动 . 


、 FA A TH kD. 
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解 ”此 题 也 可 利用 7. 5. 4 题解 得 的 结果 . 

证 明 (1) 7. 5.4 题 已 证 明 具 有 旋转 对 称 轴 围 绕 其 质心 的 自由 转动 是 规则 进 动 ,这 
就 证 明了 本 体 极 面 和 空间 极 面 都 是 正 圆锥 面 . 转轴 在 空间 描绘 出 的 是 空间 极 面 ,转轴 相对 
于 圆 盘 描绘 出 的 是 本 体 极 面 ,这 就 证 明了 所 要 的 结论 :转轴 在 空间 描绘 出 正 圆锥 ,相对 于 
圆 盘 也 描绘 出 正 圆锥 . 

(2) 转轴 在 空间 描绘 圆锥 的 角速度 为 圆 盘 的 进 动 角速度 

今 取 7. 5.4 题解 的 两 组 坐标 ,已 得 


~ Tiw’o 十 Tswzo 
¢ TD 
这 里 ， I = ma’, Ts=ma’ 
to = {2sina, Wr 一 (cosa 
] 1 2 > 2 2 了 
9 一 ] > Ma (2sina|l 十 (ma’fcosa)’ = v1 + 3c0s’a 
pma 
转轴 在 空间 描绘 圆锥 一 周 所 需 的 时 间 为 
T 2 六 2x 
1 一 一 


1 中 V1 十 3cosza 
(3) 转轴 相对 于 圆 盘 描绘 圆锥 的 角速度 为 圆 盘 的 自转 角速度 %, 用 7. 5.4 题 得 到 的 结 


果 ， 
$= [1 一 主 ) w= _ ma fcosa 一 一 人 cosa 
—ma’ 
2 
转轴 相对 于 圆 盘 描绘 圆锥 一 周 所 需 时 间 为 
2 2x 
加 cosa 


7.5.7 一 回转 仪 可 绕 其 质心 做 定点 上 自由 转动 ,大 卫 ==1= 二 nl13,;t 二 0 时 ,对 称 轴 与 进 
动 轴 之 间 的 夹 角 为 ,证 明 : 


(1) 刚体 作 规则 进 动 ， 
(2) 自转 角速度 y 与 进 动 角速度 gq 间 有 如 下 关系 ， 
9 一 (7 一 1) geosOo 
证 明 (1) 本 题 也 可 用 7. 5.4 题 的 结果 ,那里 已 证 明了 6 二 0,g.y 均 为 常量 ,足以 说 
明 该 定点 转动 是 规则 进 动 ,这 里 不 再 重复 . 
(2) 像 7. 5.4 题 那样 取 两 组 坐标 系 , 也 可 利用 7. 5.4 题解 的 结果 : 
VY Tiwio 十 Tswro 


? = 元 (1) 


* 542。 


由 式 (1)、(3), 可 得 


由 式 (2)、(4) ,得 


代入 六 一 727 ,上 式 即 可 写 为 


力学 (上 册 ) 


: 了 
y 一 | 1 一 | Wo 
cos0 = cost, 一 ~ lw 
Vv Tiwzo 十 T3wio 
costo 一 一 人 ao 
71 9 
{ sw,o 
了 一 Ticost, 
_ 
gD ho 
Ticos0o 


yf 一 (nO— 1) 9p cosO, 


(2) 


(3) 


(4) 


7. 5.8 若 刚 体 关于 质心 的 三 个 主 转动 惯量 不 相等 , 且 六 > 疡 > 六 ,刚体 绕 质 心 做 定 
点 自由 转动 时 ,如 让 刚体 绕 一 惯量 主轴 转动 , 它 将 继续 围绕 该 轴 转 动 . 如 果 初 始 的 转轴 非 
常 接近 某 一 惯量 主轴 但 不 与 之 成 一 直线 ,以 后 转轴 会 不 会 远离 这 一 惯量 主轴 ,如 不 远离 ， 
围绕 这 惯量 主轴 的 转动 是 稳定 的 ,用 欧 拉 动力 学 方程 证 明 . 绕 与 1 和 I;( 人 它们 分 别 是 最 大 
和 最 小 的 主 转动 惯量 ) 相 应 的 惯量 主轴 的 运动 是 稳定 的 ， 


证 明 设 m .wos 分别 是 角速度 沿 三 个 惯量 主轴 的 分 量 ,由 欧 拉动 力学 方程 . 


1 wi 一 (1 一 ls)wws = 0 
1, os 一 (3 — Ti)waw 一 0 
Ts cs 一 (7 — 1,)ww, = 0 


设 初 始 时 刻 转 轴 非 常 接 近 xz 轴 . 即 :二 0 时 


wW = (wo OE €0f 十 ook 


6 eao 均 为 小 量 . 以 后 的 角速度 表 为 


c 一 《cu ON ej ok 


如 56、e.o 仍 保持 小 量 , 则 绕 与 1 相应 的 xz 轴 的 转动 是 稳定 的 ,如 不 能 都 保持 小 量 , 则 是 不 


稳定 的 ， 


设 6.e.o 均 为 小 量 ,代入 欧 拉动 力学 方程 ， 


Ti(w, 6)— (1,— 1)eo=0 


Te 一 (2 ， -一 1 )o (wo 十 0) 一 0 
Ta 一 (i) — 4,) {wo 十 和 )E 一 bU 


注意 wm 王 0, 并 略 去 二 阶 小 量 eo.o$、6e ,上述 三 式 变 为 


110=0 


(1) 
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1,e— (I,— I)wo=0 z (2) 


To 一 Ci 一 7)oog 一 0 (3 ) 
对 式 (1) 积 分 ,用 初始 条 件 得 6 一 6o, 即 
wz 一 co 十 0 一 co 十 9 
式 (2) 对 上 求 导 ,再 将 式 (3) 代 入 得 
二 1 一 ie 一 0 (4) 
同样 , 式 (3) 对 1 求 导 ,再 将 式 (2) 代 入 得 
(Ti — 13) (1 — 1,) 


.. (一 1) 一 7) ， 
o 十 7 7 CO00C 0 (5) 
因为 n>13,T>1 
所 以 一 人 一) ,0 
7 7; 


只 要 初始 条 件 so、ce 为 小 量 , 由 式 (4)、(5) 可 知 , 以 后 eo 均 为 小 量 . 这 就 证 明了 绕 相 应 于 
最 大 主 转动 惯量 的 轴 的 定点 转动 是 稳定 的 ， 
讨论 绕 相 应 于 最 小 主 转动 惯量 的 轴 的 定点 转动 是 否 稳 定 的 问题 ,可 以 不 必 另 列 欧 拉 
动力 学 方程 , 仍 可 利用 上 面 的 式 (4)、(5) ,把 IT、T、T 的 大 小 关系 改 为 降 过 I, ,1 过 7 即 可 ， 
此 时 ,了 一 了 过 0, 了 一 I, 过 0, 但 仍 有 
Ci | 1,) (Ti 时 了 7,) 
7273 
因此 相应 于 最 小 主 转动 惯量 的 轴 的 定点 转动 也 是 稳定 的 ， 


! 一 了 一 
如 站 >7TD< 或 二 > 已 < 都 有 ”一 他 站 二 二 li<0, 因 此 绕 相 应 于 既 不 最 


大 又 不 最 小 的 主 转动 惯量 的 轴 的 定点 转动 是 不 稳定 的 . 
7. 5.9 一 个 物体 围绕 其 质心 做 定点 自由 转动 , 主 转动 惯量 六 盖 六 > 站 , 若 开 始 时 ,wo 
>0,wn<0, 且 用 =2727 ,其 中 了 是 对 固定 点 的 角 动 量 ,T 是 动能 .证 明 


w >0 


J I) 
WwW. 一 1 7 一 7 | sechr 
WwW, 二 -tanhr 
JJTPG A 
cj。 一 7 一 7 | sechr 
. J (LT—1,) (1,—1,) 1/2 
其 中 r= 六 | 11 | : 
当 上 走 于 无 穷 大 时 ,将 发 生 什 么 情况 ? 
证 绚 7 1 ws YT GF | 1;) ww, CO— 0 (1) 
1 wy 一 (Ts — Ti)w.w:= 0 (2) 
1; w, | (fi 1;) Ww, = 0 (3) 


7 = Tiwz + Tiwy + Tw 


。544 。 力学 (上 册 ) 


= 21T = Li(Tiw? + Tw? + Lsw?) 
所 以 TCT — Tw? + Tlls— I)w? = 0 


二 [Ts(T, 一 1) 
二 TT 1,) 
(只 取 负 值 是 考虑 到 初始 条 件 wwo 记 0,wwo 二 0. ) 
再 用 == 了 J 十 Jw 十 To ,将 w, 表 成 w, 的 函数 ， 


Tw = J — Ifws — Taw 


TT (1,— 7) 

2 1*3 2 二 2 2 2 
一 J 一 元 ws -一 0 
7273 (一 了 53) 

2 12i3\il 3) ， 
—J 1 Co 


_ J 7 (7 本 43) 2 
12 Ts( — 1,) | 


— D1) ;,. 1 一 了 了) 
1; Ts(11 一 13) fC1) — 1,) 


将 式 (4)、(5) 代 入 式 (3)， 


(fi | 13) (1 73) 


， TD od) 
人 nL, NBETCDTL) “YT 
| dw, = 一 | 1) 1)), 
wa” 一 we ) 272 Ll; 
J*1,(T,—1,) 
2 二 A 1 2 
和 BID) 
d 
用 积分 公式 ， | 元 一 一 一 arc cosh 2| 
— Tarc cosh 2 一/ 一 4 一 2 2 
UU CU ne 


arc cosh| 芝 了 | 
1， TL) — 73) | 


I ED), [DI 1), 
7 : 7 (11 一 了 3) 
J 


CA 1,) (1 | 23) ， 


少 

人 

| 
bn 
Pu 

| 

Re 
| 
he | 一 、 
”> | 
tw 

| 

hed 

Ca 
sr/ 

Lm 


(4) 


(5) 
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fts 一 £3) 人 一 La 一 Ls) 一 [3) sechr 
ii 一 3) 2 VC 一 73) 


一 | 
?3 (1 一 了 7) 1; 1 — 1,) Ls (7 — 1,) 
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sech?r | 一 


当 t—>ooH 轩 ,Sechr—0,tanhr—>1, 有 所 Bl w.—0 ,ww 二 ， CUz 一 站。 


1 


最 终 将 变 成 围绕 固 连 于 刚体 的 过 质心 的 y 轴 ( 主 转动 惯量 居中 的 惯量 主轴 ) 以 恒定 角 


速度 所 转动 ,y 轴 的 正 向 与 7 的 方向 一 致 

7. 5. 10 一 个 直径 为 20cm 、 密 度 为 5g/cmi 的 球 在 自由 
空间 以 2xrad/s 的 角速度 转动 . 有 一 只 质量 为 10-sg 的 聪明 
的 小 跳蚤 居住 在 固定 在 球面 上 又 在 转轴 上 的 一 所 无 质量 的 
小 房子 里 ,如 图 7. 111 所 示 , 为 了 让 小 房子 位 于 原 赤道 处 ,小 
跳蚤 很 快 地 跳 到 纬度 45* 处 , 呆 在 那里 等 适当 的 时 间 , 问 要 等 
多 长 时 间 实 现 这 种 转移 . 

(注意 ;忽略 小 跳蚤 在 球面 上 跳动 期 间 发 生 的 微小 进 
动 . ) 

解 ” 自 由 空间 是 指 系 统 在 空间 中 不 受 任何 外 力 , 系 统 以 
一 定 角速度 转动 ,必然 是 在 一 个 惯性 系 中 国 绕 通过 质心 的 某 
个 惯量 主轴 做 恒定 角速度 的 转动 . 


Ce 


= 


图 7.111 


忽略 由 于 小 跳蚤 跳 到 纬度 45° 这 一 过 程 引 起 的 微小 进 动 ,可 把 跳 重 跳 到 45° 处 时 视 为 
t 二 0, 原 来 的 角速度 w 视 为 初始 条 件 ,考虑 系统 (包括 球 和 跳 重 ) 以 后 的 运动 .1 二 0 时 ,w 不 
与 系统 的 一 条 惯量 主轴 共 线 ,转轴 不 能 保持 原来 的 方向 ,或 者 说 w 将 随 t 发 生变 化 . 由 于 跳 
草 的 质量 比 球 的 质量 小 得 多 ,可 认为 球 心 是 系统 的 质心 ,以 后 的 运动 是 围绕 球 心 的 定点 转 
动 ,围绕 质心 的 定点 自由 转动 是 欧 拉 情形 . 由 于 系统 有 旋转 对 称 轴 , 取 适当 的 动 、 静 两 组 坐 


标 , 它 将 是 规则 进 动 ， 


取 图 7. 112 所 示 的 两 组 坐标 系 ,0872 为 静 系 ,5 轴 


沿 原 来 @ 的 方 癌 ,Ozyz 为 动 系 , 固 连 于 球 ,z 轴 通 过 跳 
重 的 新 位 置 ,1 二 0 时 ,zz 和 轴 共 面 ,图 7.112 夯 
的 就 是 1 二 0 时 的 情况 .z 轴 不 仅 是 惯量 主轴 ,而 且 是 旋 
转 对 称 轴 ,7 = 了 ;, 欧 拉动 力学 方程 为 


Tw — (Ti — I)w,w, = 0 (1) 
Tw,— (Ts— Ti)ww,= 0 (2) 
Iiw,.=0 (3) 
图 7. 112 由 式 (3) 积 分 得 
WW, 一 Wo 


代入 式 (1)、(2) , 联 立 两 式 消 去 w, 可 得 


。 546 。 力学 (上 册 ) 


w, 十 zw 一 0 
I 


其 中 0 


1 


2. ,这 里 1 3， 
一 Asin(f2t 十 a) (4) 
w, = 广 w, = Acos(f2 十 a) (5) 
欧 拉 运动 学 方程 为 
WwW 二 psinGsing 十 Ocosy 
wW, 一 psinbcosy — bsiny 
WW。 二 pcosb 十 J 
又 有 J 和 .J 一 Jswwo 为 常量 . 故 cos9 一 字 为 常量 ,9=0,,6 一 0 
欧 拉 运动 学 方程 在 此 情况 下 可 写成 
w, 一 Vsingusiny (6) 


w, = psinbocosy (7) 
比较 式 (4)、(5) 与 式 (6)、(7), 可 得 


由 图 可 以 看 出 , 当 


时 ,跳蚤 居住 的 小 房子 到 达 原 东 道 的 位 置 
今 球 的 质量 为 M 一 去 zrRsp(R 为 半径 ) 
1, = EMR: 十 mR? 《ma 为 跳蚤 的 质量 ) 


5 MR:, Wo 一 WoCcOS45°” 一 pa 


代入 R= 二 20cm,p 二 5g/cmi,m 二 10 gg,wo 二 2xrad/s, 可 得 1 二 4.7X10's. 

说 明 : 所 谓 “ 忽 略 小 跳 重 在 跳动 期 间 发 生 的 微小 进 动 *, 是 指 可 以 近似 采用 我 们 用 的 初 
始 条 件 . 实际 上 跳动 的 结果 不 仅 引 起 了 以 后 的 规则 进 动 ,也 使 上 一 0 时 的 角速度 偏离 了 
轴 方 向 ,因为 系统 的 角 动 量 是 守恒 量 ,跳动 前 后 均 沿 & 轴 方向 ,跳动 后 ,转轴 不 沿 惯量 主 
轴 , 角速度 方向 不 再 与 角 动 量 一 致 ,而 是 围绕 5 轴 ( 角 动量 方 癌 ) 做 进 动 .上 王 0 时 已 具有 了 
目 转 角速度 和 进 动 角 速度 ,它们 分 别 沿 = 轴 和 & 轴 方 向 ,角速度 方向 将 偏离 :< 轴 , 但 目 转 
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角速度 很 小 ,偏离 上 轴 也 很 小 ,所 用 近似 还 是 合理 的 . 
7.5.11 质量 为 M\、 半 径 为 R 的 均 质 球 固 连 在 一 根 长 度 为 必 R) 无 质量 的 刚性 杆 
的 一 端 , 球 可 以 绕 杆 自转 ,被 置 于 地 球 的 均匀 重力 场 中 , 球 和 杆 可 以 围绕 杆 的 另 一 只 做 无 
摩擦 定点 转动 . 知 此 杆 和 球 绕 竖 直 轴 以 不 变 的 角速度 w 转 动 ,方向 同上 ,没有 章 动 , 球 和 杆 
又 绕 杆 以 0 的 恒定 角速度 转动 , 方 同 沿 杆 指 问 外 , 求 章 动 角 0. 
解 ” 这 是 拉 格 天 日 情形 ,刚体 又 做 规则 进 动 , 且 有 旋转 对 称 轴 , 可 取 NKZ 坐标 系 ， 
Tw Tw, — Tfw, = M, 
1, w, 十 TO — Tfw, = M, (1) 
I, ww, + Ti(f0, — 0Q,w) = MM, 
注意 式 中 的 w 与 8 均 不 是 题目 中 的 w 与 ,这 里 的 0 是 NKZ 坐标 系 的 角速度 , 它 随 刚 体 进 
动 , 即 是 题目 中 的 w, 这 里 的 w 是 题目 中 的 wo 十 2, 不 要 混 消 .在 导出 对 本 题 有 用 的 公式 以 前 
都 不 改 用 本 题 的 符号 . 
一 般 情况 ,NKZ 坐标 系 还 随 刚体 进 动 和 章 动 ,不 随 刚体 自转 ,总 可 使 z 轴 与 入 轴 重 
人 和 
0. =0, 0,= 9sing, (2, 一 pcosb (2) 
w=9+6+y=A+y 
~—0i 十 psing7 十 (Cpcosb + OK (3) 
外 力矩 是 重力 产生 的 , 取 竖 直 向 上 为 & 轴 正 辣 , 设 质 心 的 坐标 为 (0,0,7)， 
M= lk x mg(— 6&) 


一 lk Xx (— mesin0j — mgcosOk) = megelsing (C4) 
将 式 (2)、(3)、(4) 代 入 方程 组 (1)， 
I,0 十 I,(9sing) (9 cos 十 j) 一 了 psingcosb 一 mpilsing (5 ) 
I 人 (psing) + Ti(pcos0) 0 — J,0(9cos0 + Y) 一 0 (6) 
d . . 
7， jCPCOsO 十 四) 二 0 (7) 


由 规则 进 动 ,0 二 0, 故 9 ==60 =0, 式 (5) 简 化 为 
7 3 PCDcos6 十 J) — PcosO, 一 mel 


今 ,= MR’+ MI’, 1:= MR:’ 
9 = WW， yf 一 02， Mt 一 MM 
代入 上 式 ， 
EMR’w(wcosb 十 2) 一 EMR’ + AM | wecosto = Meal 
< —— 
解 出 cosb = 2R°w0 一 5gl 


Sl? 
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9 Rwf? 一 gl 


td, = arc cos 
0 572co2 


7. 5.12 垃圾 箱 上 有 一 锥 形 盖 由 一 个 安 在 盖 中 


心 的 轴 支 承 着 . 假定 使 盖 的 圆锥 倾斜 ,并 使 它 很 快 地 绕 
自己 的 对 称 轴 旋转 ,如 图 7. 113 所 示 . 问 对 自 旋 方 向 w 
而 言 , 盖 进 动 的 方向 相同 还 是 相反 ? 并 求 进 动 角速度 . 

解 ” 方 法 一 :垃圾 箱 盖 具 有 旋转 对 称 轴 , 可 采用 
NKZ 坐标 系 , 取 z 轴 沿 对 称 轴 ,5 轴 竖 直 问 上 ,如 图 
7.114 所 示 ,图 中 CC 为 质心 , 设 离 固定 点 O 的 距离 为 . 


取 NKZ 坐标 系 , 可 使 mg、y、、z 轴 保 持 共 面 . ( 设 盖 的 


质量 为 m)， 
M=— lk x me(—~ b) 


—— {lk Xx (— mgsing 7j — mgcosok) = — melsingt 


用 上 题 得 到 的 式 (1)、(2)、(3)， 
10 十 了 Dsing(Cocosb 十 J) 一 了 gp sinGcosO 一 一 mglising 
(1) 


1 (gsing) 二 了 p06 cos0— 了 :3 bpcosb 十 从 一 0 (2) 


I SC (peosb 十 好 一 0 (3) 
由 式 (3) 得 
pcosb + Y= wo (4) 
因为 w 很 大 ,在 不 长 时 间 内 
J A CO 
近似 为 规则 进 动 ， 
6 2 0,,， 0 2 0， 0 


由 式 (1).(4)、(6) , 进 动 角速度 8 近似 满足 下 列 方程 ， 
了 D coOsO, 一 ,tw,o 0 一 MGL 一 0 


加 A 1 sw,o 十 入 T3wz0 十 471728Lcoswo 
12 “~ 


2J cos 
今 0<b4<< 了 > 故 cosg 盖 0, 从 用 沿 一 方向 可 知 p<0, 故 只 能 取 


A Two — VY Tsw’o 十 4limelcosto 


211icosto 
因为 很 大 ,由 式 (4) 和 式 (5)， 


(Wo S22 Ww 


< 


(5) 


(6) 
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Tiwio SS 4T1imeglcost, 
27 zaglcost 


2 .2 
1 swro 


| 


LA 37 ost [Ts 一 Ts ] 十 
24aglcosl mg! 
271icosg To， To 
从 上 往 下 看 , 目 转 做 逆 时 针 转 动 , 进 动 做 顺 时 针 转 动 ,两 者 转 网 相反 . 
方法 二 :用 高 速 陀螺 的 初级 理论 . 
因为 w 很 大 ,可 用 高 速 陀螺 的 初级 理论 ， 


T = Iwok 
dj 
dt 
dJ : : 
dz = w, X99 Xx Twrok = Tw PO Xk 
其 中 w 是 进 动 角速度 ， 
M=— XY (— ng Ct)=— melt XxX&k 
所 以 {swe 9 和 一 megl 
”mal mgl 
六 Two Tw 


7. 5.13 一 个 刚性 .方形 欧 无 质量 框架 包含 四 个 转动 着 的 圆 盘 , 如 图 7. 115 所 示 . 每 
个 圆 盘 的 质量 均 为 加. 转动 民 量 均 为 了 ,转动 解 这 度 均 为 oo. 框架 的 一 个 角 装 上 枢 轴 绕 文 
座 自由 地 转动 时 框架 是 水平 的 ; 求 进 动 角速度 ， 


度 为 0Q. 


4dme 


图 7. 115 
计算 四 圆 盘 对 O 点 的 角 动 量 , 先 计算 四 圆 盘 对 质心 C 的 角 动量 ， 
Jc =o ri XxX mF Xr) tt Too tr XxX mK Xx rr,) 
十 Twitrs XxX mk X rs) 十 Too 十 天 X mk X r) 
其 中 让 二 一 他 jr 二 全 =) = 代入 上 式 , 经 计算 得 
Jc = 二 21wo(i 十 站 十 mD’Qk 
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现在 计算 四 圆 盘 对 O 点 的 角 动量 ， 
J =J + OC x 4m(Qk x OC) 
=Jc + 4m[QkKCOC . OC) — OC OC . QR)] 
一 yc + 4m(OCYNK = 2To0li + 7)) + 3mD’AQKk 


dy _dJ 
dt dt + kx 


=0 + Qk x [2IwoGi + )) + 3mD’OK] 
= 21wol2( — 1) 
M =OC x (一 4mgk) 


= 十 万 Xx (— 4mgek) = 2mgD(j— iD) 


dy _ 

因为 =M 

有 所 以 21wof2(7 — i) = 2megD(— i 
0 — PE 


进 动 角速度 的 方向 竖 直 向 上 ,从 上 往 下 看 做 逆 时 针 转 动 . 

7. 5. 14 在 北纬 45" 处 ,将 一 个 回转 仪 安装 在 轴承 上 ,轴承 给 予 的 约束 使 对 称 轴 只 能 
在 水 平面 内 运动 ,此 外 ,无 其 他 外 力矩 . 考虑 地 球 的 目 转 , 证 明 对 称 轴 治 当地 的 南北 方 同 时 
的 运动 是 稳定 的 ,假定 转子 可 近似 为 一 个 薄 圆 环 ( 即 轮 辐 和 其 他 部 分 的 质量 可 和 忽略) , 求 对 
称 轴 围 绕 这 个 南北 方向 的 小 振动 周期 . 

解 ” 取 坐标 系 原点 O 在 转子 中 心 , 动 坐标 系 Oxyx 既 部 分 固 连 于 转子 ,z 轴 为 转子 的 
对 称 轴 , 又 部 分 固 连 于 地 球 ,x 轴 竖 直 问 上 . 转子 围绕 x、y、z 轴 的 转动 惯量 为 [iTi、\T;,z 
轴 与 正 北 方向 的 夹 角 为 0, 如 图 7. 117 所 示 . y 轴 、z 轴 和 南北 方 同 均 在 水 平面 内 . 

设 转子 的 自转 角速度 为 。, 转 子 的 角速度 为 

0i 十 wk 
转子 的 角 动 量 为 
7 = 1,0i+ Towk 

设 地 球 的 自转 角速度 大 小 为 0Q, 地 球 的 角速度 
为 

(2 =f2cos45% 十 {2sind5°(sin0] 十 cosok) 


= 0 + singj 十 cosOk) 


这 是 用 动 坐标 系 表达 的 对 惯性 系 ( 随 地 球 公转 的 平 
动 参考 系 ) 的 角 动 量 . 

动 坐 标 系 相对 于 地 球 的 角速度 为 9i, 对 惯性 系 
的 角速度 为 
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w=0 十 多 一 > 十 中 十 Qsing) 十 cosok) 


对 惯性 系 中 的 固定 轧 O 的 角 动 量 定理 
dJ 
dr = M (1) 
dy 
ddrt w XJ 


一 0 十 7 wk 十 | 0 十 中 十 0CGsinb/ 十 cosbb |>x (7 0i + Tswk) 


=|16 十 六 和 70wsing 有 十 M2 bcosg — Tao [M2o+ 0 | 


Kk (2) 


作用 于 转子 的 外 力 有 重力 和 轴承 处 受到 的 作用 力 , 重 力作 用 于 OO 点 ,对 O 点 的 力 窍 为 零 ， 
轴承 处 受到 的 力 是 使 转子 的 对 称 轴 限 在 水 平面 内 的 力 , 必 沿 x 轴 方 向 , 且 与 > 轴 相 交 , 故 
有 


十 no 一 一 村 


M, 一 0 ， M, 二 0 (3) 
用 式 (1)、(2)、(3), 写 式 (1) 的 三 个 分 量 方程 ， 
1 + YI,Qwsing 0 (4) 
na gcosb -一 ro| 40 十 | 一 人， (5) 
To 一 0 bsing = 0 (6) 


可 以 看 出 , 当 0==0,0 ==0,9 二 0,w 二 常量 时 , 式 (4)、(5)、(6) 均 能 满足 . 说明 这 种 运动 是 存 
在 的 . 
对 于 9 很 小 的 运动 ,sin96~z0,6 ,9 均 为 一 级 小 量 ,由 式 (6) 可 知 w 也 是 小 量 ， 
w 一 w, 十 €， e 为 一 级 小 量 ， 
在 上 述 运 动 (9 二 0、w 二 wo) 受 到 微 扰 时 , 式 (4) 保 留 一 级 小 量 的 方程 为 


1,0 十 ¥ 217,00 一 0 
六 十 0 -~ 
这 是 一 个 简 谐振 动 的 微分 方程 ,g 将 继续 保持 为 小 量 ,这 就 证 明了 了 上述 运动 是 稳定 的 
小 振动 的 角 频率 为 人 pu 
小 振动 周期 为 T=2r /了 
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车 把 转子 近似 为 薄 圆 环 , 设 质 量 为 zw、 半径 为 及 , 则 = 坟 mR*,1s 一 mR 
2 
V ~ 2 fwo 
7.$.15 一 个 有 固定 点 的 重 对 称 陀螺 ,以 恒定 的 角速度 2 绕 竖 直 轴 进 动 , 章 动 角 为 
0 不 变 , 陀 螺 质 量 为 m, 质 心 离 固定 点 的 距离 为 h, 对 固定 点 的 三 个 主 转动 惯量 为 1、1;= 
I 和,, 求 自转 角速度 
解 取 6 轴 竖 直 朵 上 9 之 轴 沿 对 称 轴 » 
M =hk x (— mg &) 
~hk x (— me)(sinOsingi 十 sinCcosWyy 十 cosok) 
~meghsintcosgi — mghsin0sing] 


了 一 


Tw — (Ti — Tww, 一 Mghsinbcosy (1) 
Tiw,— (Ts — Ti)ww;, =—=— mghsinOsing 
1 ou. 一 0 (2) 
由 式 (1)、(2) 可 得 
Tw 一 (Ti ~— Ts)w,wo = mghsinbcosy (3) 


w, = gsinbsing + bcosy 
w, 一 gsingcosy 一 jsiny 
w, 一 Yeosb 十 
今 p 二 ,9 二 0 不 变 , 即 9 =0, 则 


uv = {sinOosinyg 


w, = {2sinOocosy (4) 
w, = fcosOo + y (5) 
w, — VDsinbucosb Y (6) 


将 式 (4)、《5)、(6) 代 入 式 (3), 并 代入 9=0， 
TN sinOocosy — (I) — 1,)fsinOocosy (fcosO,o 十 J) = mpghsin0ocosy 
可 解 出 
$= [Cn 一 7)22cosg 十 mghj/T0 
7. 5.16 六 个 质量 均 为 m 的 质点 位 于 三 个 长 度 为 2 互相 正 交 的 无 质量 的 刚性 杆 的 
两 端 ,如 图 7. 118 所 示 . 绕 O 点 做 无 摩擦 定点 转动 . 要 使 此 系统 能 绕 竖 直 轴 ( 妈 6 二 0) 稳 定 
地 自转 ,其 自转 角速度 ; 应当 多 大 ? 
解 ” 以 固定 点 O 为 原点 ,选取 两 组 坐标 系 , 静 系 8 轴 竖 直 向 上 , 动 系 z 轴 沿 旋转 对 称 
轴 ， 
了 一刀 二 和 (20)2 + 2me? 十 212(AA 2 71)? = 10zzl3 
7 = 47120 
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M =lk Xx (— 6mg) 
一 上 大 X (— 6mg) (sinOsingi 十 sinGcosyi 十 cosok) 
~6meglsinGcosgi 一 6melsindsingj 


由 欧 拉 动力 学 方程 得 
10 wy。 一 6w,w, = sinbcosy (1) 
10 wy 十 6w:w; 一 一 singsiny (2) 
ww 一 0 (3) 图 7. 118 
式 (1)Xcosy 一 式 (2) Xsiny ,得 
10 wcosyd — 10w,sing — 6w,wcosy 一 6w,wsing = sing (4) 
w, =—9singsinyg + 0 cosy (5) 
w, =9sinbcosy 一 0 siny (6) 
w, = psinGsinyg + p60 cosOsing 十 py sinGcosy + 0 cosy — 0 ysiny (7) 
w, 一 PsinGcosy + 6 cosOcosy + py singsing 一 0 sing — 0 Ycosy (8) 
式 (7)Xcosy 一 式 (8)Xsing ,得 
wcosy — wsing = pgsin0 + 0 (9) 
式 (6)Xcosy 十 式 (5) Xsing ,得 
wcosy + wsing = Psinb (10) 
用 式 (3) 得 
W, 一 (Wo (11) 
用 式 (9)、(10)、(11), 式 (4) 可 改写 为 
50 + 5 09sing — 3 pwwsing = Esing (12) 


该 进 动 角速度 p= 二 w, 自 转角 速度 J 二 ;, 要 绕 竖 直 轴 (0 二 0) 稳 定 地 自转 ,偏离 9 二 0 要 很 
小 ;sinE0 ,coOsO~1. wo =— pcos0 十 J 之 w 十 s. 
在 9 很 小 时 ,区 (12) 在 代入 上 述 各 近似 式 后 得 


50 十 ?us 一 3w? — SB 0=0 
在 9=? 稳定 自转 ,要 求 自转 角速度 * 满足 下 列 关 系 : 


2ws 一 3w’ 一 8 >>0 
3 38 
5 全 2 忆 十 p01 
w 是 进 动 角速度 ,满足 上 式 的 自转 角速度 可 保持 在 6=0 附近 运动 . 
7. 5. 17 证 明 上 题 的 转动 系统 围绕 O 点 做 规则 进 动 时 ,如 章 动 角 为 60°, 则 角速度 在 
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对 称 轴 上 的 分 量 不 小 于 和 / 2， 
证 明 用 上 题 导出 的 式 (12)， 
50 十 5puwsing — 3 oosinl 一 sinb 
今 做 规则 进 动 ,9 二 0, 且 有 0 一 60"， 
5 9 — 3 puso = (C1) 
wn 一 纱 十 geos60" 一 少 十 方 史 


$=—wo— 9p (2) 
将 式 (2) 代 入 式 (1)， 


9 要 有 实数 解 必须 其 系数 满足 下 列 不 等 式 ， 


oy 4 一 冯 [ 一 萌 > 


所 以 oo 站 /2 


7. 5. 18 一 个 由 四 叶片 螺旋 浆 推 进 的 飞机 ,相对 于 惯性 系 以 不 变 的 角速度 0 在 一 个 
水 平 圆 周 上 做 逆 时 针 飞 行 (从 上 方 看 ) ,螺旋 桨 以 不 变 的 角速度 wo 做 顺 时 针 旋 转 ( 由 驾驶 
员 看 ). 要 保持 这 样 的 飞行 ,轴承 加 在 螺旋 桨 上 的 力矩 应 多 大 ? 方向 如 何 ? 

解 方法 一 :螺旋 奖 为 系统 ,坐标 系 原 点 在 螺旋 桨 的 中 心 ,z 轴 沿 对 称 轴 ,zy 轴 在 时 
片上 ,Ozyz 固 连 于 螺旋 桨 . 

螺旋 桨 的 角速度 由 两 部 分 组 成 :一 部 分 是 目 转 角速度 w, 另 一 部 分 是 做 水 平 圆周 运动 
的 角速度 2. 

中 心 主 转动 惯量 为 

i=1,, 1,= 21, 
为 了 不 发 生 螺旋 桨 的 角速度 与 上 述 的 自转 角速度 混淆 ,我 们 用 表示 螺旋 桨 的 角速度 . 
欧 拉 动力 学 方程 为 


-1 ww 十 Tw 一 M., (1) 
7 ， ww -一 Tw' co ~ 一 M, (2) 
21) ww 一 M. (3) 


系统 的 运动 是 已 知 的 , 今 w= 二 ww, 取 时 间 的 零点 ,可 把 Wz sy 与 成 
ww = fsinewt 


w', = {lcoswt 
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写 上 述 两 式 时 ,考虑 到 题目 中 讲 的 “ 昌 旋 桨 以 不 变 的 角速度 w 做 顺 
时 针 旋 转 ” 图 7. 119 中 画 出 了 t 一 0 时 驾驶 员 看 到 的 zy 轴 的 位 置 ， 
>y 轴 坚 直 辣 上 . 
wi = fwcoswt = ww', 
Ww, =— fwsinwt 一 一 ww x 
将 wy 及 ws 二 代入 式 (1)、《2)、(3), 得 图 7. 119 
M; = 21w%w, = Twow', 
M, =— 2Tww', = — Tyww', 
M,=0 
M = Tww i — Tww,j 
因为 0 = wi + wj 
w = wk 
DX w= wi 和 tw) Xx wk = wo i Oo wj 
所 以 M= XI1,ow 
0 方向 竖 直 向 上 ,w 方 向 向 前 , 故 H 的 方向 在 驾驶 员 看 来 是 向 左 的 ,从 上 往 下 看 ,飞机 在 
水 平面 上 做 逆 时 针 的 圆周 运动 ,因此 M 的 方 同 指 同 圆 形 轨 违 的 中 心 . 
M = 二 wf2 (因为 人 | w) 
方法 二 ;直接 用 角 动 量 定理 的 矢量 式 更 加 简单 ， 
一 六 人 十 7w 


Co 


= 二 xXJ=0x1w 


M = ,wf) 
说 明 :我 们 采用 的 是 质心 平 动 参 考 系 , 虽然 它 是 非 惯 性 
* 系 , 但 在 这 个 参考 系 中 对 质心 的 角 动量 定理 有 与 对 惯性 系 中 
的 固定 点 的 角 动 量 定理 不 仅 有 相同 的 表达 式 , 而 且 无 需 考虑 
惯性 力 . 因 此 ,以 上 两 种 方法 求 得 的 力矩 均 是 真实 外 力 的 力 
矩 . 

7. 5. 19 ”一 个 高 度 为 底面 半径 为 a、 质 量 为 m 的 均 质 
mg 正 圆 锥 绕 其 顶点 做 规则 进 动 ,对 称 轴 与 铝 垂 线 的 夹 角 为 6， 

° 围绕 对 称 轴 的 角速度 为 0, 求 进 动 角速度 ww 
解 ” 由 7. 2.7 题解 得 的 关于 图 7. 120 中 吾 点 的 惯量 张 


力学 (上 册 ) 


。 DODb， 
Ln(3a? 十 2 有 2 0 0 
20 
ICB) = 0 som(3a’ 4+2h) 0 
3 ， 
0O 0 10724 


取 对 称 轴 为 > 轴 , 质 心 C 的 z 坐标 为 


_1r 2 | 2 
Zz。 二 | or ztana) zdz 一 me™ tan’a 


其 中 a 为 正 圆锥 的 半 顶 角 ， 
m 一 | pr Cztana)’ds 一 sorhitan’a 
所 以 ze 一 pe 


因 > 轴 对 C 点 和 O 点 都 是 惯量 主轴 ,而 且 是 旋转 对 称 轴 , 对 C 点 和 O 点 ,与 = 轴 垂 直 
的 轴 都 是 惯量 主轴 ,先后 用 平行 轴 定 理 ,依次 可 求 出 关于 C 点 和 O 点 的 惯量 张 量 ， 


1 C30? 十 2h2) 一 mw 和 | 0 0 
20 4 
1(C) = 0 1 ,C307 十 2h*) 一 ml 和 | 0 
20 4 
3 ， 
0 0 ] 0724 
工 和 (1222 十 3723 0 0 
80 
_ 了 2 2 
一 0 0 124 十 3h ) 0 
3 ， 
0 ‘) ] 6272 
L120: 十 2h?) 十 ml 3 l 0 0 
80 : 4 
了 2 2 3,1° 
1(O) = 0 m(l2a 十 3) 十 7 h 0 
80 4 
3 2 
0 0 107224 
3 (Ca? 十 472] 0 0 
20 
— 0 3m(ar 4h) 0 
20 
3 ， 
0 OU 10720 
欧 拉动 力学 方程 为 
3 ,， 2 EE 3 2、 3 2 | 加 
2G72 《4 十 4h“) oo， 2072 《4 十 4 站 ) 10224 ww 一 MM, 
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一 ] 


2 ys Do 3 2 _ 
mt(a’ 十 4h°) w, | ma 207. (a + 4h7) Josw, = M, 


其 中 


可 得 
WwW 一 (Wo 
(a2 十 482) w, 十 〈a2 一 4h’)wow, 一 5ghsinGcosy, 
(a” 十 4h:) w, — (a — 4h’)w.ow, 一 一 Sghsindsing 
欧 拉 运动 学 方程 
w. 二 psingsiny/ 十 Gcosy 
ww， 一 gsinGcosy 一 psiny 
w, 一 乡 十 pcosb 
w, 一 psinbsiny 十 90 costsinyg 十 pysinOcosy 十 9 cos 几 一 6 ysiny 
w, — 9 singcosy 十 pgcosgcosd 一 pwsinbsiny 
一 Gsiny, 一 0 gcosy 
Ca’? 十 4j2) ppsing + (a? 十 4h) 0 十 (a2 一 412)w psing = 5ghsing 
今 为 规则 进 动 , 9 =0,0=0。,g 二 0, 要 求 g 即 ws, 代入 上 式 , 得 
(a° 十 4h’)w,f2sinO, + (a?— 4h° )w, (02 十 wcosto)sinO, = 5ghsinOt, 
整理 后 得 
(& 一 4h’)sinOocosOow? 十 (2a “fsinbgo)w， 一 5ghsin0 = 0 
(a — 4h’)cosOow? 十 2a2zDw， 一 5gh=0 
2 人 12 士 \Wa4022: t+ 5gh(a:— 4h’° )cosD 
P 《47 一 acosO。 
7. 5. 20 一 个 半径 为 a 的 均 质 圆 盘 围绕 其 对 
称 轴 的 角速度 为 Q, 同 时 对 称 轴 又 在 水 平面 内 围绕 
坚 直 轴 做 进 动 , 若 圆 盘 的 中 心 离 固 定点 O 的 距离 为 
1 如 图 7. 121 所 示 , 求 进 动 角速度 w，. 
解 ” 方法 一 : 取 圆 盘 的 对 称 轴 为 z 轴 ,t 轴 竖 直 
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向 上 ,0 一 ， 
1， _ 1， 
1 = 1, = md mt’,， 1, = ud 
4 2 
由 欧 拉动 力学 方程 ,可 得 


| -aa 十 ma mw 一 me 一 La? ww 一 mglsindcosy (1) 


| Tma’ 十 md? ww, 十 ml 一 二 aa mw; 一 一 Mglsingsiny (2) 
ws- 一 0 (3) 
欧 拉 运动 学 方程 
w, = psinbsing 十 bcosy (4) 
w, = psinbcosy 一 Osing (5) 
w, = + pcosb (6) 


像 上 题 那样 ,用 式 (1)、(2)、(4)、(5) 及 式 (4)、《5) 对 z 求 导 的 式 子 ,可 得 
| 二 aa 十 ml (6 十 pwsinb) 一 mf 一 ma 


pwssing = mpglsing 


考虑 规则 进 动 , g =0, 且 9 二 ,一 2, 再 积分 式 (3) ,用 式 (6) 和 9 二 -得 到 的 wo- 一 wo 一 4 


二 ma + ml Q9— ml 一 ma No= mgl 
i109= gl 
2 
\ " 2gl 
所 以 wp = P= 0 


9 之 0 说 明 w, 的 方向 竖 直 向 上 ， 
方法 二 :直接 用 角 动 量 定理 的 矢量 式 比 较 简 单 . 
J = Tiw, 十 102k 


LAN ,Xk= TNot xk 


M=lk Xx (— mgt)=melt Xx 


dy 
di 
所 以 Tw 入 义 天 一 Mg Xxk 
ago = meal 
EL mat _ 28L 
A 1T02 1 力 Q202 
omad 


2g1 
wp 一 nb 
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7. $5.21 一 个 有 旋转 对 称 轴 的 刚体 质量 mx 二 1kg , 绕 对 称 轴 上 一 点 做 定点 转动 ,对 此 
点 二 个 主 转动 惯量 分 别 为 了 用 = 二 1 一 ]kgm’ 7 一 2kgm2 ,质心 离 固定 点 的 距离 一 0. 2m yt 一 


0 时 ,=0, 加 王 100s-1,0 一 2s-10 一 30", 质 心 位 于 固定 点 的 上 方 , 求 运动 中 章 动 角 的 上 


下 边界 ,并 画 出 对 称 轴 上 一 点 在 空间 中 摘 绘 出 的 曲线 的 草图 ， 


解 ”定点 转动 的 刚体 具有 旋转 对 称 轴 ,可 以 取 NKZ 坐标 系 ,此 坐标 系 的 z 轴 为 对 称 
轴 ,坐标 系 随 刚体 进 动 和 转动 ,z 轴 与 N 轴 (zy 平面 与 6 包 平 面 的 交 线 ,nm 与 XK 的 方向 


一 致 ). 设 0 为 坐标 系 的 角速度 , 则 
0 一 外 十 sing1j + pcosOk 
刚体 的 角速度 
wow 一 ?十 9 十 少 = 0 十 少 
—0i + psingj + (pcosbg + WK 
刚体 对 固定 点 的 角 动 量 
一 os 十 Lo + {wk 
刚体 对 固定 点 的 角 动 量 定 理 , 用 NKZ 坐 水 系 表达 为 
| ws + fy 一 和 Oo = M。 
- Tw, + Tw — Tw, = M, 
| fs we + Tw fw) = M, 
因为 z 轴 总 与 8 轴 垂 直 ， 
和 = sin0j 十 cosOk 
刚体 受到 的 外 力矩 仅 由 重力 引起 , 取 & 轴 竖 直 向 上 ， 
M =ik xX (— mg 6) 
一 /大 Xx (— msesingj — mgecosok) 
~mpelsing 
将 式 (1)、(2)、《4) 代 入 方程 组 (3) ,得 
1 b 十 TiCpsing) (pcosl 十 由 一 7 o sinGcos0 一 mpgtsing 


了 和 (psing) 十 7(PcosD) 0 一 1; blecosl 十 办) 一 0 


d . . 
由 式 (7) 得 


pcosb 十 Y= wo 
将 上 式 代 入 式 (6) ,然后 两 边 乘 以 sin6, 可 写成 全 微分 形式 ， 


Tising $9 sing) 十 4 psingcosb 0 — J ,two bsing = 0 


即 和 gsin?0 十 Tsw.oc0s0) 二 0 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
(6) 


(7) 


(8) 
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1 gsin?0 十 [wocos0 二 a (9) 
x 为 常量 ,也 可 用 J 在 & 轴 的 分 量 J 为 守恒 量 得 出 ， 
J * t= Tw,sin0 + Twocos0 = a 


式 (5)X0 十 式 (6) X gsin0, 可 得 
1,00 + I gsing 和 (ysing) = mgl bsing 
积分 上 式 得 


pA 十 li Gsin’g 一 一 mglcosb +h (10) 


其 中 有 为 常量 ,h 与 机 械 能 有 关 ,两 边 加 六 Tao&, 则 有 


六 和 十 广 厂 Yisin2g + 方 Taog 十 mglcosg 一 户 十 pp wo 二 (11) 


声浪 前 三 项 是 刚体 的 动能 ,第 四 项 为 妆 能 , 故 五 为 机 械 能 . 
用 式 (9) 解 出 p, 代 入 式 (11) 得 


. — J,w, py? 
六 0 十 0 十 六 Ta 十 mglcos0 一 天 (12) 
邻 二 cos0, 则 一 一 sing 6=—~v 1 一 cos260 一 一 、/ 1 一 xz6 
， u 
0 = (1 一 uy) 
引入 wx 一 cosg 和 0 二 一 zii， 可 将 式 (13) 变 量 u 和 z& 满足 的 方程 , 解 出 xz 得 
WU 一 op 一 2mglu — Twio) 一 (aq — [wou)’ 
1 1 
1 四 2 py 1 了 
~ (2E 一 2mpelu — Twi0) 一 72° 一 oo) =0 (13) 


即 可 求 出 0 二 0 的 两 个 值 ,因为 w= 二 cos0, 也 就 得 到 了 章 动 和 角 的 上 下 边界 . 


今 T=1lkgm’,Is=2kgm’,m=1kg;/= 0. 2m ,st—0 时 ,mw 一 0, 加 一 100s-1, 0 一 2s-1,0， 


一 30",r. 一 大 (质心 在 固定 点 的 上 方 )， 
由 式 (8)， 


wo 一 J 十 cosh, 一 100s 一 
由 式 (9)， 


a = I, msin20, 十 Tancosb = 173. 2kgm’s | 
由 式 (11)， 
1 


E = 3 0 + Ti wsin20, 十 Tsw%) + mglcosb, = 1.000 x 10'Nm 


由 式 (13)， 
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(] — 4u:)(7.370 一 3.92x) 一 (173. 2 一 200u)’? = 
用 逐 级 近似 法 可 求 得 
ui 一 0. 8609， us 一 0. 8709 
相应 的 
0, = 30. 58°, 0, = 29. 44° 
由 式 (9) 可 算出 在 两 个 章 动 角 边 界 时 的 进 动 角速度 为 
Gp(01) = 3. 94s 一 1， Pp(0,) 一 一 4.06s-1 


注意 ;在 gs 即 0.,p<0; 在 0. 即 0,o>0. 对 称 轴 上 一 点 
在 空间 描绘 出 的 曲线 的 示意 图 如 图 7. 122 所 示 , 注 意 箭头 
方 同 . 

7.$. 22 求 上 题 的 刚体 运动 中 最 小 的 自转 角速度 及 
其 相应 的 章 动 角 . 


解 ” 由 上 题 式 (9)， 
站 psin2g 十 TiwscosO = a 图 7. 122 
， Qo 一 :cocost oa 一 Tw,ou 
Tsing ~ TC —w’) 
由 上 题 式 (8) ,并 代入 上 式 ， 
b= 00 — He = 00 — 


| 一 (a — Tswou) ] -|= 0 


经 计算 可 得 
— |au’ — 213wou 十 a 二 0 


4 (Lew, 土 入 T3cwzo 一 a 
上 题 已 算得 -一 100s-1， a=173. 2kgm’s-! 
题目 给 出 的 “六 =2kgm2 代入 上 式 得 

u = 0.5774 及 w= 1.732 

zj 一 |cos0| 委 1 只 能 取 x 王 0. 5774， 

一 afccos(0, 5774) = 54. 73? 
这 个 章 动 角 已 超出 了 上 题 算出 的 章 动 角 的 取 值 范围 ,说 明 无 极 值 

用 章 动 角 的 上 下 边界 相应 的 两 个 x 值 代 入 一 [ee 一 27swx 十 四 均 得 大 于 零 ,说 明 Y 在 

运动 所 允许 的 x 取 值 范围 内 是 随 w 的 增 大 而 单调 递增 的 , 故 在 x 的 最 小 值 处 ,% 有 最 小 值 . 
即 在 w= 二 wi 二 0. 8609,0 王 0 一 30. 58° 时 ， 


”wo _] 
Vp 一 Vi 一 Wo 1 1 wi 0.0s 
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由 于 在 刚体 运动 范围 内 ,y 随 29( 或 zx) 单调 变化 (无 极 值 ) ,可 计算 章 动 角 的 上 下 边界 处 相应 
的 % 得 到 上 述 结论 ,在 9=9,==29. 44°,g 二 wor 一 103. 5s-. 
7. 5$. 23 一 个 有 旋转 对 称 轴 的 刚体 ,质量 m==10kg, 绕 对 称 轴 上 一 总 做 定点 转动 ,对 
此 点 三 个 主 转动 惯量 分 别 为 五 王 关 =1kgm” ,13 二 2kgm’ ,质心 离 固 定点 的 距离 /二 0. 1m， 
位 于 固定 点 的 上 方 ,一 0 时 , qv 二 一 10s-1,y 二 100s-1,06 二 0,0。 二 30". 求 运动 中 章 动 角 的 
上 下 边界 ,并 画 出 对 称 轴 上 一 点 在 空间 中 描绘 出 的 曲线 的 草图 . 
解 由 7.5.21 题 的 式 (8) ,有 
wo 一 内 十 Jocosb 一 100 十 (一 10)cos30* = 91. 34s™! 
由 7.5.21 题 的 式 (9)， 
a 一 已 msin20。 十 TwocosOo 
--1 . (— 10) (sin30°)? + 2.91 + 34cos30° = 155. 7Kgmz2s-1 
由 7. 5. 21 题 的 式 (11)， 


FE = B+ 1 sin’0, + Twi) + mglcosO, 


= 地 [1 X (一 10)°sin°30° 十 2X(91.34) 二 10 x 9.8 x 0,1cos30° = 8364Nm 


由 7. 5. 21 题 的 式 (13)， 
1 TT us 多 2 
一 (2 到 本 2mgiu -一 I ,wzo) -一 (a -一 ,wou ) 一 
7 1 fi 
可 得 
23 一 1705x 十 2902zx 一 1235 一 0 
题目 给 出 的 0=0, 二 30" 时 ,0 二 0, 显 然 是 章 动 角 的 一 个 边界 ,因此 二 cos30° 二 0. 8660 必 为 
上 和 式 的 一 个 解 ,用 1 一 0.866 除 上 式 ,得 
u’ — 1704u 十 1426 = 二 0 
u 一 852 一 人 (852) — 1426 = 0.8373 
已 将 另 一 个 w 六 1 的 解 售 去 , 故 另 一 个 边界 为 96 二 arccos0. 8373 二 33. 15* 
由 7.5.21 题 的 式 (9)， 
* 位 一 {Twocosg 
了 一 Tsin’:0 
可 算出 
p(0) | g= 30° 一 一 ]0.0s 


pO) -3 1 一 9.2s 一 
对 称 轴 上 一 点 在 空间 中 描绘 出 的 曲线 的 草图 如 图 7. 123 所 
示 , 与 7. 5. 21 题 的 曲线 相似 . 
7. $5. 24 一 个 有 旋转 对 称 轴 的 刚体 质量 x 二 1kg, 统 
对 称 轴 上 一 点 做 定点 转动 ,对 比 点 三 个 主 转动 惯量 分 别 为 


图 7. 123 
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六 一 六 一 1]kgm ,7 一 2kgm ,质心 离 固定 点 的 距离 /二 0. 5m ,位 于 固定 点 的 上 方 ,一 0 时 ， 


po 二 0,%o 二 100s-1,0o 二 10s-1,0。 一 60°. 求 运动 中 进 动 角速度 的 最 大 值 和 最 小 值 (考虑 代数 
值 ) ,它们 相应 的 章 动 角 为 何 值 ? 在 此 两 时 刻 , 自 转角 速度 多 大 ? 
解 ” 由 7. 5. 21 题 的 式 (8)， 
wo = fo + Heost, = 100 + 0 = 100s™! 
由 7. 5. 21 题 的 式 (9)， 
a = 1, msin20, + Tosocosg 一 0 十 2 x 100c0s60° = 100kgm’s™! 
由 7. 5. 21 题 的 式 (11)， 


E = G3 + 1, Hsin?0, + Lsw%) + mpglcosO, 


= [1 x 10? 十 0 十 2 X (100):] 十 1 xX 9.8 xX 0.5c0s60° 


一 1. 0054 X 10‘kgm 
由 7. 5. 21 题 的 式 (13)， 
] 一 2 


1 


(2E — 2mglu 一 Tswro) 一 冶 ( — Jwou): 一 0 
可 得 
us 一 4092. 7u’ 十 4080. 6u 一 1009.4 一 0 
由 逐步 逼近 法 解 得 
ui 一 0.4553， 0 = 62. 92° 
us 一 0.5426， 0, = 57.14° 
由 7. 5. 21 题 的 式 (9)， 


付 ”一 Iwou 


FT 7 — wi) 
求 g(u) 的 极 值 位 置 ， 
dp Two a dwou ， 
x (1 w’) TO — wy) 2u) = 0 


一 人 | 一 2 ) 十 27 (a -一 Tw.ou ) 一 0 
~ alou’ 十 2ax 一 7awco = 0 


所 以 (2a)2 一 4C— Tw0)(— Tw0) = (2 X100) 一 4X(2X100) < 天 0 
52 = 0 无 实 根 , 故 在 ww<u<us 间 9 无 极 值 ,pos 和 gom 必 在 “或 2 的 上 下 边界 ,分 别 计算 9 


(名 .2(2) 可 知 ， 
在 一 0 一 62. 92°, 


二 


p= rx = 11. 28s™! 
在 0 一 0 一 57. 14 ， 


= Grin 一 一 12.07s-1 
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由 7. 5. 21 题 的 式 (8) 得 
y = Wg 一 Dcosb 
$01) = 100 一 11.28 X 0.4553 — 94. 86s™! 
$0s) = 100 — (— 12. 07) X 0. 5426 = 106. 5s-! 
7. 5. 25 求 上 题 运动 过 程 中 自转 角速度 的 最 大 值 ， 
解 ” 在 7.5.22 题 已 由 
J) = ws 一 ee - 


] 一 8 


dy _ 
dx 一 


得 出 % 的 极 值 位 置 在 


“= [Low 4 VI — ee 
代入 了 = 二 2kgm’ ,ww 二 100s 1!,a 二 100s !, 舍 去 之 1 的 解 ， 
u 一 0.2679， 0 = arccosw 一 74. 46° 
已 超出 运动 中 章 动 角 的 取 值 范围 ,说 明 在 运动 中 ,ywwx 只 能 出 现在 章 动 角 的 上 下 边界 , 比 
较 g(0,) 和 yg(9,) 是 找 gwwx 的 最 简单 的 办 法 ,上 题 已 算出 Jy(91) 和 J(0,) ,可知 
is = pO) = 106. 5s-: 

7. 5. 26 ”在 一 个 绕 铅 直 轴 以 恒定 角速度 0 转动 的 水 平面 上 , 置 一 个 质量 为 m、 半 入 
为 a、 围绕 过 球 心 的 任何 轴 转 动 的 转动 惯量 均 为 了 的 球 , 球 与 水 平面 间 的 摩擦 力 使 球 在 水 
平面 上 做 纯 滚 动 . 证 明 ;不 论 给 球 一 个 什么 样 的 初始 条 件 ,在 静 参 考 系 中 , 球 心 必 做 圆周 运 
动 , 且 做 此 圆周 运动 的 角速度 w 仅 与 转动 平面 的 角速度 以 及 球 的 质量 分 布 有 天, 共有 下 
式 


证 明 用 静 参 考 系 ,并 取 静 坐标 系 , 其 原点 O 取 在 转动 的 水 平面 的 固定 点 ， 
水 平面 上 的 P 点 对 OO 所 的 位 秋 为 ro, 其 速度 为 
vp =AAxr 
设 1 时刻 , 球 心 的 位 矢 为 r, 球 心 的 速度 为 i , 则 此 刻 , 球 与 水 平面 接触 点 ( 因 球 做 纯 深 
动 ,此 接触 点 既是 球 上 的 点 ,又 是 水 平面 上 的 点 ) 的 速度 为 
v, 二 FwXxXR 
其 中 w 是 球 的 角速度 ,R 是 接触 点 对 球 心 的 位 矢 ， 
r+-woxR=0xr 
上 式 等 号 两 边 对 1 求 导 ,注意 0 一 0, 丸 一 0， 
r+-wXxXR=A0xr (1) 
由 质心 运动 定理 ， 
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M 六 一 天 (2 ) 
F 是 作用 于 球 的 摩擦 力 . 
在 质心 平 动 参 考 系 中 对 质心 的 角 动 量 定 理 
~Jw—~RXF (3) 


由 式 (2)、(3) 消 去 FF, 然后 解 出 w， 


w= TRXY (4) 
将 式 (4) 代 入 式 (1)， 
r+ TRXY) xR=0xi 
因为 (RX 7F)XR=7Y(R.R)— RC(R.7Y)=7R:=ar 
上 式 可 改写 为 
2 
I+) r=0xi (5) 
式 (5) 两 边 点 乘 了 ,… 混 合 积 Fr。(O Xr)==0, 可 得 
六 .一 0 
所 以 六 |r 


球 心 的 加 速度 与 球 心 的 速度 垂直 ,说 明 质心 加 速度 只 人 法 向 分 量 ,没有 切 向 分 量 , 球 心 的 
速率 不 变 , 即 |7|== 和 常量 . 
式 (5) 两 边 大 小 相等 ， 


+ 时 J17l=10xil= Qi C6) 


这 里 用 了 0 六 与 7 的 夹 角 为 了 ,Sin 一 一 1. 


前 已 证 明了 | 站 一 常量 ， 则 由 起 (6)， 因为 Q17| 一 常量 ， 
| 7| 二 篆 量 
7 只 有 法 向 加 速度 ,上 式 也 说 明了 法 向 加 速度 不 变 . 由 速率 .法 向 加 速度 和 曲率 半径 之 则 
的 关系 , 因 速 率 和 法 向 加 速度 均 不 变 ,可 得 出 曲率 半径 不 变 ,这 就 证 明了 球 心 将 围绕 一 个 
固定 的 中 心 做 圆周 运动 ,我 们 用 的 是 静 参 考 系 ,又 用 静坐 标 系 表达 ,这 固定 的 中 心 当然 是 
对 静 系 而 言 的 ,但 固定 的 中 心 一 般 不 会 是 水 平面 的 固定 点 ,与 所 给 的 初 条 件 有 关 ， 
下 面 接着 求 球 心 做 圆周 运动 的 角速度 we. 
球 心 既 作 圆周 运动 ,其 位 天 可 配 成 
六 一 ro 十 P 
其 中 O' 是 静 系 中 的 固定 点 ,po 是 球 心 对 O' 点 的 位 矢 . 取 CO 点 为 球 心 做 圆周 运动 的 中 心 , 则 
2 就 是 所 做 的 圆周 运动 的 半径 . 


*。 566 ， 力学 (上 册 ) 


i:=io+p=p=wxp (7) 
FF = (wo Xp)— Xp+oxp : 


一 志 、 X (cu 和 X po) -一 CO (CU ” 2) TT p(w. ” w. ) 


= wp (8) 
这 里 用 本 op * pp 一 中. 
将 式 (7)、(8) 代 入 式 (6)， 
2 
1 + pl= Ql xp 
+ wip = fw.p 
1 

i ma” 

17 


初始 条 件 不 同 , 球 心 做 圆周 运动 的 中 心 不 同 ,圆周 运动 的 半径 也 不 同 , 球 心 做 圆周 运动 的 
速率 不 同 , 但 做 圆周 运动 的 角速度 是 相同 的 ,与 初始 条 件 无 关 , 它 只 决定 于 水 平面 的 转动 
角速度 和 球 的 质量 分 布 2 ,对 于 均 质 球 ,7T= 全 maz,ze 一 互 ;对 于 均 质 薄 球 壳 ,一 
2 ma?,m4 一 写 . 两 者 未 也 是 因为 质量 分 布 所 致 . 虽然 ,这 两 种 情况 有 2 -等 于 一 个 与 质量 
m 和 球 的 半径 a 无 关 的 数 ,但 不 能 说 “ 球 心 做 圆周 运动 的 角速度 和 球 的 质量 、 球 的 半径 者 
无 关 , 质 量 分 布 不 同 , 只- 等 于 不同 的 数 ”, 例 如 内 半径 为 5、 外 半径 为 a 的 均 质 球 壳 的 2 
既 写 5 有关 又 与 a 有 天. 

7. 5.27 半径 泡 a.、 贡 量 汶 m 的 球 在 半径 为 5、 内 面 粗粮 的 固定 竖 直 圆柱 内 壁 上 做 纯 
滚动 . 试 证 其 在 铅 直方 向 的 运动 衬 是 简 谐振 动 

证 明 ”用 静 参 考 系 .用 图 7. 124 所 示 的 动 坐标 系 , 动 系 原点 取 球 心 C,z 轴 竖 直 向 上 ， 
z 轴 水 远 指向 球 与 圆柱 的 接触 点 , 动 系 只 有 C 点 固 连 于 球 ,一 方面 随 着 原点 C 做 平 动 , 另 
一 方面 又 以 Qk 的 角速度 绕 固定 的 轴 转 动 

用 x、y.& 表示 球 的 质心 的 位 置 坐标 . 

= 一 (6 一 a)02， y= (6—a)n 

这 是 考虑 到 C 点 在 zy 平面 内 绕 5 轴 做 圆周 运动 写 出 
的 . 


由 质心 运动 定理 ， 
1 工 一 一 MD am——N 
My 一 mi 一 a)0 一 一 户 (1) 
mt—f/—mg (2) 


其 中 广 、fi 都 是 摩擦 力 , 如 图 7. 124 所 示 . 
在 质心 平 动 参考 系 中 用 对 质心 的 角 动 量 定理 , 先 
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计算 球 受到 的 对 质心 的 外 力矩 ， 


M=aiX (fik— fj) =— afyi 一 CAK 


骨 计 算 球 关于 质心 的 角 动 量 ， 


其 中 了 一 Emar’. 


7 = Iwi wi 十 wk) 


dJ _dJ 
uatexy 


一 7(oz 十 o + wk) Ok Xx Twi wi + wk) 


= (Tw, — TOw)it (oo, Tw,)j + I wk 


Tw,— Tfw,=0 
Tu Tw, =— afi 
To =—— af, 


由 纯 滚 动 条 件 v. 十 w Xai=0 得 


OF xX Gittkt witwi + wk) Xai=0 


(bp— oN 十 5 天 一 co 十 ao- 一 0 
(一 C) 十 Cows 一 0 


一 Co 一 0 

由 式 (1)、(5) 消 去 户 , 得 
ma(b— a)N—Ilw,=0 

由 式 (6)、(8) 可 得 

QQ=w,=0 
这 里 用 了 两 式 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 所 以 2、w. 均 为 第 量 . 
由 式 (2)、(4) 消 去 记得 

ma tlt 十 Tow, t+ Ifw,=— mga 

由 式 (3)、(7) 


将 式 (10)、(11) 代 入 式 (9), 可 得 


(T 十 ma) 十 10 二 常量 


(3) 
(4) 
(5) 


(6) 
(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 
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5 十 二 0% 一 常量 
上 式 是 简谱 振动 的 微分 方程 ,其 解 为 
2 
/20 a 


6 一 常量 十 5ocos 
7. 5. 28 一 质量 为 m\ 长 度 为 2a 的 均 质 棱 被 两 根 长 度 均 为 
2a 的 .不 可 伸 长 的 .平行 的 绳子 系 于 两 端 悬 挂 起 来 ,在 水 平 位 置 
» 处 于 平衡 状态 ,突然 给 棒 一 个 绕 过 其 中 心 的 紧 直 轴 的 角速度 w， 
加 图 7. 125 所 示 , 求 : 
(1) 棒 上 升 的 高 度 ; 
(2) 每 根 绳 子 中 的 张力 的 初始 增 量 . 
7. 125 解 ” 取 图 7. 126 所 示 的 固定 坐 
标 系 , 原 点 取 在 ?一 0( 棒 刚 获得 角速度 的 时 刻 ) 时 棒 的 中 心 所 在 : 4 
位 置 . z 轴 竖 直 向 上 ,zx 轴 沿 上 一 0 时 棒 的 方向 ,向 右 . 
(1) 取 在 zy 平面 上 即 z==0 处 为 棒 的 势能 零点 .在 上 一 0 
时 , 棒 的 机 械 能 只 有 动能 . 


下 一 


了 7 _ 2 O 4 x 


2 6 
这 里 用 了 1=-5m(2a)’= ma’, 


在 棒 上 升 过 程 中 ,绳子 张力 不 做 功 (因为 纺 子 不 可 人 长 , 棱 端 在 绳子 张力 方向 无 位 移 ， 
得 此 结论 ) ,引入 重力 势能 ;机械 能 守恒 ， 当 之 一 彤 ,WO0 时 ,达到 最 大 高 度 ,此 时 动能 为 零 ， 
扬 能 为 mgh. 


图 7. 126 


1 a2 一 megh 


6 
2 

(2) 在 运动 过 程 中 , 棒 始 终 处 于 水 平面 上 , 即 棒 上 各 点 在 同一 时 刻 都 有 相同 的 = 坐 
标 , 棱 的 中 心 始终 在 z 轴 上 . 设 上 时 刻 , 棒 的 中 心 坐 标 为 (0,0,z), 棒 与 xz 轴 的 夹 角 为 0, 则 
图 7.126 中 人 4 点 的 坐标 为 (acosg,asinbg,z), 野 点 4 的 坐标 为 (a,0,2a), 绳 子 不 可 伸 长 ， 
4.4' 距 离 不 变 . 


h 一 


a2(] 一 cosg ) 十 (一 asing)2 十 (2a 一 z)2 = (2a)’ 
即 
z 一 4cz 十 2c (1 一 cos0O) 一 0 
上 式 对 上 求 导 两 次 ,得 
过 之 一 aE algsing + a:tcos0=0 


在 1 二 0 时 ,z= 二 2 二 0,9=0,0 = 二 0,0 二 w, 代 入 上 式 , 可 得 
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z |,-0o 一 aw 


2 
在 t=0 时 ,用 质心 运动 定理 ， 


mz|,o = 27T— mg 


] . ， 1 1 
一 2 (mg 十 Z|1,.-0o) 一 SB 十 maw 


在 棒 获 得 角速度 前 ,每 根 绳 中 张力 为 To 一 二 mg 
;一 0 时 ,每 根 绳 中 的 张力 增 量 为 
AT 一 了 一 了 71 一 Law: 


7. $5. 29 一 根 长 24、 质 量 为 m 的 均 飞 杆 镑 接 于 4， 
可 在 图 7. 127 所 示 的 zz 平面 内 绕 4 自由 运动 .在 x 轴 上 
的 4 端 随 xz 轴 以 恒定 角速度 w 绕 竖 直 的 z 轴 做 圆心 为 
B、 半 和 色 为 5 的 水 平 的 圆周 运动 , 杆 与 竖 直 线 的 夹 角 为 0， 
地 球 的 重力 场 在 竖 直 方向 ， 

(1) 用 602、.ow 表 示 杆 的 动能 裕 委 训 ; 

(2) 找 出 杆 的 可 能 平衡 它 置 的 一 般 表 达 式 ; 

(3) 用 图 解法 解 (2) 癌 中 找到 的 表达 式 , 找 出 0 从 0 图 7. 127 
到 27 每 个 象限 中 的 平衡 位 置 ， 

(4) 嘟 些 平衡 位 置 计 稳定 的 ,本 些 二 不 稳定 的 ? 对 于 8 的 每 个 象限 ,平衡 位 置 是 否 存 
在 ,与 参量 wb 和 a 有 何 关 系 ? : 

(5) 在 9 的 每 个 象限 中 男 出 受 力图 以 定性 证 实 平衡 位 置 的 存在 和 稳定 性 . 

解 ” 在 静 参 考 系 中 , 杆 的 运动 是 刚体 的 一 般 运 动 , 今 讨论 平衡 问题 ,来 用 以 恒定 角 速 
度 w 绕 > 轴 转 动 的 参考 系 ,图 中 的 xz、z 坐标 都 是 固 连 于 这 个 参考 系 的 (z 轴 对 静 参 考 系 也 
是 固定 的 )， 

(1) 杆 在 此 参考 系 中 做 定 轴 转 动 ,动能 为 

2 


7 一 21 y= , am(2a)’ Fy = mat 
此 参考 系 是 非 惯性 系 , 需 考虑 惯性 力 , 可 以 引入 惯性 力 势 能 . 
考虑 杆 在 2 位置 时 , 杆 从 2/ 至 ! 十 di 段 质 元 所 受 的 惯性 离 轴 力 为 7 (8 十 lsing)wzd2 ,从 
9 到 9 十 d9 运动 时 ,该 惯性 离 轴 力 对 质 元 所 做 的 功 为 
一 26 十 Llsing) widl » cosO1d0 
取 杆 位 于 0 二 0 处 为 惯性 离 轴 力 势能 的 零点 , 杆 处 于 9 位 置 时 的 惯性 离 轴 力 势 能 为 
一 | ac| 2 (0 十 lsinG )lw’cos0d! 


一 一 macw?sing| b+ Sasing 
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杆 的 势能 为 惯性 离 轩 力 势能 与 重力 势能 之 和 ,重力 势能 也 取 9 二 0 处 为 其 努 能 零点， 
V 一 一 macssingl bi 二 人 asing| — mga(l 一 coSf) 


(2) 杆 的 平衡 位 置 满足 关系 95 一 0, 得 到 平衡 位 置 必须 满足 的 一 般 表 达 式 为 


oo p+ 和 using cos1 十 gsind 一 0 


2 十 生 sing 
a 3 


(3) 用 图 解法 解 (2) 问 中 得 到 的 平衡 位 置 9 满足 的 方程 , 横 坐 标 为 6, 纵 坐标 为 y, 和 


gtang 一 一 Co 


2， 


pw- 4aw’ . 
y1 = tang, 》; 一 一 一 3g snl 
画 出 两 条 曲线 y,(9) 和 y(62) ,两 条 曲线 的 交点 的 8 人 I 为 平衡 位 置 ,y; 曲线 我 们 画 了 两 种 


情况 ;一 种 情况 ,ab 另 一 种 情况 全 oa> 
多 


» |: 


图 7. 128 
由 图 7. 128 可 见 ,9 在 第 一 象限 没有 平衡 位 置 ,在 第 二 和 第 四 象限 各 有 一 个 平衡 位 
置 , 在 第 三 象限 ,可 能 没有 ,也 可 能 有 一 个 ,有 两 个 平衡 位 置 .如 信 a<5b, 没 有 平衡 位 置 ,如 


人 $a>6, 可 能 没有 .可 能 有 一 个 .也 可 能 有 两 个 . 


(4) 在 平衡 位 置 处 ,如 人 辫 之 0, 则 该 处 的 平衡 是 稳定 的 ;如 Ss 二 0, 则 该 处 的 平衡 是 


不 稳定 的 . 
dV 


2 
一 一 maw 
db 


十 Sasing cos0 一 magsing 
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2 
9 一 maw 1 2 十 和 asing| sing 一 3 全 ;ag wWCOS0 一 magcosd 
pi [le dV 
在 平衡 位 置 ,5 一 0， 
用 
magsin6 一 一 Miaow21 2 十 Sasing cose 
2T7 
Sy 二 maw:l5 十 Sasinb sinl 一 人 mnazzcos2 十 zzCc21 DB 十 Sasing cos0 。 cos6 
=mabwcsce 十 人 mnazatsinz6 (1) 
也 可 表 成 
2 
5 一 一 magsecb — 生 mnazuzcos2g (2) 


在 第 二 象限 ,用 式 (1) ,因为 csc9>0, 第 一 项 .第 二 项 均 为 正 值 ,5 之 0, 故 平衡 是 稳 
定 的 ， 


在 第 四 象限 ,用 式 (2), 因 为 sec9>0, 第 一 项 .第 二 项 均 为 负 值 , $2; <0, 故 平衡 是 不 
在 第 三 象限 ,csc9 过 0,sec0 过 0, 如 果 有 平衡 位 置 存 在 ,无 论 用 式 (1) 还 是 式 (2), 痢 是 一 


项 正 一 项 负 , 人 >>0 还 是 <0 都 可 能 ,与 参量 a.b 和 都 有 关 ， 


从 图 7.128 看 ,平衡 位 置 与 参量 zx.2 和 w 的 关系 如 下 :在 第 二 象限 和 第 四 象限 ,平衡 
位 置 各 有 一 个 ,与 参量 a.b 和 w 均 无 关 ; 在 第 三 象限 平衡 位 置 是 否 存在 ,存在 一 个 还 是 两 
个 ,与 参量 a.6b5 有 关 , 与 wo 无关， 

(5) 在 每 个 象限 中 , 杆 受 力 情 况 如 图 7. 129(a)、(b)、(c)、(d)、(e) 所 示 ,(c)、(d) 图 是 
在 第 二 象限 的 无 平衡 位 置 和 有 平衡 位 置 的 两 种 情况 ,mg 是 重力 ,作用 点 均 在 质心 C,F 为 
惯性 离 轴 力 ,作用 点 一 般 均 不 在 质心 C, 其 大 小 等 于 各 质 元 所 受 惯 性 离 轴 力 之 和 ,其 作用 
点 可 由 各 质 元 所 受 惯性 力 对 质心 的 力矩 之 和 等 于 合 惯 性 力 对 质心 的 力矩 来 确定 ,由 此 可 
以 确定 它 的 位 置 向 何方 偏离 质心 ;N 为 铵 链 对 杆 的 作用 力 ,(b)、(d) (Ce) 是 在 平衡 位 置 , N 
一 般 不 沿 杆 的 方向 ,在 平衡 位 置 ,N 十 FF 十 mg 二 0,N、F mg 的 作用 线 交 于 一 点 ,如 图 7. 129 


(a) 
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所 示 ,平衡 时 ,mg 和 FF 对 A 的 力矩 大 小 相等 .方向 相反 . 由 此 可 见 , (a)、(c) 的 情况 不 可 能 
有 平衡 位 置 , 这 就 说 明了 在 第 一 角 限 没有 平衡 位 置 , 在 第 三 象限 可 能 没有 平衡 位 置 ,(b)、 
(d)、(e) 的 情况 说 明 在 第 二 、 第 四 象限 均 有 平衡 位 置 ,在 第 三 象限 可 能 有 平衡 位 置 . (a)、 
(c) 图 不 是 平衡 位 置 , 铵 链 对 杆 的 作用 力 NN 的 方向 不 好 确定 ,图 中 就 不 好 男 了 . 

考虑 杆 的 位 置 少许 偏离 平衡 位 置 ,对 于 第 二 象限 的 (b) 图 ,如 20 减 小 ,mg 大 小 不 变 ， 
力 臂 增 大 ,下 变 大 ,作用 点 可 能 少许 外 移 , 但 力 臂 不 一 定 增 大 ,已 对 4 点 的 力 宅 的 绝对 值 
可 能 变 大 也 可 能 变 小 ,mg 对 4 点 的 力矩 的 绝对 值 一 定 增 大 ,合力 窍 可 能 是 恢复 力矩 ( 定 
性 地 不 能 说 明 一 定 是 ) ,因此 这 里 定性 地 说 ,可 以 理解 在 第 二 象限 的 平衡 是 稳定 平衡. 对 于 
第 四 象限 的 (e) 图 ,如 8 增 大 ,F 增 大 ,如 略 去 其 作用 点 的 移动 , 力 辟 增 大 ,F 对 4 点 的 力矩 
的 绝对 值 增 大 ,而 mg 对 4 点 的 力矩 的 绝对 值 减 小 ( 因 力 臂 减 小 了 ) ,因此 合力 和 矩 将 使 侦 离 
加 剧 ,在 第 四 象限 的 平衡 是 不 稳定 的 .考虑 作用 点 的 移动 ,是 癌 质心 方 癌 移动 ,更 是 使 力 臂 
增 大 ,因此 定性 说 明 也 能 作出 第 四 象限 的 平衡 不 稳定 的 结论 . (d) 图 在 第 三 象限 的 平衡 , 定 
量 的 表达 式 不 代入 参量 值 前 都 无 法 说 明 稳定 还 是 不 稳定 ,定性 地 看 目 然 也 不 能 得 出 肯定 
的 结论 . 

7. $5. 30 ”由 于 两 极 处 略 扁 ,地 球 绕 极 轴 的 转动 惯量 比 绕 赤 道 轴 的 转动 惯量 稍 大 ,假定 
极 轴 是 旋转 对 称 轴 . 

(1) 证 明 在 地 球 表 面 外 的 引力 势 ( 即 单位 质量 质点 具有 的 势能 ) 的 主要 项 可 展 成 
_ M1 _ C=—4 

r 2M .a’ 
其 中 C 和 4 分别 是 地 球 绕 极 轴 和 赤道 轴 的 转动 惯量 ,M. 是 地 球 质量 ,a 是 地 球 的 平均 半 


径 ,r 是 到 地 球 质 心 的 距离 ,0 是 " 与 极 轴 的 夹 角 , 系 数 气 天 全 一 10-3; 


(2) 第 二 项 对 于 围绕 地 球 做 圆周 运动 的 卫星 有 什么 长 期 效应 ? 
(3) 如 果 卫 星 的 运动 平面 的 法 线 与 地 球 的 极 轴 夹 角 为 w, 取 圆 形 轨道 的 时 间 平 均 导出 
这 个 效应 大 小 的 表达 式 . 
解 (1) 取 极 轴 为 z 轴 , 赤 道 面 为 zy 平面 ,原点 取 地 球 中 心 ,r=zi 十 yj 十 zk 表示 卫 
星 的 位 和 拓 ,r' ==xii 十 yj 十 z' 上 表示 地 球 一 质 元 dM. 的 位 和 拓 , 质 元 与 卫星 的 距离 为 |r 一 r'|. 
引力 势 (卫星 的 每 单位 质量 的 势能 ) 为 
= 一 | GdM. = 一 | GdM. 


— 
Ir — pp | (7? — orer! 十 r' 1 


4 
六 


7 一 


2 
(3cos20 一 1 | 


Sl s+] a 


及 更 高 级 小 量 ， 


La 
pF 


作 泰 勒 展 开 , 略 去 
积分 中 > 是 常 矢 量 , 又 假定 地 球 是 一 个 旋转 对 称 的 椭 球 ， 


| 1-dAMf 一 六 。 |ram. 二 0 
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CU。 CGIfT3 Gr)y ri 
UV 一 六 本 | 2 六 2 JaM. 
GMe GF3Crr 十 yy 二 zz) OC 一 (Tz 十 十 x)(zx 十 y 十 


由 于 对 称 , 含 x'y'、y'z'、z'zx!' 诸 因子 的 项 的 积分 都 为 零 ， 


加 GM. 号 | 2 (rr 十 y” "2 十 ?2'?) (ry 十 丈 22 十 y 个 十 yz 十 wT 十 ~ Dy 
rr 2r? 


又 因 x 和 y 轴 的 选取 可 以 是 任意 的 (只 要 在 赤道 面 上 ), 含 ?项 和 含 y* 项 (系数 是 相同 
的 常量 ) 的 积分 相等 ,例如 | 三;y ?dM。 一 | 到 3x'?dM ,于 是 


T7 一 一 4 | TXT 十 yy 十 2 一 Vw! 一 2z2z'2 jy 
CGM. Gr ty zr 一 2zz 十 (2 二 一 并 一 Dz Ny 
四 yp | Dy € 
2 _ .2 12 /2 
= S| OG zx My 
GM. 2 
rr 和 人 次 一 广 | (zi 十 o 一 2 yi)dM. 
-一 -| 器 一 1 
ja Dy r2 ] (Tx 1 ,.) 
又 因 了 一 了 一 4 了 一 (人 L ,之 一 COSDO ， 
V 一 一 ee 一 .5 (3coszb — 1)(A 一 全) 
GM. CC 一 4 人 Ia 


一 |1 一 GFA (2) (3cosb 一 1) | 


(2) U 的 展开 式 中 的 第 二 项 为 


加 加 32 1 
Us =G(C 一 A) 沪 一 闻 
它 对 卫星 的 每 单位 质量 引起 附加 力 
F 一 一 VU, 
到 Vr=- 工 ,rs 一 一 人 Vr 一 一 党 ， Vz’ = 2zk, 
— 2 
F -24O|(1- 和 名 r 十 2zk | 


万 括 寻 中 的 第 一 部 分 仍 是 有 心力 ,但 它 不 是 与 距离 平方 成 反比 的 有 心力 , 它 不 会 改变 卫星 
关于 地 球 中 心 的 角 动 量 ( 大 小 、 方 向 均 不 变 ) ,因而 不 影响 轨道 平面 ,只 是 使 卫星 稍 偏 离 图 
形 叉 演 , 第 二 部 分 的 力 


不 是 有 心力 , 它 使 轨道 平面 绕 xz 轴 进 动 . 
(3) 由 于 卫星 的 运动 非常 接近 于 绕 原 点 为 圆心 的 匀速 率 圆 周 运 动 , 由 对 称 性 ,在 卫星 
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ry 3G(C 一 A)sin2a, 


47 
设 轨道 平面 的 进 动 角 速度 为 2 一 Qk,0 也 是 Oxyz 坐标 系 绕 z 轴 的 转动 角速度 ， 
dj] dyJ 一 
所 以 Y 一 0， NxJ=M 


式 中 J 为 卫星 单位 质量 的 对 地 球 中 心 的 角 动 量 ， 
7 = rw(— sinaj 十 cosak) 
3G(C 一 A)sin2a, 


Ok Xx riw(— sinaj + cosak) 一 一 1 


rr 3G(C 一 A)cosa 
二 二 一 一 TT 
27r°w 


结论 是 取 圆 形 轨道 的 时 间 平均 ,卫星 的 运动 平面 的 法 线 与 地 球 的 极 轴 的 夹 角 “ 不 变 ,但 法 
线 将 以 万 = 一 “二 站 038k 的 平均 角速度 绕 极 轴 进 动 ,这 个 | 页 | 是 非常 小 的 . 设 卫星 以 


;二 a 紧 靠 地 球 表 面 做 圆周 运动 ,其 角速度 /人 -10-ss- 用 SG 二 4 10-， 可 算 上 
可 | 一 10-7s. 比 卫星 做 圆周 运动 的 角速度 小 得 多 .， 

7. 5. 31 〈1) 一 个 有 限 的 轴 对 称 物 体 ,质量 密度 为 p= 二 p(x,y,z) 二 pl(r,0)(r、.9 为 球 
坐标 ) ,在 距离 物体 比较 远 的 地 方 , 引力 势 形式 为 
_ GM /0) 


rr rr 


U 一 十 ,… 


其 中 
M =|oCz ,YY sdrx'dy' dz 
一 2 | or ,0 )r’' ‘sinO' dr' dO 
是 总 质量 . 求 1 00); 
(2) 一 个 小 的 检验 体 , 窗 度 为 oC(x,y,z), 被 放置 在 引力 势 U(zx,y,z) 的 地 方 , 求 小 检 


验 体 的 引力 势能 ; 
(3) 大 上 述 小 检验 体 放 在 一 个 球 对称 的 引力 势 U 


一 一 全 的 势 场 中 ,使 检验 体 的 质心 在 (0,0,ro), 试 


证 :ro 足够 大 处 引力 势能 为 


V = 一 守 生 十 气 十 O0773) 
0 


ro 


其 中 一 oz,y,2)drdyde ,并 求 a 


下 


解 (1) 题目 已 经 要 求 取 对 称 轴 为 x 轴 , 在 图 
7. 131 中 远离 物体 的 已 点 的 引力 势 为 图 7.131 
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检验 体 的 引力 势能 为 
V = | ar ,0 ,6)| 1 一 一 cosb 十 O| 上 |r?sing' dr do’ dy 


一 一 CMm 十 | or' ,0 ,0 )r' cosO'sing' dr dl dy 十 ol L 
0 Jr 


7 0 7 
M 
= 一 竺 各 十 所 十 0 
0 


7 0 


1 
i 


其 中 了 二 2 or ,0 ,grassin2gdr'dbdg 
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8. 1 流体 运动 学 


8. 1.1 已 知 流体 运动 的 速度 场 为 
一 之 十 上 mv 一 yY 十 ii， Vv 二 0 
求 用 拉 格 朗 日 变量 表示 的 速度 分 布 . 
解 2 一 十 t 
dz 一 (TX 十 tjdt 二 0 
设 有 积分 因子 gz), 即 


pt)dx — (xX)9(t)dt=0 
为 恰当 微分 . 由 全 微分 条 件 ， 


dp _ 

dt 
积 出 

Pt) =€ 


e‘dr— xe ‘dt— te ‘dt=0 
dCze 一 ) 十 dl 一 reds| 一 0 
一 - ted 一 |ae- 一 te 一 一 | 一 (十 1]1)e 


dl (xz 十 上 十 1)e | 一 0 
(z 十 t 十 1)e “二 CC 为 常量 ) 
TX 二 Ce—-(t1) 
茬 t1 二 0 时 ,x = xo, 则 C 一 2 十 1 
大 一 (Zoo 十 1)e CC— (以 十 1) 
vz 一 (zo 十 le 一 1] 


同样 解 微分 方程 = y+! 


各 1 一 时 ,y 二 yo, 因 与 上 述 的 微分 方程 同型 ,可 直接 写 出 


U, 一 《yo 十 1)e 一 1】 


dz 
jr 0 之 二 Z0 


v, 二 0 
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故 用 拉 格 明日 变量 表示 的 速度 分 布 为 
oz 一 (ro 十 1)e 一 1 
光一 (yo 十 le 一 ] 
:一 0 


8. 1.2 某 一 流体 流动 的 拉 格 朗 日 描述 是 
X= Vx? 二 ys; Cos 


y 二 Mx 二 yo sin | wt 十 arc tan 2 
其 中 是 常量 , 求 出 用 欧 拉 方式 描述 的 速度 场 . 


wt + arc tan 2 
Xo 


解 
v= 下 一 一 /而 二 元 wsin| ot + arc tan |=—— wy 
0 
vy == VT wos wt + arc tan P| = wr 
0 
用 欧 拉 方式 描述 的 速度 分 布 为 
Vv = 一 2 wri 
8. 1.3 流体 运动 的 速度 场 为 
7 一 yt, Vv, = Xt, VY,=0 


问 当 t=10 时 ,在 点 (2.5,3) 处 的 质 元 的 旅 速 度 当 何人 值 ? 
解 ” 今 知 用 欧 拉 变量 摘 述 的 w ,用 区 拉 变量 描述 的 a 与 w 有 下 列 关系 ， 


a= + (wv) 


OU 
0z 二 了 十 vv*， Vv 


_ 9(y2t) 9(C yzt) 9( yzt) 
y 十 yzt 3 十 > 3y 十 0 
= yz 十 Xz f° 
Ov 
4, 一 人 十 v， Vv, 
Q(zZzt) Q(zZZxt) Q(zZxt) 
= 十 yzt 2 Tey 十 0 
二 zz 十 yz't 
Ov 
2Xz 一 tv Vv 二 0 


故 t= 二 10 时 ,在 点 (2,5,3) 处 质 元 的 加 速度 为 
a =5X3+2xX 3X 10= 1815 
xj 一 3X2 十 5X32:X10: 一 4506 
Q- 二 0 


8. 1.4 ”流体 沿 工 上 方 回 定 背 运动 ,速度 按 线 性 规律 递增 ,已 知 流体 质 元 流 经 相距 /= 


*。 580。 


力学 (上 册 ) 


50cm 的 4.B 两 点 的 速度 v4 二 2ms -1 vs 一 6ms-1 如 图 8.1 所 示 . 试 求 流 经 这 两 点 时 质 元 
的 加 速度 . 


ss,,, 解 ” 速 度 按 线性 规律 递增 ， 


v= 二 QT px 
A B 


- a、 均 为 常量 , 取 4 点 为 z 轴 的 原点 , 则 


X= 0,v = v= 2ms 
AT 工 一 ! 一 0.50m， 


edo 


v= vp = 6ms™! 
可 定 出 a 二 2,B 二 8， 
- I >” 一 2 十 8Zz 
2 一空 十 5 呈 一 16(1 十 4z) 
1 区 在 A 点 , X 二 0,a4 二 l]6ms 
在 BB 点 , X= 二 0.5 myas 一 48ms 一 


8. 1.5 流体 在 平面 上 做 定常 流动 ,其 速度 场 用 极 坐 标 表 示 为 
v (r,9) = brey 
其 中 6。 为 常量 , 求 该 流动 的 加 速度 场 . 
解 ” 将 速度 场 改 用 直角 坐标 表示 ,参看 图 8. 2， 


vr 一 一 prslnp 一 一 py 
vy = brcos? = bx 
用 aa 一 2 二 ou 
2 ， 
oa 一 二 VvUr 
0 Coby) EY pr 0 px 
QZ DY 
a= Vv, 
9COZ ) Ooz)  ,), 
0 十 (一 6,) 37 tor dy by 
所 以 a 一 一 (Xi 十 yj) 或 a 一 一 bire 


8. 1.6 己 知 一 定 第 流动 的 速度 场 为 


vz = 2kX, vv, = 2ky, mo 一 一 4Rz 
其 中 为 常量 , 试 求 通过 (1,1,1) 操 的 流 线 方程 . 


解 ” 流 线 满足 的 常 微 分 方程 为 


dr dy dz 
kx 2ky ©— 4kz 
由 2&ydz 一 2&zdy 
dz _ dy 
= 


> 
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lnz = lny 十 Inc: 


T= cy z (1) 
由 一 4&zdz 一 2kxdz,， 
,dz _ de 
bs 之 
2 一 2 (2) 


要 通过 (1,1,1) 点 ,将 z= 二 1,y 二 1 代入 式 (1), 定 出 ==1, 将 x 二 1,z= 二 1 代入 式 (2), 定 出 c， 
一 1, 故 通过 (1,1,1) 点 的 流 线 方程 为 
1 


二 Y， > 一 7 


8. 1.7 已 知 某 运 动 的 速度 场 为 
0 一 (1 十 4)E 十 2z7 
其 中 4 为 常量 . 求 : 
(1) t= 二 to 时 通过 (zo, Yo) 点 的 流 线 方程 ; 
(2) 上 一 如 时 位 于 《zo ,yo) 点 的 流体 质 元 的 轨道 方程 ; 
(3) i 二 to 时 位 于 (xo,yo) 点 的 流体 质 元 在 t 时刻 的 速度 . 
解 ”(1) 流 线 满足 的 党 微分 方程 为 


1 十 At 9x 
其 中 上 是 参量 
| 2zdz =| G 二 4D| dy 
TC— Xi 二 (十 Ato)(y CO— yo) 
或 y— y=— Ti Ar 4) 
(2) 轨道 方程 满足 的 常 微分 方程 为 
dz dy | 
TA 2 


一 (tf 一 to) 十 AC — £¢) 


to 


| dy = | 2zdi = ?| [xo 二 Ct — 0) 十 AC’ — #2)]dt 


y — yo = 2rolt — to) + (to)? 十 圭 A — 3t8 + 28) 


(3) 将 (2)7 向 中 求 得 的 轨道 方程 亦 即 运动 学 方程 对 上 求 导 , 印 得 


。582 。 力学 (上 册 ) 


w= P= 2z0 + 2 — to) + A — 6) 


它们 是 to 时刻 位 于 (zo ,yo) 的 流体 质 元 在 t 时 刻 的 速度 分 量 , 写 成 和 拓 量 式 为 
v= (1 十 Ai 二 [2zxo 十 2 一 1t0) 十 AC? 8)]j 
8. 1.8 流体 运动 的 速度 分 布 石 为 
v= (ri (yi 
求 通过 (一 1, 一 ]) 点 的 流 线 及 :一 0 时 通过 (一 1, 一 1) 点 的 迹 线 . 
解 ” 流 线 满 足 的 微分 方程 为 
dr _ _dy 
ZX 二 tt 一 人 9 一 轧 
其 中 上 是 参量 
jn(z 十 2) = 一 ln(y—t) + lnC 
(ZX 十 (yy 一 = 二 C 
将 X= 一 1,y== 一 1 代入 上 式 定 CC， 
C=(~—1++0)(—1—1) = (0 1) 
(TX 十 tj)(y 一 1 二 一 (一 1) 
XxXy 十 yt 一 Xt 一 1 二 0 
上 式 就 是 通过 (一 1, 一 1) 点 的 流 线 方程 ,i 是 参量 ,给 定 i 值 ,就 给 出 了 此 时 流 线 的 xX、y 的 
曲线 方程 . 
迹 线 满足 的 微分 方程 为 


好 本 一 工 十 : 


两 式 均 是 非 齐 次 的 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 ,我们 用 常数 变易 法 , 先 求 相应 的 齐 次 方程 的 
解 . 


一 x 
T= ce 
把 常数 c 变 成 上 的 函数 
志 一 Ci)e (2 ) 
均一 《Ce 十 ce (3) 
将 式 (2)、(3) 代 入 式 (1) 得 cz) 满 足 的 微分 方程 


ce—t 
C = rev'd 一 一 fe “十 Je 


一 一 te “一 8 ”十 ci 
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所 以 ZX 二 一 (ft 十 1) 二 ce 
同样 用 常数 变易 解 人 一 一 (y 一 t) ,可 得 
尺 一 上 一 十 ce 一 


由 一 总 时 位 一 一 ] ,yy 一 一 ] ,可 和 定 出 Cl1 一 0yc? 一 0 
带 参 量 上 的 在 :一 0 通过 (一 1, 一 1) 点 的 迹 线 方程 为 


并 一 一 起 十 1)， ?一 寺 一 于 

上 两 式 消去 乡 即 得 不 市 参量 的 迹 线 方程 
ZX 十 y 十 2 二 0 
8. 1.9 流体 运动 的 轨迹 为 
X= Zoe ™, 二 yoe”, 2 = zoe” 
其 中 2 为 非 零 常量 . 判断 此 流动 是 否定 常 流动 ? 
解 Z 一 宁 一 一 2pzoe 2 一 一 20 
d 


— ~ bye” 一 
Uy dz byoe by 


v, 二 2 一 bzoe” = bz 


Vv 一 一 2bxi + byji 十 bzk 

人 2 一 0, 此 流动 是 定常 流动 

8. 1. 10 ”对 8.1.5 题 所 述 的 流体 运动 ,如 取 以 恒定 速度 V 沿 xz 轴 向 正方 同 运 动 的 参 
考 系 S', 固 连 于 它 的 两 个 坐标 轴 x'、y' 轴 分 别 与 zx、y 轴 平 行 , 且 1 一 0 时 ,两 坐标 系 完全 重 
合 . 问 在 S' 系 中 看 此 流动 是 否 是 定常 流动 ? 给 出 上 时 刻 通 过 任意 点 (zo,yo) 的 流 线 方程 ， 

解 ”8. 1. 5 题 所 述 的 流体 运动 的 速度 场 为 

v (7 ,9) = bre, 
用 专 角 和 坐标 系 表示 ， 
vz =— brsinp =— by 


,一 Srcos9 一 bx 


i 
= 至 = 秆 十 了 一 不 十 7 


vy 一 划一 2 一 Dr + Vt) 
Guy 
3 天 0 
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所 以 在 S' 系 中 看 流动 不 是 定 第 流动 . 
在 S' 系 中 流 线 满足 的 微分 方程 为 


dr dy 
一 by 一 了 DCz 十 Ti) 
其 中 :为 参量 . 


x y 
| oC 二 Vi)dx! = 一 | (by 二 V)dy 
了 工 vi 1 2 rip 2 
7 DZ 二 + VE)’ 2 bl(zo 十 站 1” 一 25L (by 十 V) 
t 时 刻 在 S' 系 中 看 通过 (zo ,yo) 的 流 线 方程 为 
V 2 V 2 
(x 十 Ya 十 | 十 三 | = (zh 二 Vi? 十 [名 + 六 | 
判断 下 述 不 可 压缩 流体 的 运动 是 否 可 能 存在 : 


(1) UA TU OT— YU 


— (byo 十 VV) 


8. 1. 11 


(2) vs=27 十 yo 一 2Y 2 v= —4(rT yz ry; 
(3) vr= yzt vy— rt vO— Tyt. 


解 ”流体 的 运动 都 得 遵从 由 质量 守恒 定律 导 出 的 连续 性 方程 ,连续 性 方程 的 一 种 表 
达 式 为 


dp 
dr t+ PV v= 二 0 


不 可 压缩 流体 ,密度 p 是 常量 ,不 随时 间 而 变 ,也 不 随 位 置 而 变 


变 ,一 0, 故 不 可 压缩 
YY，g 一 1 
由 此 式 来 判断 所 给 的 三 个 运动 是 否 可 能 存在 . 
(1) V0 一 从 十 各 十 笔 =3 关 0 
这 个 运动 不 可 能 存在 
Ov OU 。 
Vv=4rz 二 4y 一 4(X 十 y) = 
这 个 运动 可 能 存在 . 
ao ao as _ 
(3 ) 有 一 0， 3 一 0， 3 二， V VV=0 
这 个 运动 也 可 能 存在 . 


8. 1. 12 分 别 判 断 8.1.5 题 ,8.1.9 题 所 述 流动 的 流体 是 不 是 不 可 压缩 流体 ? 
解 ” 如 上 题 所 述 ,不 可 压缩 流体 的 运动 必须 满足 的 连续 性 方程 为 
wo 一 
8.1.5 题 和 8.1.9 题 所 述 的 流动 未 限定 是 不 可 压缩 流体 ,运动 肯定 存在 ,如 运动 不 满足 
Vo。. v 二 0, 流 体 是 可 压缩 的 ,如 满足 V »” 二 0, 则 流体 是 不 可 压缩 的 . 
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8. 1. 5 题 所 述 的 运动 ,速度 场 为 
ww AryP) = bre, 
改 用 直角 坐标 ,速度 场 可 表示 为 


Vv= + =0 


yy 
说 明 做 8. 1. 5 题 所 述 的 流动 的 流体 是 不 可 压缩 的 . 
也 可 以 不 改 用 直角 坐标 ,直接 用 极 坐标 的 散 度 公式 计算 .wv ， 


,1 9rv) | 1 vy) 
v “Tr 2 rr 99 
今 v, = 0,vo = br, 
.1906r) 
V ‘v= ap 一 0 
也 可 得 出 同样 的 结论， 
8. 1. 9 题 所 述 的 运动 
Vs 一 一 207r，v = by, v= br 
as ao We _ 
Vv vt 20 十 5 二 6 二 0 
说 明 做 此 流动 的 流体 也 是 不 可 压缩 的 ， 


8. 1. 13 某 流 体 沿 截面 积 不 变 的 直 圆 管 流动 ,流速 为 
v 一 pe 十 v,) 十 六 (os 一 vi)thz 


布 . 
人 守 一 二 (oo 一 wy) 扫 于 一 十 (os 一 osech?z 天 0, 流 体 是 可 压缩 的 ， 


由 连续 性 方程 
E+v. Vp+ py “v=0 


do _ ~ 90 _ + 
及 广 一 0 为 定常 流动 ,六 一 0 得 


vdp 十 pdv 二 0 


dp _ _dv 
Pp vv 
在 二 一 处 ,p=pi， 


5 一 方 (ol 十 oo) 十 六 (os 一)thzl:--< 一 


re 


A pp- vj VU 
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n= In 

1 Ul 
人 局 
(一 vy 


将 o 一 记 (vi 二 vs) 十 六 (vs 一 v1)thz 代入 ,可 得 


一 】 
O 一 pol| 二 Co 十 v2) 十 六 (os -一 on)thz | 


8.1.14 判断 以 下 流动 的 类 型 :定常 不 定常 ,有 旋 无 旋 , 如 果 是 无 旋 的 , 求 出 速度 势 ， 
流体 可 否 压缩 ? 
(1) v,= 


2xyz 加 (并 — y)z __y》 
(Xx? y)’ Uy (z2 十 好 )2? 2 十 2 
(2) v= (n+l)are e+D59， vo=—k(nt+l)are "Vyg, vs 一 0， 


其 中 有 .na 均 为 常量 . 
解 〈1)22 =0, 是 定常 流动 


Uz 


| 时 
Y xn 一 | 站 RI de arli Ta 9y 
oo 1 yy Ty 
ay 2 十 vy? (x? 十 272 (x? 十 人 2 
gm， 人 2 
加 (x 十 y:) 
Ge _ _ 2 
BE (r+ yy) 
gz 2 
A | Ci 十 vy) 
NW, ?Xz (2 CO— 多) , 2 2 
ar (ry) yy Z(t Ty).27 
_ 22 一 ZX 十 3 和 ) 
Cz? 十 入 7 
gr 2X 2 和 yyZ ， > 2、， 
2y (Xx? 十 2) 十 (zx? 十 yy ) 2 (Xx 十 y’) 2Yy 
2zxz(— Xx 十 3y') 
(Ty) 
VY Xu 一 0 流动 是 无 旋 的 . 
下 面 求 速度 势 $. 


选择 图 8. 4 的 积分 路 线 : 
路 段 1:y 一 0,z 一 0, 故 dy 一 0,dz 一 0 并 从 0 积 到 2 
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路 段 2:z 保持 不 变 ,dz=0,z=0,dz= 一 0,y 从 0 
积 到 y; 

路 段 3:zx、y 均 保 持 不 变 ,dx= 二 0,dy 二 0,z 从 0 
积 到 x. / 


[Ne y’ )z 
0 (并 十 37 


yy 
» 十 | 去 十 yy 


全 一 :站 


Zz 椒 变 


2 _. 3 
二 二 HA | 8. 4 
T+y 


这 里 取 原 点 为 速度 势 的 零点 ,零点 的 选取 是 随意 的 ,选择 不 同 的 零点 ,速度 势 有 不 同 的 国 
数 , 但 选 同 样 的 零点 ,速度 势 的 函数 不 受 积分 路 径 选 取 的 影 啊 .， 
gr 2yz + 2TYZ 


工 ;y 不 变 


ir 
sr 


ar (x? 十 2 2 (x? 十 2 “ 2 (x 十 y°) 2X 
2yz(3x’ 一 说) 
(Xs 十 ys 
dv 2 yz (Xx’ 一 y)z 
By Cy Cy 2(Zz Ty): 2y 
_ 2yz(3z° 一 入) 
和 (zx 二 y) 
0 
天 一 0 
NW Wy We 
Vv = 3 十 3 十 一 0 
流体 是 不 可 压缩 的 . 
9 _ 
用 柱 坐 标的 旋 度 公式 
_ [1% Wp N,N, 
v xo=|i pm RI" la mi)® 
1 drv) 1 %, 
Tt 1 oh 7 dp kK 
; 1 We _ dp _ 
这 里 六 和 2 一 0， =0 
0. ao。 
x 一 0， > 一 0 
二 es = 二 [一 k(n 十 1 )arn+le 一 An+D 中 ] 
一 一 有 (2 十 1)2ar re 
1 du, -一 1 Ta 十 1 )ayzrre 一 +1D9 ] 


ra ro 
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二 一 上 k(n 十 1)?ar” le™ n+l)? 


v= VS= Ye 十 i es + 2 一 Ve, 十 eep + vek 
字 二 Uv, 一 (n 十 1 Jar"e™ "+i? 
上 式 对 > 积分 
$= ja 十 1 Jayr"e 一 n+1D9dr 十 f (9) 一 Cr 十 1e 一 An 十 1 7) 十 f (9) 
二 各 一 一 k(n 十 ] Ja7zre 一 An 十 1)9 十 二 (9) 


又 有 了 区 一 oo 一 一 下 (2 十 1)arre 一 9 


两 式 比较 ,可 得 
(9) = 二 0， f(g) == 常量 
速度 势 的 零点 可 以 随意 选取 , 故 令 f(9)==0. 
$ 一 Qnr+le 一 tn+l)9 
这 样 选 取 Fo) 一 0, 是 选 原 点 为 速度 势 的 零点 ， 
也 可 用 (1) 问 中 求 $ 的 方法 ,选取 图 8. 5 的 积分 路 径 ， 


_[% 二 
$= | Fdr + Fdp + Fd 


一 | vdr 十 rvdlg 十 vedz 


-一 | (n 十 ] yaQzne 一 上 nz 十 1)9 dr 
0 


f=0 


下 | [一 kn 十 1)ayne-to+D9] | ,xd9 
必 


十 |。 * dz 
图 8. 5 了 an+le-tn+D9 arn+l 一 azn+le 一 tn+D9 
与 上 法 结 膝 相同， 
5 
一 (] 一 凶 )( 人 2 十 1)2a le "tt ?0 
流体 是 可 压缩 的 ， 


3 8.2 流体 静 力 学 


8. 2.1 一 根 横 截 面积 为 lcm: 的 管子 铅 直 地 连 在 一 个 容器 上 ,容器 高 度 为 1cm , 横 截 
面积 为 100cm, 今 把 水 注入 到 离 容 器 底面 的 高 度 100cm, 管 子 上 端 封 闭 , 并 将 水 面 上 方 的 
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气体 抽空 , 求 : 

(1) 水 对 容器 底面 的 作用 力 : 

(2) 系统 内 水 的 重量 ; 

(3) 解释 (1) 问 和 (2) 问 所 得 数值 为 何不 
同 ? 

(4) 如 置 于 磅 秤 上 , 磅 秤 示 重 多 大 ? ( 容 
器 质量 可 忽略 不 计 )， 


解 〈1) F=pghS—| 
1X100X10 “=98N 


1xX10™ 
107° 


jxssx 


]X10 
10™° 


100X10~*+1X10™*X0.99)X9.8=1. 95N 

(3) 水 对 容器 底面 的 作用 力 所 以 大 于 水 的 重量 ,是 因为 还 有 容器 顶部 给 水 的 作用 力 ， 
处 于 平衡 时 ,水 的 压强 的 大 小 与 截面 的 取向 无 关 , 在 容器 顶部 , 顶部 给 予 水 的 力 等 于 那里 
水 的 压强 与 顶部 面积 的 习 积 , 它 正如 等 于 fF 一 W， : 

(4) 以 容器 管子 及 水 为 系统 , 磅 村 的 示 数 等 于 磅 秤 的 支持 力 NN ,不 计 容 做 质 量 , 


N= 二 Ww = 1. 35N 一 导 一 0. 199kg 力 


8. 2. 2 设 一 盛 着 水 的 关 : 方 体 尖 箱 雇 污水 翌 面 夹 角 为 a 的 恒 力 下 往 斜 面 上 拉 ， 斜面 
的 倾角 为 9. 取 固 连 注 本 箱 的 x、y、x 坐标 ,如 图 8.7 所 示 . 水 箱 置 于 水 平面 上 静止 时 ,水 面 
高 度 为 h, 水 箱 之 方 间 的 边 长 访 1，,z 方 同 的 边 长 为 LL;, 水 的 密度 为 0 大 气压 强 为 po， 求 
相对 于 水 箱 平衡 后 : : 


| x C0.01 x 


CD) Wve | 


(1) 水 的 压强 分 布 p(x、y); 
F (2) z= 二 0 处 的 水 箱 壁 受到 的 总 压力 N; 
\ 一 一 一 vvA (水 箱 的 质量 可 以 忽略 不 计 . ) 
~ 7 解 (1) 需 用 水 箱 为 参考 系 , 它 是 个 非 惯性 系 , 设 
加 速度 为 a, 它 沿 xz 方向 ， 


2 oLiLsha 一 Fecos(a — 0) 
6 


F 
| 二 一 一 一 一 do—4 
图 8.7 “ pLLah os 


在 水 箱 参 考 系 中 水 处 于 平衡 状态 ,平衡 方程 为 
: pF = Vp 
其 中 下 是 单位 质量 所 受 的 质量 力 ( 或 叫 彻 体力 ) ,注意 不 要 与 题目 所 给 的 下 发 生 混 清 . 这 
里 质量 力 包 含 两 种 力 :一 是 惯性 力 ;一 是 重力 . 
F= (一 Q 一 5Sin0)FE 一 gcos0j 
平衡 方程 为 


pa、. ,_ 9p, | 22， 
— 0)i 一 07 = 
pla 十 gsinb)i 一 pgcos0} 一 了 十 3y7 


。590 。 力学 (上 册 )》 


一 一 0(a 十 gsin0) 


全 全 8 


一 一 CgCOSV 


dp = qr 十 dy 一 一 pla 十 gsing)dz 一 pgcosbdy 
p=— pla gsing)x 一 0Ogcosbgy 十 cc 


z 一 二 [yy 一 产 处 p 二 ps 可 定常 量 c， 


由 一 > 


po 一 一 pla 十 gs1ing) . pa -一 DOgCcoOSst “hh 十 
c= po + Solila + gsing) + pghcosb 


所 以 一 po 一 pl(a 十 gsing)| zx 一 47, — ppgly— h)cosgd 
_ Feos (a—0) 
其 中 4 oLiLoh 


(2) z= 二 0 处 的 压强 分 布 为 
p= po 十 六 PP (a 十 gsing) 一 pgly 一 严 )cOoSO 


要 计算 z=0 处 水 箱 壁 受到 的 总 压力 ,需要 作 积 分 ,积分 上 限 是 此 处 水 面 的 高 度 , 设 
此 处 水 面 高 度 为 瓦 ,在 >= 囊 处 ,如 一 加 ,代入 上 式 可 求 互 ， 


P= po pLla + gsin0) 一 pg (H — h)coso 
Lila 十 gsing) 
村 二 十 2gcos1 
水 对 zx 二 0 处 容 硕 壁 的 总 压力 为 


H 
AN 一 一 | [po 十 pi (a 十 gsind) 一 pgl(y 一 hp)cosg |Lzdy 


一 一 i| po 十 zp(a 十 gsing)Z |L2H 一 zpg(H’ 一 2Hh)L,cost 

其 中 百 一 天 十 人 二 = 0) 

8. 2.3 ”在 平行 放置 的 半 和 色 为 a、 相 距 为 26 的 两 个 金属 环 之 间 张 一 肥皂 薄膜 ,如 图 
8. 8 所 示 . 求 肥 氏 膜 达 到 平衡 后 的 形状 (重力 忽 格 不 计 ). 

解 ” 取 图 8.9 所 示 的 柱 坐 标 , 用 +=r Cz) 来 表示 平衡 后 的 肥 电 膜 的 形状 . 

考虑 位 于 zx 一 z 十 dz 的 薄膜 受 两 边 的 力 的 合力 为 零 . 设 肥 思 腊 的 表面 张力 系数 为 6. 
注意 每 个 金属 环 上 张 的 薄 腊 有 紧 挨 的 内 外 两 层 , 在 z 方向. 

(20 »。 2nrcosO) | 。 一 (20 » 2AxrcosO) | ,4 二 0 (1) 

其 中 0 是 薄膜 的 切 平面 与 z 轴 的 夹 角 ， 


dr 
tane 一 下 (2 ) 
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金属 环 有 外 开 
| 2 
图 8.8 图 8.9 


式 (1) 左 边 第 二 次 作 泰 勒 展开 , 仅 保 留 一 级 小 量 ， 
人 (rcosg) 一 0 
积分 上 式 , 并 注意 在 z= 二 0 处 96=0, 设 z=0 处 > 一 ro, 则 


reos0 = ro 


用 式 (2) 消 去 式 (3) 中 的 cos9, 得 到 


7 


pp 


z 一 7oarcch 
ro 


这 里 用 了 arc chl= 二 0 


之 
7 一 roch| TT 
ro 


其 中 7 可 由 z==5 时 r==a 定 出 , 即 vo 满足 的 式 子 为 
| 

不 难看 出 ,得 到 的 > 一 *(z) 不 仅 xz 记 0 处 适用 ,z 二 0 处 
也 适用 . 

8. 2. 4 一 桶 水 围绕 它 的 竖 直 对 称 轴 以 恒定 的 角速度 
w 旋转 , 求 稳定 后 水 的 表面 的 形状 . 

解 ” 方 法 一 ;考虑 液体 表面 处 一 质量 为 m 的 水 的 质 
元 , 它 位 于 (rpo,z) ,如 图 8,10 所 示 ,r、p、z 是 柱 坐 标 , 随 贺 
桶 一 起 绕 轴 以 恒定 角速度 转动 . 该 质 元 受到 三 个 力 :F 
是 周围 的 水 和 大 气 对 它 的 作用 力 , 它 一 定 垂直 于 水 的 表 
面 ;重力 一 mgk; 惯 性 离 轴 力 mw?re,( 采 用 此 坐标 系 为 参考 图 8. 10 
系 )。 在 此 转动 参考 系 中 ,水 是 平衡 的 . 在 与 F 素 直 的 方 癌 合 力 为 圭 ， 


二 roch 


* v91 * 


(3) 
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mwrcos0 一 mgsin0 = 0 (1) 
其 中 8 是 在 质 元 所 在 的 竖 直 平面 与 水 的 表面 的 交 线 的 切线 方向 与 水 平面 的 夹 角 . 
dz 
二 = tang (2) 
由 式 (1)、(2) 两 式 消去 9, 得 到 反映 水 的 表面 形状 的 xz 一 zx(r) 满 足 的 微分 方程 
dz wir 
dr gg 
eT rar 
| dz 一 | 5 dr,z 一 227 


方法 二 :用 平衡 方程 pF 二 vp. 
采用 转动 参考 系 , 利 用 上 述 平 衡 方程 求 出 压强 分 布 , 式 中 下 是 彻 体力 ,包括 重力 和 局 
性 离 轴 力 ,用 图 示 的 柱 坐 标 ， 
F = wre,— gk 


2 _ _% 1 op 
pw’re, pgk = Vp = er > er 十 ok 


op 
2 
pp 


dp = pq, 十 dp 十 qz = pwrdr 一 pgdz 


p= dow — pgs + 
在 r 二 0.z 二 0 处 ,p= 二 po( 大 气压 ). 定 出 5 一 力 0， 
p= po pur’ 一 pgz 


在 表面 ; 力 二 po, 代入 上 式 , 即 得 反映 表面 形状 的 r= 二 r+ (z),， 
pur 一 gz 一 0 


2 一 2 

8. 2.5 车 上 题 的 圆 桶 半径 为 RR, 装 入 密度 为 p 的 不 可 压缩 的 液体 ,不 转动 时 可 装 到 
桶 底 以 上 有 hh 处 ,以 恒定 角速度 w 转动 后 达到 稳定 状态 ,液体 既 未 洲 出 , 捅 部 仍 处 处 充满 液 
体 . 求 ， 

(1) 在 底部 上 方 高 度 为 z 处 的 圆 桶 壁 上 的 压强 pi1(z) 的 表达 式 ; 

(2) 沿 轴 线 在 底部 上 方 高 度 为 z 处 的 压强 polz) 的 表达 式 ， 

(3) 在 一 位 静止 的 观察 者 看 来 ,流体 的 运动 是 不 是 无 施 流 动 ? 

解 ”根据 题 意 , 坐 标 系 的 原点 应 取 在 底部 的 图 心 , 仍 可 用 上 题 求 出 的 压强 分 布 带 有 得 
定常 数 c 的 式 子 . 
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想 气体 ,忽略 空气 密度 随 高 度 的 变化 ,忽略 毛细 现象 和 
表面 摩擦 . 求 液体 在 竖 直 管 中 上 升 的 高 度 h( 准 确 到 ow 
项 ). 

解 ” 在 水 平 管 中 由 于 装置 的 转动 空气 的 压强 p 和 密 
度 p 是 不 均匀 的 ,用 转动 参考 系 ,水 平 管 中 的 空气 处 于 平 
衡 状态 . 设 水 平 管 的 截面 积 为 S ,考虑 离 轴 z 一 z 十 dz 段 
空气 ,在 工 方 网 受到 的 合力 为 零 ， 


图 8. 11 pr)S 十 olr) Sardr ~— pl(z + dr)S=0 
5 一 wp(r)x (1) 
由 理想 气体 的 状态 方程 
A 
pV = Py 


其 中 m 和 V 分别 是 气体 的 质量 和 体积 ,MM 为 气体 的 摩尔 质量 ,T 了 为 绝对 温度 ,R 为 普 适 气 
体 常 数 ， 


_m_ pM 
P= V7 RI | (2) 
用 式 (2) 消 去 式 人 1) 中 的 p(x), 可 得 
dp _ Mw 
bp = RT Xdz 
积分 上 式 ,得 
l 一 Mw 
po 2RT 
其 中 po 是 管 中 xz==0 处 的 空气 压强 ， 
Pp = poexp Mx? | (3) 
由 式 (2) ,因为 M.R、T 均 为 常量 (其 中 TT 因 各 处 温度 相同 , 故 在 此 为 常量 )， 
PpP_M_ 
因此 p(x) 与 p(x) 有 类 似 的 关系 
p= poexp| ez | (4) 


其 中 po。 是 管 中 z==0 处 的 空气 密度 ， 
考虑 到 管 中 的 空气 质量 在 转动 前 和 转动 后 没有 变化 , 坚 直 管 是 细 管 ,其 中 的 空气 质量 
可 以 不 计 ， 


L 

| .edz)Sdz ~ pSL (5) 
对 于 适度 的 w 值 ,24s 为 小 量 
于 中 胆 ，3R 趣 小时， 


Mow* ， 
DRTT (6) 


exp 


j=1+ 


Mw ， 
2RT™ 
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将 式 (6) 代 入 式 (4) ,再 代入 式 (5) ,可 得 
po ee pm —— Mow 7 
~ fz ~ Pl 6RT | (7) 
6RT 
再 次 考虑 p(x) 与 p(x) 有 类 似 的 关系 ， 


Mo’L’ 
po pol 1 6RTI | 
对 在 竖 直 管 中 上 升 的 液体 用 平衡 条 件 
Po prgh = po (8) 


将 式 (7) 代 入 式 (8) , 解 出 

Mo'L’ po 

6Klg py 

外 部 的 大 气 也 遵从 理想 气体 的 状态 方程 ,也 有 同样 的 温度 工 , 由 式 (2)， 


六 一 


8. 2.7 杆 式 天 平 被 用 来 测量 密度 pi 很 低 、 体 积 为 Vi 的 固体 的 质量 mi. 将 固体 放 在 
天 平 的 左 盘 ,将 具有 很 高 密度 的 金属 硅 码 放 在 天 平 的 右 盘 ,使 之 达到 平衡 . 

(1) 如 先 在 空气 中 实现 平衡 ,然后 将 天 平 单 抽 成 真空 ,还 能 保持 平衡 吗 ? 各 不 能 , 哪 边 
的 盘子 将 下 沉 ? 

(2) 确定 在 空气 (密度 为 ca) 中 达到 平衡 测 得 的 质量 mi 的 百分数 误差 . 

解 〈1) 在 空气 中 达到 平衡 , 则 

(mg 一 PaV 18)! = (m2zg 一 PaV 8)! 

其 中 是 天 平 的 盘子 的 悬 点 至 刀刃 的 距离 ,也 是 平衡 时 固体 和 硅 码 的 力 臂 ,V: 是 夸 码 的 
体积 ,paVig 和 paY:g 分 别 是 固体 和 夸 码 受到 的 空气 的 译 力 ,zs 为 夸 码 的 质量 . 

天 平时 被 抽 成 真空 后 ,浮力 不 存在 了 , 因 01 安 Pp:， 有 ViS>V,,megel>m2gl, 因此 置 有 固 
体 的 左 盘 将 下 沉 . 

(2) 考虑 到 PP 和 po 因而 Ts< yi， 

ml 一 0O4Y 1 一 m, 

上 式 中 mi 是 固体 的 真实 质量 ,m; 是 测 出 的 固体 质量 , 故 测量 的 百分数 误差 


m1 一 Mm, PaV1 _ £4 
一 一 一 一 一 X1005 
1771 pVi | 入 


固体 的 密度 o: 愈 低 ,测量 的 百分数 误 卷 您 大 . 
8.2.8 组 成 天 体 的 一 种 假想 物质 具有 状态 方程 


_ 1 
p= se? 


其 中 p 是 压强 ,p 是 质量 密度 ,k 为 常量 . 
(1) 证 明 对 于 这 种 物质 ,在 流体 静 力 学 平衡 条 件 下 ,密度 和 引力 势 之 间 有 线性 关系 ， 
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注意 正比 项 的 代数 符号 ; 
(2) 写 出 在 流体 静 力学 平衡 时 密度 所 满足 的 微分 方程 ,可 用 什么 边界 条 件 或 别 的 物 
理 约束 ? 
(3) 假定 是 球 对 称 的 , 求 出 平衡 时 天 体 的 半径 . 
解 (1) 设 作 用 在 这 种 物质 单位 体积 上 的 外 力 为 『, 考 虑 z 一 z 十 dz、y 一 y 十 dy 一 z 十 
dz 围 成 的 体积 元 ,在 xz 轴 方 向 的 平衡 方程 为 
fry,2)drdydz 十 pzyyyz)dydz 一 六 (zz 十 dryz)dydz 一 0 


f(TX,Y,Z) 一 of 
同样 考虑 了 轴 、> 轴 方 加 , 列 平衡 方程 ,可 得 
有 
” ay 了 
可 把 三 式 合 写成 
f= vp 
设 FF 为 作用 在 单位 质量 物质 上 的 外 力 ,f==pF ,平衡 方程 为 
pF= Vp 
单位 质量 物质 所 受 外 力 是 由 天 体 上 自 映 的 引力 势 U 引起 的 ， 
: 下 一 一 vyU 
— PVYU= Vp 


将 状态 方程 *= 40 代入 上 式 ， 


— PVU = 六 有 “= REVP 


YL 一 一 AVO (1) 
把 上 式 写 成 分 量 方程 ， : 
过 -2 
ar | QZ 
Uy _ ,op 
ay | dy 
a _ ,a 
de oe 
三 式 分 别 对 zx、y、z 积分 ,对 积分 时 ,y\z 视 为 参量 , 余 类 推 ,得 
=— ko 二 fi(y,z) 
U = kp 二 f,(z,r) 
二 一 kp 十 fs(X,y) 


三 式 都 得 满足 ,只 能 是 
U 一 一 Ao 十 靖 量 
(2) 引力 势 满足 油 松 方程 
VU = 4xGp (2) 
将 式 (1) 两 边 求 散 度 ,与 式 (2) 比 较 ， 
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VVU= VU=— ky. Ve=~—kVy’p 


— kV’ip = 4rCO 
流体 静 力 学 平衡 时 ,密度 满足 的 偏 微 分 方程 为 
V “po = 一 ep (3) 


可 用 的 边界 条 件 是 在 天 体 的 边缘 p= 二 0, 由 状态 方程 ,这 里 也 有 p=0, 还 有 在 天 体内 部 各 处 
密度 p 宇 0 且 有 限 . 

(3) 方法 一 ;对 于 球 对 称 的 天 体 , 可 采用 球 坐 标 ,原点 取 在 天 体 的 中 心 ， 

用 球 坐 标 ， 


六 二 于 r WB risin’0 
今 密度 p 中 有 球 对 称 住 , 即 p= plr). 


dr 7 dr 
式 (3) 可 写 为 
dip .de _ _ 4dnG 
dr? 十 二 dr kf (4) 


令 一 全 ,并 作 变 量 代 换 :iv pr 或 p 一 毕 , 因 


rd dt 
式 (4) 改 写 为 
d ， 
J 十 wu 二 0 
立刻 可 写 出 其 解 为 


Ww 一 josin Cor 十 已) 
0 一 一 sin (or 十 8) (5) 
边界 条 件 :一 尺 处 ,p= 二 0,R 为 天 体 半 径 ， 


-ssin CwR 十 2)==0 


wR+p= nn 1 一] 2 3 
(“Pp 二 之 0,n 天 0) 
再 用 天 体内 部 各 处 p 宇 0,sinCwr 十 8B) 之 0,wr 十 BT,n 引 只 能 取 n 二 1， 
B= x Oo wh 
Pp 一 Psin (or 十 区 一 oR) = TsinLw(R 一 7) 


又 由 下 一 一 VU 一 AVPp 
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球 坐 标的 梯度 表达 式 为 


_g 1 de 1] gd 
VP ye , We Tt peing 25er 


这 里 p=p(r), Vp 一, 


F= kVp=—e, | esin (wR 一 wr) | 


一 ee wr) 十 hropowcos (wR 一 wr ) |e, 


wR=Xx (7) 
这 样 ， 


zk 


Nn ae 
/47Cr 
Ek 
下 gropo| Su 一 eoser |e， 


7 
当 ”一 0 时 ,有 五 王 0, 根据 如 下 : 
im SINWr 一 WrCOSwWr 
r—0 六 
_ im wcoswr 一 wcoswr 十 wirsinwr 
re 2r 


一 jim 工 wzsinar 一 0 
r0 2 


方法 二 : 式 (7) 可 从 式 (5) ,考虑 >=0 处 p 有 限 得 出 8 二 0, 再 用 式 (6) 得 到 wR 二 x, 所 
以 天 体 的 半径 为 
At NAk 
KT NG 


8. 2.9 ”为 描述 由 于 行星 的 缓慢 转动 使 赤道 载 起 ,计算 旋转 的 表面 形状 . 假定 行星 完 
全 由 不 可 压缩 的 密度 为 p、 总 质量 为 M 以 恒定 角速度 w 转动 的 流体 组 成 . 转动 时 ,行星 中 
心 至 两 极 的 平衡 距离 为 Rj. 

(1) 写 出 本 题 的 流体 静 力学 平衡 方程 ， 


(2) 作 粗 粮 近 似 , 即 用 靠近 表面 处 引力 场 写 为 一 全 Se , 求 行星 表面 附近 的 压强 


(3) 求 出 行星 表面 的 方程 ; 

(4) 如 赤道 鼓 起 R. 一 R, 是 行星 半径 的 小 部 分 ,对 (3) 问 得 到 的 表达 式 作 近似 ,用 以 摘 
述 表 面 对 球状 的 偏离 ; 

(5) 对 于 地 球 的 情形 (R,= 6400km,M=6X102:kg), 对 赤道 鼓 起 的 高 度 作 一 数值 估 
计 . 

解 (11) 用 此 行星 参考 系 , 它 是 对 惯性 系 做 绕 行星 的 对 称 轴 ( 极 轴 ) 以 恒定 角速度 
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转动 的 转动 参考 系 , 用 固 连 于 和 它 的 球 坐 标 , 原 点 在 
行星 的 中 心 , 极 轴 为 z 轴 , 如 图 8.12 所 示 . 图 中 国 
出 了 行星 上 任意 点 P(r,9,9) 处 单位 质量 受到 的 两 
个 彻 体 力 : 
F, =— Fe, 
F, = wrcosaA(cosae, 十 sinaAee) 
F, 是 星体 其 余部 分 对 它 的 万 有 引力 , F, 是 惯性 高 轴 


力 ,其 中 4 是 已 点 所 在 处 的 纬度 ,) 一 至 一 4 


用 球 坐 标的 梯度 表达 式 
_ 1% 1 dp 图 8. 12 
Vp TT PD 十 y pe° 十 rsing 2per 
平衡 方程 为 
OF = Vp 
代入 FF 二 Fi 十 F,, 并 写成 分 量 方 程 : 
p(— F, 十 reos’A)= 2 
办 
pw:7rccsasinA 一 一 2 一 一 一 2 
op 
(2) 求 行星 表面 附近 的 压强 . 按 题 百 所 述 作 和 粗粮 近似 ， 
GM 
天 一 一 一 2 er 


一 十 pw rcos’4 


op __ 
只 
2 pwricosAsinA 
| 
gp 
dp 


= Rdr + Pd + Fdy 


op 
一 一 十 pz2ycos24| dr 一 pw’r’cosAsinAda 
因为 3| 一 po 十 pwircos*4| 一 (一 pw’r’cosAsinA) 
上 述 dp 的 式 子 为 恰当 微分 ， 
dp = d EM 十 Percos ?A 
户 一 Ce 十 六 Outrscos2A 十 < 


*。 600 。 力学 (上 册 ) 


用 r=R 处 p= 二 0, 定 出 c， 
cc l 2 Ricos’*A 


C 一 一 一 po 


所 以 p= oCM 
对 于 纬度 处 ,在 表面 以 下 深 上 的 一 总 ， 


十 六 pi (7 一 R’:)cos’A 


二 
7 


1 
人 


plh,A) = 村 一 Rw:cos’A 


(3) 行星 表面 是 一 个 等 势 面 ,单位 质量 的 势能 是 万 有 引力 势 和 惯性 离 轴 力 势 之 和 ， 
U =U,++U, 


Ui 二 一 人 尘 十 常量 


F, = wrcos’Ae, 十 wrcosAsinAes 


ph 


与 F,=— VU,=— ee— pe 
比较 可 得 


a ， 
本 == -一 (wr COSASINA 
0 


QU ， 以 ， 
因为 Ei 
后 式 可 改写 为 


= wr2cosAsina 
_ 0 2s 
= dr 十 2 dA 


一 一 wrcosAdr + w rcosAsinaAdA 


一 一 d| 六 oo2rscos? 


Z ,一 一 arscos2 十 常量 
U= UVU, + U,=C— CM 一 二 2yr2cos2A 十 常量 


a 2 
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由 两 极 离 中 心 的 距离 为 Re, 代 入 4 二 土 ,r 二 Rs, 可 定 出 为 


__ CM 
一 R, 
行星 表面 的 方程 为 
/ GM | lc0srh _ CM 
7 人 ， 
或 wricOsS’A 一 4, 十 GM = 
六 
(4) 在 赤道 处 ,4 二 0,r 二 R。, 代 入 上 式 得 
wR = CM 人 一 全 
可 K, 
表面 对 球状 的 偏离 为 
R.— R, wR: 
kK, 2GM 


2 一 5 
= 517x360 “< X10 S 


Cy 
G = 6.67 X 10-iNm’(kg) 
Up .6.4 Xx 10 Xx (7.37 XxX 10 ) 4 
人 一 人 2 X667X10 x6x10 liX1l0m 
1.8 x 10-3 = 0.18% 
疡 
赤道 鼓 起 的 高 度 约 11 公里 ,偏离 球状 约 0. 18 %， 
8. 2. 10 ”用 图 8. 13 所 示 的 U 形 管 测量 汽车 的 加 速度 , 当 汽 车 加 速 行驶 时 , 测 得 = 
100mm , 求 汽车 的 加 速度 (图 中 L200mm). 


解 ” 设 汽车 的 加 速度 为 a, 必 沿 zx 轴 正 向 ,用 汽车 参 
考 系 ,U 形 管内 的 水 处 于 平衡 状态 . 由 平衡 方程 


pF = Vp 
ol(— ai— gj)= Vp 
op  ， 史 __ 
ar forgy 一 Lg 


dp 一 一 Cadz 一 pgdy 
p=— plarti gy)ce 
设 z= 二 0 处 水 面 高 度 为 yy,x 二 上 处 水 面 高 度 为 y;， 
yi ys 三 h. 


在 (0 ;1) 处 及 ( 工 , ys) 处 ,压强 均 为 大 气压 ， 


一 Da "0 十 8g8y) c= plaLit gy2) 十 
aL = (和 yy)8 = he 


*。602 。 力学 (上 和 册 ) 


h 100 X 10-: 
LS ™ 200 W103 X 9.8= 49ms™? 


3.2.11 有 其 有 铅 垂 轴 的 .半径 为 y 的 半球 内 盛 满 液体 . 求 被 两 个 互 
/ . 相 垂 直 的 平面 所 切 
出 的 八 分 之 一 球面 上 压力 的 合力 N 太 其 作用 线 , 设 自由 面 上 压力 为 零 , 液 体 的 密度 为 p. 
解 ” 考 虚 zx 宇 0、y 宇 0.z 宇 0 的 处 于 四 分 之 一 的 半球 内 的 液体 为 系统 . 


此 ”一 一 


4 


图 8. 14 
图 8. 15 


对 八 分 之 一 球面 的 压力 的 合力 N 可 写成 
N= Ni+N,ji++N.k 
N;: 等 于 x 人 0、y 守 0.z 实 0 处 四 分 之 一 半球 内 的 液体 对 系统 的 作用 力 . 
江面 OAB 上 在 z~z 十 dz 间作 用 于 系统 的 压力 为 
dN, = pgz Vr? — zidz 
通过 OAB 面 对 系 统 的 作用 力 


N= | pgz Mr — zidz 
] /一 
= 一 过 os| 六 一 二 (一 好 ) 一 二 08r 
根据 对 称 性 ,可 以 写 出 
1 
N, = Sper 


N: 的 大 小 等 于 八 分 之 一 球面 ABC 对 系统 的 作用 力 的 > 方向 i 
A 的 分 量 ,等 于 这 八 分 之 


了 l 
N, 二 8 入 3 "7 PB 一 APBr 
1 ,., 1 | 
所 以 N= 308rit ogrj + rpgrk 
N=MNi tN +N = sper Vat 


八 分 之 一 球面 ABC 上 各 处 的 压力 均 沿 球面 的 法 线 方向 ,其 : 
和 = 有 ， 作用 线 都 汇 交 于 球 心 0, 
其 合力 的 作用 线 亦 必 通 过 共 点 力 系 的 作用 线 交点 0, 设 合力 的 作用 点 为 (zx,y,z), 则 
NX (zi yj zk)=0 
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代入 NN.、N,、N., 从 上 述 两 个 方程 可 得 
让 二 YY， 之 一 Dy 


作用 线 是 这 两 个 平面 的 交 线 ,作用 点 是 此 交 线 与 八 分 之 一 球面 4BC 的 交点 . 两 式 与 x 十 
yy 十 z* 二 rr? 联 立 解 得 


2r Ar 
人 一 》 二 4 2 一 
V8 二 x V8 二 x 


作用 线 也 可 表示 为 参数 方程 形式 ， 
27 27 Nr 


Li， YY 一 i， 
V8 十 x M8 二 x 


yf 


其 中 :为 参数 . 

8. 2. 12 ” 证明: 任意 曲面 在 彻 体 力 仅 有 重力 的 静止 流体 中 ,所 受 的 总 压力 的 水 平分 量 
等 于 该 曲面 在 垂直 面 上 的 投影 面积 上 所 受 的 总 压力 . 

证 明 ”把 曲面 看 成 无 限 个 面 元 组 成 ,每 个 面 元 是 一 个 平面 . 取 任 一 面 元 ,面积 为 AS， 
其 法 线 方 向 的 单位 矢量 为 n= 二 nai 十 nyj 十 nek. zz 轴 沿 竖 直 方向 . 
该 面 元 所 受 的 压力 为 

pASn 
其 水 平 的 zz 分 量 为 
pASnR * i= pASn, = pAScosea = p(AS),. 

其 中 a 是 与 z 轴 的 夹 角 , 也 是 AS 与 垂直 于 x 轴 的 竖 直 平面 yz 的 夹 角 ,(As ),* 是 AS 面 
在 vz 平面 上 的 投影 . 这 就 证 明了 对 于 任 一 面 元 所 受 的 压力 的 水 平分 量 ,等 于 坊 面 元 在 张 
页 于 这 个 水 平方 向 的 投影 面积 上 所 受 的 压力 . 

入 体 力 仅 有 重力 ,p 只 与 > 有关 ,如 曲面 所 受 总 压力 的 水 平分 量 沿 某 一 方 同 ,其 单位 
估量 用 ms 表示 ; 则 


" 
写 
昌 


jpn + mdS = |p Cz)l()de 

zz) 刀 儿 8.16 所 示 , 闭 合 曲 线 围 成 的 面积 S| 是 曲面 所 受 压力 的 
术 玉 分 量 相 王 直 的 投影 面积 ,i1(z)dz 是 投影 面积 的 面 元 ， 
| p(xyilz)dz 是 垂直 的 投影 面积 上 所 受 的 总 压力 . 这 个 总 压力 
当然 沿 其 法 线 方 向 ,法 线 的 单位 矢量 为 m0. 如 彻 体力 还 有 其 他 z 
所 要 证 明 的 结论 ， 


” 


图 8. 16 
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8. 2. 13 一 半径 为 R 的 圆柱 形容 莫 , 其 顶 盖 中 心 污 
有 一 敞 日 的 测 压 管 ( 见 图 8. 17). 容器 装 满 密度 为 o 的 水 ， 
测 压 管 中 的 水 面 比 顶 盖 高 h, 大 气压 为 po, 当 容器 绕 其 对 
称 轴 以 角速度 w 旋转 时 , 顶 盖 受 到 水 同上 的 作用 力 有 多 
大 ? 

解 ” 取 以 w 的 角速度 旋转 的 转动 参考 系 ,可 用 平衡 
方程 , 取 顶 盖 中 心 为 坐标 原点 ,z 轴 竖 直 癌 上 . 

plwre, 一 gk)= Vp 


9 9 g 
Vp= Fe, 十 ~ Poe, 十 Lk 


op 
之 =- pr 
9 ~ 
= Pg 
gp 
二 0 
op 


dp= pw’'rdr — pgdz 
p= pur? 一 pg8z 十 上 
在 > 一 0、z 一 天 处 ,p= 二 po， 
po=~— pghie, c= po pgh 
p= po 十 pV — pg(lz— h) 
硕 盖 处 ,z 一 0, 项 盖 受 到 水 向 上 的 作用 力 为 
R 
下 一 | plr,0) »。 2xrdr 
0 
R 1 
一 | |p 十 广 po7 十 pgh ”2zrdr 
0 
= xRi| po + pgh + LT pw?R’ 


8. 2. 14 ”一 离心 分 离 机 ,其 容器 半径 为 尺 , 高 度 为 五 . 容 堪 静止 时 装 水 高 度 为 产 , 水 的 
密度 为 p. 为 使 水 不 游 出 ,角速度 不 能 超过 何 值 ? 
解 ” 利 用 上 题 得 到 的 p(r,z)， 


p= pwr? — pgz+ce 
当 ww 二 wmax 时 ,水 刚好 不 洲 出 ;二 RR,z=H 处 ,p= 二 po， 由 此 定 i, 


po = punxR? 一 pg 玉 十 cc 


C= po PutarR: 十 pgH 
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p = po pL — R:)— pg(z — H) 


令 ppo, 可 由 上 式 得 到 水 面 的 方程 


pg — R’)=g(z— HH) 


< 一 R: 十 2g(z 一 如) 
设 水 面 最 低 点 的 x 坐标 为 ==h' ,那里 r= 二 0, 由 式 (1)， 
六 一 五 一 2 eR’ 
水 的 密度 p 为 常量 ,是 不 可 压缩 的 ,旋转 时 水 不 洲 出 的 条 件 下 ,旋转 时 水 的 体积 与 不 
旋转 时 的 体积 相等 . 


H 
| xf[R2 — rz) ldz 十 AR2 = xRih 
站 


H 
天 廊 =—— 28 | (z — Hdz + rR H — Ls,R’ 
(Urmax yh v8 


i 
0 


=— SEH — 1) + ELH — HW) + rRH — 2 esR’) 


代入 hh'= 矿 一 eesR? ,化 简 后 可 得 


左边 = xR: 全 一 Le R’ 


1 


所 以 RIH 一 faxR’ 一 xR2h 


8. 2. 15 设 有 单位 质量 受到 的 彻 体力 场 为 : 
Fs = + 22) 十 2(y 十 zz 


F, = 六 (2 二 7) 十 2p(z 十 2X)y 
1 


Ff, = 2 (zZ 十 昂 ) 十 27(0z 十 y)z 


其 路 py 均 为 常数 , 间 4、pwv 为 何 值 时 ,在 此 力 场 作用 下 的 均 质 流体 可 能 达到 平衡 . 
解 ” 均 质 流体 是 不 可 压缩 的 单 相 流体 ,o 为 常量 .平衡 方程 
OF = Vp 
可 改 为 
-| 
因 梯 度 的 旋 度 等 于 零 , 均 质 流体 的 平衡 方程 为 
VxF=0 
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对 于 题目 给 的 彻 体 力 刁 ， 
2 _ oF, _ 
3 一 十 24z，: 一 让 十 21Yy 
oaF aF 
2 一 -一 一 一 一 
2 二 2，35 y+ 2vz 
一 工 十 2yz, 一 ~ 二 之 十 2AX 


只 有 当 ) 一 p 一 "一 六 时 ， 


dF _ dF, Fy _ oh, 

dy ar ady 
af: ar。 
ar 罗 


VXF=0 可 能 达到 平衡 
8. 2. 16 “一 个 充满 水 的 密闭 容器 ,以 等 角速度 w 绕 一 水 平 轴 旋 转 , 能 否 达 到 相对 平 
衡 ? 如 能 达到 相对 平衡 , 求 出 等 压 面 方程 


解 ” 取 固 连 于 密闭 容器 的 .yz 轴 , 其 中 工 轴 取水 平 转轴 ,用 绕 > 轴 等 角 速 % 转动 
的 参考 系 . 


单位 质量 受到 的 彻 体力 为 


F 一 ov wrk gcos(wt + a)j + gsinCowt + ok 
F 显 含 时 间 +,; 不 可 能 相对 平衡 . 


8. 2. 17 图 8.18 中 圆 形 裁 面 的 活塞 直径 d= 二 4cm, 圆 柱 体 状 重 物 克 的 底面 直径 = 
24cm, 当 作 用 在 活塞 上 的 力 握 为 100N 时 ,能 举 起 重 物 的 质量 多 大 ? 


图 8. 18 


解 ” 重 物 处 的 压强 与 活塞 处 的 压强 以 及 各 处 油 的 压强 均 相 等 ,由 此 可 计算 能 举 起 的 
重 物质 量 为 


m 一 一 一 一 二 xD? 
2 2 Lag: 4 
4 
100 、 (0.24)” | 


8. 2. 18 ”许多 初等 教科 书 表述 流体 静 力学 的 帕斯卡 原理 为 : “封闭 液体 压强 的 任何 变 
化 可 无 缩减 地 、 瞬 时 地 传递 到 该 液体 的 所 有 其 他 部 分 . "这 是 否 违 背 相 对 论 ? 解 释 清 楚 这 里 
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所 说 时 “瞬时 地 ”意味 着 什么 ? 

答 ”帕斯卡 原理 只 适用 于 不 可 压缩 的 液体 ,任何 流体 都 不 是 绝对 不 可 压缩 的 ,所谓 不 
可 压缩 的 流体 只 是 对 一 类 可 压缩 性 较 小 的 流体 的 一 种 近似 ,一 种 简化 了 的 模型 . 正如 对 于 
低速 的 机 械 运 动 可 用 牛顿 的 力学 理论 一 样 , 不 能 认为 它们 违 月 了 相对 论 . 

液体 内 压强 的 变化 是 以 在 该 液体 中 传播 声波 
的 速度 传播 的 , 因 通 常 容 胡 的 尺度 比较 小 ,声速 又 
相当 大 ,压强 变化 传递 到 容器 内 各 处 的 液体 所 需 时 
间 非 常 短 , 几 乎 可 以 忽略 . 就 像 一 些 磁 撞 问 题 冲力 
很 大 但 作用 时 间 极 得 一 样 , 都 可 作 “ 酸 时 地 ”处 理 . 

8. 2. 19 ”如 图 8. 19 所 示 , 辟 水 容 冀 底部 开 有 
直径 d=5cm 的 圆 孔 ,用 空心 金属 球 封 住 . 球 重 
2. 45N ,半径 >=4cm, 水 深 瑟 =20cm. 试 求 升 起 该 图 8.19 
球 所 需 之 力 ， 

解 ” 水 对 金属 球 的 浮力 等 于 被 金属 球 排 开 的 水 的 重量 . 

取 = 轴 竖 直 向 下 ,原点 取 在 金属 球 的 中 心 ,被 金属 球 排 开 的 水 的 体积 为 


4 六 
Va — rs -一 | nr -一 2 dz 
3 VA 


-和 人 ve 


1 
12 


7” 十 一 2.59 X 10”m- 
升 起 该 球 所 需 之 力 为 
1 


F=W— pgeV + peH ad 


— 3.45— 10;X 9.8 XX 2.59 xX 10-4++ 10 x 9.8 x 0.20 x (0. 05): 


= 3.76N 
注意 :由 于 圆 孔 处 无 水 ,水 对 金属 球 的 作用 力 不 是 浮力 ,而 是 压力 . 这 里 设想 在 圆 孔 处 
有 一 个 向 上 的 力 , 又 有 一 个 同样 大 小 的 向 下 的 力 , 前 者 与 金属 球 与 水 接触 面 所 受 的 压力 一 


起 成 为 对 金属 球 的 浮力 ,后 者 就 是 pgH 了 nd” 


如 直接 计算 水 对 金属 球 的 作用 力 ,根据 对 称 性 ,其 合力 必 沿 竖 直 方向 . 设 合力 同上 ( 实 
际 是 向 下 的 ) ,采用 球 坐 标的 8 作为 积分 变量 . 合力 为 


|， pg | reosb 十 一 和 /rr 一 s| a ‘eos * 2ArsinO »。 rd 
d 1 2 
~» |， PE reoso+ Hf" — [a | 是 在 之 处 水 的 压 9 咀 ， 


or 
pg | reos0 + H—, fr2— Ta] eos 是 z 处 的 压强 在 竖 直 向 上 方向 的 分 量 ,2rrsing * rd6 


其 中 四 一 arcsin 
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是 金属 球面 上 处 于 2 一 0 十 db 间 的 面积 ， 
有 一休 一 |， pg | reosg+H— | a eos * 2XAr’sinbdb 


经 计算 可 得 同样 结果 . 

8. 2. 20 ”一 个 均 质 的 正 立方 体 木 块 , 边 长 为 im, 加 重 物 后 浸入 水 中 达到 平衡 时 ,恰好 
一 半 温 入 水 中 ,重心 位 置 如 图 8. 20(a) 所 示 , 当 木 块 转 过 45" 角 ,如 图 8. 20(b) 所 示 . 求 此 位 
置 木 块 受到 的 恢复 力矩 . 


解 多 一.3VgE 一 1X10X 方 XHX98 一 49X10N 


M= 4.9 Xx 10° Xx 0.25 Xx sin45° = 866Nm 


(a) (b) 
图 8.20 
8. 2. 21 一 个 空间 站 是 一 个 充满 空气 的 半径 为 a 的 大 圆 简 , 圆 简 围绕 其 对 称 轴 以 角 
速度 w 目 旋 , 以 提供 边缘 的 加 速度 等 于 地 球 表 面 的 重力 加 速度 . 若 空 间 站 内 部 温度 了 T 是 
常数 , 求 圆 简 中 心 处 的 压强 与 边缘 处 的 压强 之 比 . 
解 ” 取 空间 站 为 参考 系 ,空气 处 于 平衡 状态 ,由 平衡 方程 
peF = Vp 
其 中 彻 体 力 F 是 惯性 离 轴 力 ， 
F = wre, 


pw’re, = = 2, 十 一 ~ Pe 十 2 


今 沁 一 0, 守 一 0 只 是 7 的 泪 数 . 


pw’r = Pe (1) 
这 里 7 Oe 是 ”的 函数 . 
空气 的 摩尔 体积 为 ww 状态 方程 为 
pv = RT 
其 中 R 是 普 适 气体 常数 . 
设 空气 的 摩尔 质量 为 A， 
p= pv 
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P 一 RT (2) 
将 式 (2) 代 入 式 (1) ,变量 分 离 后 可 得 
dp _ pe idy 
bp RT 
p = cexp Li C3) 
在 圆 简 边缘 对 静 参 考 系 的 加 速度 等 于 地 球 表 面 的 重力 加 速度 ， 
wa=g 
2 _ 去 
o2 一 一 (4) 
将 式 (4) 代 入 式 (3)， z 
PXP | 
圆 简 中 心 处 的 压强 与 边缘 处 的 压强 之 比 为 
(0) i exp| 加 Lg 
pla) ol LE | 2RT 
“2RT 


说 明 : 按 出 题 者 的 本 意 , 空 气 将 咕 图 简 一 起 旋转 ,处 于 相对 平衡 状态 ,还 要 用 理想 气体 
的 状态 方程 , 像 上 面 那 样 解 题 . 可 是 ,这 样 作 有 理论 上 的 缺憾: 要 空气 跟 厦 一 起 转动 ,必须 
认为 空气 是 黏 性 气体 , 严 沼 地 讲 不 能 采 理 音 气 体 芒 状态 方程 ,如果 把 空气 作 严 格 的 理想 气 


体 处 理 , 则 它 就 不 会 跟 较 简 同 步 转 动 了 . 她 果 完 全 不 转动 ， 一 1 


8. 2. 22 一 个 由 气体 组 成 的 、 半 径 为 R 的 球状 物体 具有 球 对 称 性 ,密度 p 二 pCr) ,引力 
势 U 一 U(r), 由 压力 支承 自身 的 引力 ,压强 p= 二 pCr). 下列 哪些 式 子 是 物体 的 引力 势能 V 
的 正确 表达 式 . 而 另 一 些 仅 差 一 个 正 的 或 负 的 数字 因子 . 


(1) 一 4z| p Fridr, (11) 二 |， 至) 六 qd7 
R 

GiiiD2z| OUJr2dr， (iv) 一 4z| pridr 
0 9 


解 ” 对 于 密度 为 p(x,y,zx) .体积 为 + 的 孤立 系统 ,其 自身 引起 的 引力 势能 为 
= 3|pCzy Ur, yz) drdyds 


对 于 半径 为 RR 的 球 对 称 的 球状 气体 系统 ,自身 引起 的 引力 势能 为 


V= 二 | ev 。4mr2dy 
(1) 
一 = 2x| pUr’dr 
这 正 是 Gi) 的 表达 式 . 可 见 (ii) 的 表达 式 是 正确 的 ， 
自身 的 引力 由 压力 支承 处 于 平衡 状态 ,由 平衡 条 件 : 
pF = Vp 
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今 一 一 信 e,， Vp 一 er( 球 对 称 )， 
dp _ dU 
dr 一 fdr 
又 引力 势 满 足 池 松 方 程 
VU = 4rCp 
对 于 球 对 称 情 形 , 上 式 可 写成 
1 da dU 
Ge 
， 1 ,1l1d|l,du 
所 以 0 一 1G Fd” dr 
将 式 (3) 代 入 式 (2)， 
dp _ 1 ld/,.dUu 
dr dxG rdr dr 
在 球体 以 外 ,p= 二 0, 二 -二 0, 故 
dp _ 0 dU 
dr 一 并 dr 一 站 
式 (1) 也 即 Giii) 的 表达 式 , 可 改写 
of ldfl,.dd 
V= 2x| GO 37 (7 dy dr 
_1 :di [*, 
加 志 [(vr dr 0 | 
1 dU 
= 3G|,” (dr dr 
计算 中 用 了 式 (4). 
将 式 (5) 与 (让) 的 表达 式 比 较 ,可 见 
将 式 (3) 代 入 (Gi) 的 表达 式 ， 
* dU 
一 4z| p dr” dr 
_ 1d.d/,, dU), 
Gjo dr dr dr) 
nd .di 
四 上 [> 和 ”dr 0 | 
10 dU), dU 
本 二 | dr dl7 dr 


1 
2C 


6" | 


1 
2G 


ja 


让 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
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此 式 与 式 (5) 相 同 , 式 (5) 是 正确 的 表达 式 (ii) 改 写 的 ,可 见 (i) 的 表达 式 也 是 正确 的 ， 


R 
一 4z| pr’dr 一 一 | padr 
0 3 
的 [| [dp 
— 3 | p) | | dr | 


a1 rr dV, 
rdr 一 <|p 47” dr 


在 计算 中 用 了 式 (2). 
将 上 式 与 正确 的 (i) 的 表达 式 比较 ,可 见 (iv) 的 表达 式 多 了 一 个 因子 “ 忆 ” 


8. 3 流体 动力 学 


8.3.1 如 图 8.21 所 示 , 一 低速 风 洞 具有 开口 式 的 试验 段 ,其 模 截 面 直 行为 4 ,一 杯 
式 酒精 压力 计 连 接 于 风 洞 较 粗 段 上 ,此 处 横 截 面 的 直径 为 D. 当 重 力作 用 下 的 、 密 度 为 6 
的 理想 气体 流 过 时 ,压力 计 高 度 读数 为 h, 大 气压 强 为 po. 酒精 密度 为 p' ,流动 是 定 弟 的 . 
求 试验 段 流体 的 速度 . 


图 8. 21 
解 ” 设 理想 流体 在 直径 为 DD 的 粗 段 和 直径 为 4 的 细 段 的 流速 分 别 为 vi、v2. 由 连续 
性 方程 ， 


rDev 一 Frdiw, (1) 

由 但 努 利 方程 ， 
六 Oo 十 pi 一 0 十 p， (2) 
pz 一 po (po 为 大 气压 ) (3) 


pi= po pegeh (4) 
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由 式 (1)， 
一 | 号 | (5) 
将 式 (3)、(4)、(5) 代 入 式 (2), 解 出 v;, 得 
v=, /2aeh 
VDi— ds 0 


8.3.2 密度 为 o 的 水 从 一 大 容器 流入 一 喇叭 型 导管 ,入 口 和 出 口 处 截面 积分 别 为 
Si 和 9，, 导 管 长 互 , 如 图 8. 22 所 示 , 大 气压 
强 为 po, 运 动 是 定常 的 , 问 有 多 大 时 ,导管 入 
口 处 压强 为 零 . 

解 ”由 伯 努 利 方程 ， 


pot+ pgl(h+ H)= pt so (1) 


prt+ spi= pittpeH C2) 
其 中 mp 分 别 是 导管 入 口 和 出 口 处 的 流 


速 ， 


| 8. 22 | 由 连续 性 方程 : 
div 一 一 7; (3) 
由 式 (1) 可 得 
h= 空 HH (4) 
28 


由 式 (2)、(3) 消 去 VU) , 解 出 v2 ,得 


2 一 2(zo 一 pgH)Si 
pCS2 一 S12) 


将 上 式 代 入 式 (4), 得 


= | D2 | 
hs silpe Ss! 


8. 3. 3 如 图 8. 23 所 示 , 压 强 为 1. 08 X10;Pa 的 空气 以 30ms-! 的 速度 从 A、B 两 个 进 


ta 
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口 流 进 箱 内 ,进口 面积 都 为 5cm’, 箱 内 的 空气 经 过 C 排 气 口 排 入 大 气 , 排 气压 强 等 于 大 气 
压强 ,为 1, 013X10Pa. 气体 不 可 压缩 ,密度 为 1. 225kg/m ,进出 口 4、B\C 处 于 同一 页 
度 , 设 为 定常 流动 . 试 求 反 作用 力 Ra 和 R;. 
解 已 知 paA= ps= 1, 08 x 10°Pa, 
vA = VB 二 30ms 


pc = po = 1.0]13 x 10*Pa 


1 


箱 内 压强 为 pc 
p= 1.255kg/m’ 
Sa= Ss=5 Xx 10 mm 
对 箱 内 气体 用 动量 定理 ， 
(pa— pe)Sat+ (pa — pc)Spsin45° — R, = Qava + QBpvasin45° (1) 


(pp pe)S ssin495° -一 Ri -一 GOswpgsln45? -一 Qcvc (2) 
其 中 Q4、Qs、Qc 分 别 是 单位 时 间 内 从 4、B 两 个 进口 流入 的 空气 质量 和 从 C 出 口 流 出 的 
空气 质量 


Qa = pvad 4 (3) 
QB = OU0p98 = 004d 4 (4) 
Qc = Qa + QB = 200404 (5) 


将 式 (3)、(4) 代 入 式 (1), 解 出 
R, = (pa— pc)Sall + sin45°) 一 00494(] 十 sin45°) 
代入 数据 ,经 计算 得 


Kk, 一 0， 66N 
对 A、C 两 点 用 伯 努 利 方程 ， 
| F004 十 pa= pv 二 pe 
2(pa4 | pe) ,2 
Uc 一 p Ua4 


代入 纹 据 可 得 vc = 100m/s 一 一 

栓 臣 C4)、(5) 代 入 式 (2), 解 出 h 

民 ] = 二 (ps — bre) Sin45° — OU4S aSIn45° 二 20vAd avc 一 

代入 数据 后 ;可 得 Ri = 5. 65N 2 
g.3.4 一 水 塔 的 著 水 箱底 离 地 面 的 高 度 | 

记 一 20m, 其 者 截面 为 半径 R 一 2m 的 加 , 蔷 水 深 | 儿 

_ ls, 如 果 用 装 在 高 五 ,一 5m 处 截面 积 为 2mz 的 | | 一 一 

水 龙头 放水 ,假定 始终 都 是 定常 流动 , 问 需 多 和 久 才 一 

能 将 水 放 完 ? [| 
解 ” 设 大 气压 强 为 o, 当 蕾 水 箱 中 水 面 比 箱底 

高 z(Cm) 时 ,水 面 处 的 流速 为 wo, 水 龙头 流出 的 水 速 图 8. 24 
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为 Us 
由 伯 努 利 方程 ， 
Fo 十 pg 再 + po 
= F008 + pg (Ho + +) 十 名 
由 连续 性 方程 
Sv 一 XR‘v, 
其 中 5 是 水 龙头 的 截面 积 . 


从 上 述 两 式 可 解 出 v 与 z 的 函数 关系 为 


SS” 
w= NR 28 (Ho Hi + 2) 
d 9 
二 一 vo 一 一 mR i" 28(lio— Hi 7) 
将 水 放 完 所 需 的 时 间 上 为 


克 民 4 一 SS 1 
:= 一 | | 一 一 一 ， 一 天 一 一 一 一 dz 
h 285 MVH。— H+z 


[mR co: h 
一 2gS? ‘2VHo Hr 
2pD1 C2 
_ ER | /HH ii MVE-H. 


代入 R=2m,S 一 2X10 ‘m’?,H, 二 20m,Hi 一 5m,h 二 lm,g = 二 9. 8ms 悦 ,可 得 
ft 一 3.61 X 10’s : 
8. 3. 5 ”酒水 车 的 大 水 模 的 后 端 底部 有 一 小 筷 , 当 酒 
水 车 以 名 加 速 a 前进 时 ,后 端 水 面 的 高 度 为 h. 求 此 刻 水 
从 小 孔 流出 的 速率 , (以 酒水 车 为 参考 系 ) 
解 ” 虽 然 水 从 后 端 底部 的 小 孔 流 出 ,以 酒水 车 为 参考 
一 系 , 仍 可 近似 认为 酒水 车 中 的 水 处 于 平衡 状态 . 说 得 更 确 


] ， 切 些 , 水 从 小 孔 中 流出 的 过 程 是 一 个 准 静态 过 程 . 
取 固 连 于 酒水 车 的 zy 坐标 ,如 图 8. 25 所 示 , 原 点 取 
| 8. 25 在 酒水 车 的 大 水 模 的 后 端 底部 ,x 轴 水 平 沿 车 前 进 的 方 
[5] ,yy 轴 竖 直 回 上， 
单位 质量 的 水 受到 的 彻 体力 为 
~~— at— gj 
由 平衡 方程 ， oF = Vp 
得 。 苇 =-pa, 淆 = 一 05 


9 9 
dp = dz 十 Fdy 一 一 padx 一 pgdy 
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积分 得 
户 一 一 Caz 一 8 十 < 
由 x==0,y==h 处 p==po( 大 气压 ) 定 出 
c= po pgh 
因为 P= po pgh— plar+t gy) 


上 述 压 强 分 布 适 用 于 大 水 槽 内 部 (包括 小 孔 附 近 ,那里 水 的 流速 v0) ,小 孔 附 近 的 外 部 ， 
p= 二 po. 对 小 孔 附 近 内 、 外 两 点 用 伯 努 利 方程 ， 
po + pgh = 加 o 十 p22 
其 中 wv 为 从 小 孔 流 出 的 水 的 速率 (相对 于 酒水 车 )， 
v= 二 ~v2gh 

8. 3.6 半径 为 R 的 圆柱 形 水 槽 绕 自 身 的 铅 直 对 称 轴 以 匀 角 速 % 转动 ,水槽 侧 壁 有 
一 小 孔 ,水面 最 低 处 在 小 孔 上 方 h 处 . 求 此 刻 水 从 小 孔 流 出 时 相对 于 水 槽 的 速率 . 

解 ” 取 水槽 为 参考 系 , 取 固 连 于 它 的 柱 坐 标 系 , 原 点 取 在 对 称 轴 上 ,与 侧 壁 的 小 孔 同 
高 度 处 ,z 轴 沿 坚 直 的 对 称 轴 ,同上 为 正 . 

单位 质量 的 水 受到 的 彻 体力 为 

F 一 wre,— ok 

由 平衡 方程 ,pF 二 Vp 


中 


= Co 7， o£ 一 一 pg 
dp = pw'rdr 一 pgdz 
p = pur’ 一 CS8z 十 5 
水 面 最 低 处 7 一 0 z 一 及 ;, 力 二 po， 定 出 
C= po pgh 

所 以 p=pot pght pour — pgz 

对 小 了 乱 附 近 内 、 外 两 点 用 但 努 利 方程 ， 

po 十 pgh + > wR: 一 po 十 pL 
v= V2gh + wR 

注意 :用 伯 努 利 方程 的 两 点 必须 处 在 同一 条 流 线 上 . 考 
虑 小 孔 附 近 内 、 外 两 点 都 确保 在 同一 条 流 线 上 . 

8.3.7 密度 为 p 的 理想 流体 通过 截面 积 为 正方 形 的 、 


水 平 的 圆 弧 形 管道 ( 见 图 8. 26) 做 定常 流动 ,正方 形 边 长 为 
2L, 圆 形 轨道 的 中 心 线 的 半径 为 RR, 测 得 通道 在 同一 局 度 


上 内 外 侧 压 差 为 Ap, 通 道内 水 流速 度 为 w 一 ze 一 0,ze 一 全 ， 
4 为 待定 常数 , 试 证 明 通过 通道 的 水 流质 量 流量 为 


图 8. 26 


。616 。 力学 (上 册 ) 


_ /2pLAp ,ps R+L 
QV RR CR ron RE| 


证 明 该 流动 为 无 旋 定 党 流动, 证 明 无 旋 如 下 : 


xo-| 寺 时 各 6 + | 问 一 站 lam) 1 oe| 
VXv-olywm a Ta wi? 3 ; wl 
Ov a9(rv,) 
作 -一 -一 一 了 一 -一 -一 上 ~ 一 
”人 O ,UU 0, 0 ， jr 0 


可 见 ,V xm ==0, 流 动 是 无 旋 的 . 
对 于 理想 流体 做 无 旋 的 定常 流动 ,对 任何 两 点 (不 要 求 在 同一 流 线 上 ) 都 有 但 努 利 积 
分 , 即 有 辣 样 的 但 努 利 常 数 . 
今 对 正方 形 截面 的 圆 形 管道 的 内 外 两 侧 , 即 r==R 一 工 和 rv 一 R 十 L 


的 两 侧 上 的 两 点 M.N( 见 图 8. 2.7) 写 但 努 利 积分 . 
N 4a 4 
AN 一 玉 二 7 一 玉 十 了 


a 1 


| 2 
图 8. 27 2\R—L 十 加 一 [人 ~” 
Ap = pn — pu = F014 | TR Rt 
一 Ap 一 
“一 MV3ZoRE 
通过 通才 的 水 流质 量 流量 为 
:如 本 
Q= js? S2Ldr = 2o47in| R - | 


8. 3.8 ”密度 为 ¢ 的 理想 流体 徐 定 当 沪 动 ,其 流 场 的 速度 分 布 为 
| 0 委 7 委 7ro 
到 -一 


2 
rs 
~ eq? 7 之 7 


其 中 o 为 常量 , 求 此 流 场 的 压强 分 布 . 设 一 co 时 ,2 一 zz 为 周围 的 大 气压 强 ( 不 计 重 力 的 
影响 ). 

提示 :可 采用 绕 对 称 轴 以 恒定 角速度 w 转动 的 参考 系 或 解 用 柱 坐 标 表示 的 微分 方 
程 ， 

了 +o Vv=F— sv 

解 ” 方 法 一 :采用 绕 对 称 轴 以 恒定 角速度 w 转动 的 参考 系 ,考虑 0<&r<ro 区 域 的 压 

强 分 布 ,此 区 域 处 于 平衡 状态 ,由 平衡 方程 
pF = Vp 


2 1o% op 
pw’re, 一 yert » apep 下 3 
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pw 二 魏 ，0 一 生 ，0 一 竺 
dp = pw’rdr 
p= 地 pur? 十 < (1) 


再 用 静 参 考 系 考虑 r 宇 ro 区 域 的 压强 分 布 , 此 区 域 的 流动 正如 上 题 已 证 明 的 那样 为 
无 旋 定常 流动 ,对 r 之 ro 的 各 点 有 同样 的 们 努 利 常数 ， 


六 po 十 户 一 常量 (r 之 70) 


2 2 2 2 
即 tpl TE) + pr) = 70) + pro) 
7 0 
将 式 (1) 代 入 上 式 , 得 
2 2 
Tp | + po) 一 pr 和 十 < 
2 2 
pr) 一 一 六 | 十 pr 各 十 < (2) 
用 r 一 co 时 ,由 p= 二 po 定 c, 得 
c = po 一 priw (3) 
将 式 (3) 代 入 式 (1)、(2) 
po 一 pro2 + pr 0 过 r 世 ro 
2 1 
Po Pro% rr 7 之 70 
方法 二 :用 柱 坐 标 表 示 的 微分 方程 ， 
+ vv=F- ovp (1) 
用 柱 坐 标 ， Vv 一 Ue, 十 wsee 十 vk 
注意 柱 坐 标 中 单位 矢量 e,、ey 是 随 上 而 变 的 ， 
nm o de ou de .ow 
a Xv dt 十 de ve dt + x* 
v0, QW。 |. dv 
-一 [全 一 pm e;, 十 十 gm er 十 ar 
式 (1) 的 分 量 方程 为 
Qu, ~ 1l 9 
pvtve: Vw =F. 一 人 字 
Ov 1 9 
pvr 二 vw Vu = Fo— (2) 
zz , _r 1% 
y 十 vv。 Vv,= 上. 0 思 
v* Vy,= (we vppt vk) ， re 十 二 Te, 十 rk 
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U* VV,=—= Vv, 


代入 方程 组 (2)， 


， Ov 
一 pvp vr 


Wp 


a 

dv : 

—? 

x¥ + Pu vy 


今 ww 一 0,v: 一 0, 作 一 0, 守 一 0,F, 一 Fs 一 .一 0, 代 入 方程 组 (3) ,可 得 


| 


在 0 委 r 委 ro 区 域 ， 


在 r 之 ro 区 域 ， 


2 ro 3 
p —— CE +e 
用 rr 一 co、p= 二 po 定 出 c==po， 
pp rn 


在 rr——?7os 
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1 ortw? 
Oow 7 十 C1 二 po 一 2 
定 出 c= po— prow’, 
所 以 Pp = po — prow’ 十 pir? 0 委 7 了 委 7 


与 方法 一 得 到 的 结果 完全 相同 . 


8.3.9 理想 流体 沿 水 平 圆 环 做 二 维 定常 流动 ,不 计 重 力 的 影响 , 若 v, 二 0,vp 不随 9 
变化 , 试 求 : 
(1) p 和 vor 满足 的 微分 方程 ， 


(2) 分 别 对 vp=kvo 二 hr 和 ze 一 全 三 种 情况 写 出 请 与 > 的 函数 关系 . 


解 (1) 用 上 题 方法 二 给 出 的 方程 组 (3), 且 和 上 题 一 样 ,vw 二 0,v, 二 0, 和 ?二 0, ?一 0， 


以 ”op 
下- 一 Fr 一 天 -一 0, 则 
浆 一 人 
p 只 是 + 的 函数 .vr 满 是 的 微分 方程 汶 
dr 入 
(2) vp 一 上 的 情 帝 . 
dp _ pk- 
dr rr 
p= ok’lnr 十 ec 
vp—= kr 的 情况 ， 
一 pk’r 
1] ，? ? 
p= 2 ok "十 c 
k 、 
vg 二 一 的 情况 ; 
dp kk 
dr * 3 
2 
访 二 一 全 十 “< 
三 式 中 的 c 均 为 常量 . 


8. 3. 10 密度 为 p 的 理想 流体 运动 的 速度 势 4 一 az 一) ,其 中 人 为 常量 ,在 静止 处 
压强 为 po, 求 压强 分 布 ( 不 计 重力 ). 
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也 ， PP 了 上 
解 了 十 ( 吕 ，YV)z 一 下 ovp (1) 
今 定 一 0,F 一 0, 则 


v= V$= 2axi— 2ayj] 


式 (1) 的 分 量 方程 为 
gay 20 加 站 
Sp 一 一 40azz， 过 一 一 4oaty 2 一 0 
dp =— 4pa’zdz 一 40a2ydy 


p=— 20a (2 十 多 ) 十 cc 
静止 处 v ==0, 其 位 置 在 x 二 0、y 二 0 处 . 此 处 ,p= 二 po, 定 出 c= po， 
所 以 p= po 一 20a (CC 十 入 ) 
8. 3. 11 一 种 自己 有 引力 作用 的 气体 在 没有 压力 的 情况 下 球 对 称 膨胀 ,未 给 脱 胀 的 
初 条 件 ,但 知 当 密度 为 po 时 ,在 离 中 心 半径 为 Ro 处 的 表面 流体 元 的 速率 为 vo, 即 v (Ro)= 
(1) 求 v(R); 
(2) 用 vo、Ro 和 po 描述 气体 的 最 终结 局 . 
解 (1) 考虑 气体 表面 单位 质量 的 运动 ,由 机 械 能 守恒 ， 
CM __ 1,,_ CM 


} 
二 2 


2 R 2 0 R, 


其 中 M= 人 xRioo 是 气体 的 总 质量 .v 是 球 膨胀 到 半径 为 R 时 表面 气体 的 速率 ， 
1/2 
v(R) = | 十 3.nGRiol 和 一 站 | | 
(2) 由 上 面 得 到 的 "CR) 可 见 ,R 增 大 时 ,表面 气体 的 速率 " 减 小 ,最 终结 局 是 膨胀 到 
半径 满足 下 列 方程 的 R; 


2 | 8 mp3 去 _ 二 | _ 
Vo 十 3 7rC 民 500 R R, 一 但 
时 ,表面 的 气体 的 速率 v 二 0, 停 止 膨胀 ， 
8xGRioo 
~ 8xGRipo 一 3v3 


气体 在 此 半径 的 球 内 达到 平衡 状态 . 
讨论 : 原 题 有 膨胀 时 保持 气体 均匀 之 意 . 我 们 把 它 改 成 了 只 是 在 半径 为 Re 时 气体 密 
度 为 po 是 均匀 的 . 如 果 膨 胀 过 程 中 球 内 各 处 总 是 均匀 的 ,最 终结 局 也 应 该 是 均匀 的 . 整个 
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过 程 气体 的 机 械 能 守恒 . 最 终 气 体 处 于 平衡 后 的 势能 应 等 于 气体 的 球 半 径 为 Ro 时 的 动能 
和 势能 之 和 .下 面 的 计算 说 明 , 不 可 能 是 均匀 膨胀 的 情况 


假定 均匀 膨胀 , 则 球 半 径 为 r 时 ,密度 为 p, 因 气体 质量 一 定 ， 


Snr ?二 MM 一 常量 
3riodr 十 ridp 二 0 
dp 3.gy 二 一 3.0dz 
2 r 
1de__ 3 
pd 六 
上 式 也 可 适用 于 球 的 内 部 . 在 同一 时 刻 ,内 部 各 处 p 相同 ,92 也 相同 , 王 一 常量 
在 球 半径 为 Ro 时， 
rR 
v 一 Rv 
此 时 ,气体 的 动能 为 
了 = | py Rv * 0%。 4Ar’‘dr = EnpoRYv? 
气体 的 势能 为 
x 4 
yo 二 | Cr 。 3 a 。 4nr’dr 一 一 TEGOR: 
气体 的 机 械 能 五 为 


5 
气体 均匀 膨胀 ,最 终 达 到 平衡 ， 省 全 得 应 全 全 站 亲自 间 最 你 的 本 度 人 


F(R Pp 8rG pooR: 


到 一 个 十 了 一 ZroRvi— -2GCER 


p 


平衡 后 的 势能 为 


Cr 3 0 8 
?0 _  _ |，，。 2 2275 
| po *» dar’dr 1sT™ COR 


代入 R 一 和 上 述 的 p, 经 计算 可 得 


V (KR) = 到 rpoRiog 一 CGOSR3 


V (RK)E 
但 是 机 械 能 应 该 是 守恒 的 ,出 现 上 述 不 合理 情况 的 原因 是 均匀 膨胀 的 假定 不 成 立 ， 
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不 是 均匀 膨胀 ,还 不 能 作出 结论 最 终 的 平衡 状态 各 处 密度 就 一 定 不 均 习 ,还 需 作 进 一 
步 的 讨论 . 假定 最 终 密 度 均 邹 , 则 由 流体 静 力 学 平衡 方程 
pF = Vp 
可 求 出 压强 是 > 的 国 数 , 记 一 户 (r)， 
气体 还 得 满足 热力 学 平衡 时 的 状态 方程 . 一 般 讲 ,上 述 的 压强 分 布 Cr) 不 会 恰好 满 
是 所 要 求 的 状态 方程 . 因此 最 终 的 平衡 态 , 密 度 是 球 对 称 的 ,但 不 是 均匀 的 . 
8. 3. 12 ” (1) 一 稻 质 量 为 M 的 船 浮 在 有 坚 直 侧 壁 的 深水 槽 中, 一块 质量 为 m 的 石头 
投入 船 内 , 槽 中 的 水 平面 升 高 多 少 ? 如 果 石 头 没 
4, 人 击 中 船 而 是 落 入 水 中 ,水 平面 升 高 多 少 ? 如果 
需要 , 你 可 以 对 水 槽 、 船 和 石头 假设 一 个 合理 的 
形状 ); 
d (2) 一 个 两 辟 有 不 同 的 截面 积 A1、4,; 的 U 
形 管 滨 入 不 可 压缩 的 液体 , 液 面 高 度 为 a, 如 图 
8. 28 所 示 . 空气 被 冲击 性 地 吹 入 管 的 一 端 ,忽略 
表面 张力 效应 和 液体 的 黏 性 ,定量 地 描述 液体 
以 后 的 运动 . 
解 ”(1) 设 pv 和 p; 分别 为 水 和 石 涉 的 密度 , 设 船 和 水 槽 都 是 长 方 体 ,S。 和 5S. 分 判 是 
船 和 水 槽 的 水 平 的 截面 积 . 
石头 投入 船 内 时 , 设 船 排水 深度 的 增 量 为 Ah， 
mp = woAh :pg 


OwSb 


Ah = 


设 引 起 水 槽 内 水 面 增高 A 五 , 则 
(S: — SWAH = SiAh 


ae 
A Ot | Se 加 bw (It TT Sp) 
如 石头 投入 水 槽 中 ,水槽 中 水 面 升 高 AH， 
CS 一 SAH — 
1 
A 加 (St J Sp)p, 


(2) 这 是 一 个 理想 流体 做 无 施 的 不 定常 流 x 


1 
动 ,用 这 种 运动 的 拉 格 朗 日 积分 i 
Ee | 
其 中 $ 是 速度 势 ,v 二 V8,U 是 单位 质量 所 受 的 ”1 1 
外 力 的 势能 , f(z) 是 时 间 的 某 一 函数 . 在 同一 时 0 


刻 , 考 虑 管子 两 辟 面 上 的 两 点 1.2, 分 别 侦 离 平 


衡 位 置 z .x;, 如 图 8. 29 所 示 , 用 上 式 ， 图 8. 29 
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其 中 pi 二 pp 二 po( 大 气压 )， 
LU 一 SC 十 TD 一 ga 一 zz)yul 一 Zi， 
U2 一 2 
d T] d—z, 
$1 一 | vidz， 4 = | (— vo)dz 
积分 下 限 可 以 任 取 ,因为 速度 势 的 零点 可 以 任 取 . 


2 :: 

3 = | 了 dz 
dp _ | 2 A 
2 =|. x jd Ld 


这 里 zi、zz、 2 之、 于 、 基 ; 均 为 小 量 , 作 上 述 积分 时 ,只 保留 一 级 小 量 ， 
上 述 拉 格 朗 日 积分 可 近似 为 / 
zid 十 gld 十 TX1) -一 zd 十 gld 一 7 ) 


为 十 因 十 妆 (zi 十 zz) 一 0 


用 连续 性 方程 ， 
Aizi 一 A,x, z 
可 得 | 
并] 十 二 0 
区, 十 x 一 0 


因 必 液体 随后 的 运动 是 做 角 频 率 为 \/ 号 的 简 谐振 动 


8.3. 13 ”一 个 半径 为 尺 的 球 在 不 可 压缩 的 (Y。，zmp (r) 二 0,v (Cr) 为 以 球 为 参考 系 时 在 
位 乞 = 处 流体 的 速度 ) 无 黏 性 理想 流体 中 做 速度 为 & 的 匀速 运动 . 

(1 以 球 为 参考 系 , 求 流体 流 过 球 表 面 任 何 点 
时 的 速度 v ; 


(2) 求 出 球 的 表面 处 的 压强 分 布 ， 7 \ 
(3) 求 保持 球 做 匀速 运动 所 必需 的 力 ， 
解 (1) 取 球 为 参考 系 , 流 体 做 图 8. 30 中 所 天 。 


的 运动 . 用 球 坐 标 r、.g、g, 原 点 位 于 球 心 ,流体 的 速 

度 沿 9=x 的 方向 . 定义 速度 势 $ 为 型 8 30 
v= Vy 

因 流 体 不 可 压缩 ， : 
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VY *vV=0 
故 速度 势 $ 满足 拉 普 拉 斯 方程 
V’$=0 
边界 条 件 为 
站 =0 (1) 
这 是 因为 球面 是 不 可 竺 透 的 ， 
$|,.,, 一 一 xrcosl (2) 
这 是 因为 在 远离 球 的 地 方 ,o = 一 wu, 用 球 坐 标 表 达 为 
v|,.., =— ucosOe, 十 xsinbes 
与 
gl .=— uy (rcos0) 
| sreos 人 ye 上 工 reos tr) Be 


一 一 ucoste, + usintes 
完全 相同 ,可 见 边 界 条 件 式 (2) 是 正确 的 . 
拉 普 拉 斯 方程 的 一 般 解 为 


$= ,Yar + br PP (cosO) (cnCOSMO9? 十 dnsinm9) 


天 一 六 境 一 站 


其 中 P”"(x) 是 连带 勒 让 德 函 数 ， 


_ 2~ mi/2 开 十 控 
Pr(z) = (一 TD)n 妆 一 工 ) 4 


Dr71 1 dx” 


考虑 到 具有 柱 对 称 性 ,$ 与 9 无 关 , 只 能 取 m= 二 0, 故 $ 为 


$= 2) Carr 十 br " !)P, (cos0) 
天 一 门 


(TC— 1)” 


其 中 P,(zx) 是 勒 让 德 多 项 式 ， 
_ 1 di z 
P,(7X) = pn jCT 1) | (3) 
”下面 用 边界 条 件 确 定 a, 和 6b，. 
由 式 (2) , 即 由 -一 一 xzrcos0 ,可 和 定 出 
arPi(cos0) 三 一 urcosd 
由 式 (3) 可 知 ,PiCcos) = (zr:—1) | sc000 = COsO 
所 以 Q1 二 一 


: an 一 0 (n A 1) 
FB) 
由 式 (1), 即 > 一 0， 


g 一 一 zyrcosg 十 > ,br "1P,(cos0) 
下 一 日 
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2 r 一 不 一 一 %cosl 十 2 (一 于 一 1)2D,R " “P.(cos0) 一 0 
一 ucos0 一 26,R cos0 = 0 
|p 
01 一 2 wR 
所 以 风 一 一 Wrcosl 一 suRr tcos0 


在 球面 上 点 (R,9) 处 流体 的 速度 为 


v (R,0) = V¢|,_r 一 世 er 十 走光 _ 0 一 Susinbe, 


(2) 以 球 为 参考 系 , 理 想 流 体 做 定常 流动 ,注意 流体 未 受 彻 体力 (不 计 重 力 ), 对 同一 
流 线 上 两 点 写 伯 努 利 积分 ， 


pl 


等 号 右边 取 无 穷 远 处 ， 
Uv 二 Wp= po 
左边 取 球 面 上 的 点 CR,0)， 


1 13 ， 1 1  ， 
Tp Busing| + plR,0) 一 OU 十 加 


所 以 plR,0) = po 二 | 1 一 sinzg| 
(3) 流体 作用 于 球 问 左 的 合力 
F= | PCR,6)eosbds 


一 | La 十 六 ou2(] 一 7 sin) jeose 。 DJRSsinO »* RdO = 0 
0 


因此 ,保持 球 做 匀速 运动 无 需 给 球 外 加 作用 力 , 这 正 是 预期 的 结果 ,因为 球 在 无 摩擦 情况 
下 做 匀速 运动 . 

8. 3. 14 两 个 倾斜 的 .可 视 为 无 穷 大 的 平行 平板 ,倾角 为 w, 相 距 为 2, 如 图 8. 31 所 
示 . 其 间 有 密度 为 C、 黏 度 为 7 的 不 可 压缩 流体 做 定常 的 二 维 流动 ,平均 速度 为 ,考虑 重 
力 的 影响 , 求 图 中 1.2 两 点 的 压强 差 ， 

解 ” 取 z 沿 流体 运动 的 反方 向 ,z 轴 垂 直 于 平行 的 平板 ,向 上 为 正 , 两 平板 的 x 坐标 
分 别 为 z=0 和 z=6b. 

考虑 zx~z+ 十 dz、y~~y 十 dy、z~z 十 dz 的 一 块 质 元 ,在 工 各 zx 方 向 受 力 分 别 如 图 8. 32 
(a) 和 (Cb) 所 示 . 在 xz 方向 无 加 速度 ， 


户 | -dydz 一 p|s+radzdydydz 十 7 实 dzdy 一 7 和 dzdy 一 pgsinadxdydz 一 0 


对 双 | 和 | sts: 分 别 作 泰 勒 展开 ， 
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XY 
1 党 ve Ve 
WD gd 
Pla ddz 
plz 7 “Ba oy pl dxdy 
“SZ \s gd 
pgsinadxdydz Pgcosadxoydz 
(a) (b) 
图 8. 31 8. 32 
dv dz ey 
dz | dz|, + 2 dz 十 


Plzta 一声 | -十 -4 dz 十 … 
代入 上 式 , 略 去 高 级 小 量 , 可 得 


2 
3 一 7 开 一 pgsina (1) 


局 
-六 


在 z 方 向 无 运动 . 
旋 | dzdy 一 p|,radzrdy 一 pgcosadrdydz = 0 
pl =pl+ | dz 十 … 
代入 上 式 , 略 去 总 级 小 量 , 可 得 
2 一 一 DECOSQ (2) 
积分 式 (2)， 


Fir,2) 一 一 pgzcosa 十 f(x) (3) 
f(z) 是 x 的 某 种 泪 数 ， 


本 只 沿 是 < 的 函数 ,由 连续 性 方程 , 因 p 为 常量 ,流体 在 yx 方向 无 运 
动 ,可 得 2 一 0, 也 即 于 一 5 注意 v 是 z 的 函数 ,9 六 0 pgsina 都 不 是 = 的 函数 ， 


不 z 的 函数 ,只 能 是 常量 . 再 由 式 (1) ,9 也 是 常量 . 
式 (1) 改 写 为 


对 上 式 积 分 两 次 ,得 


v(z) = 过 | 芝 2 十 pgsina 
由 边界 条 件 ,z= 二 0 处 v 二 0, 太 z=—b 处 v 二 0, 定 出 


2 十 clz 十 c， 


之 | 2 之 十 pgsina 


C 一 1， Cl 一 一 


27\ dr 
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所 以 v(z) 一 寺 | 芝 2 十 pgsinal (z 一 b)z 
_ 8 6 
VU 二 二 | v2)dz 一 2 2 十 pgsina | ce — bz)dz 一 一 元 [ 电 之 十 pgsina 
_ (4) 
2 一 一 0 一 pgsina 
由 式 (2)、(4)， 
= 一 | 二 十 pgsina | dz 一 pgcosadz 
-一 [二 i170 二 pgsina|xX— pgzcosa+i ce 
— p=— [lB + pgsine| (zs — x1) — pg (zs — zi)eosa 


= [二 l27v 十 pgsina| L — pgheosa 


8. 3. 15 如 图 8. 33, 某 不 可 压缩 的 密度 为 .黏度 
为 7 的 流体 ,在 重力 作用 下 沿 倾角 为 a 的 固定 平面 做 
二 维 的 定常 层 流 型 流动 , 流 层 厚度 为 5, 有 自由 表面 ， 
求 ， 

(1) 垂直 于 纸 面 的 单位 宽度 流量 ; 

(2) 在 目 由 表面 下 深度 4 为 何 值 ,该 处 的 流速 等 
于 流动 的 平均 速度 . 

解 ” 沿 斜面 流动 方向 取 zz 轴 ,z 轴 垂 直 于 斜面 向 上 ， 


未 给 平均 速度 5, 也 未 给 举 , 仅 说 “在 重力 作用 下 …… 做 二 维 的 定常 层 流 型 流动 ”, 意 


味 着 靠 重力 抵消 黏 性 力 以 维持 定常 流动 , 即 守 一 0， 
取 zx 一 z 十 dz zx 一 z 十 dz、y 方向 单位 宽度 的 质 元 ， 
z 方 向 受 力 如 图 8. 34 所 示 . 由 于 里 =0, 图 中 未 画 前 后 


的 压力 . 
dv 
1 dz 2 十 dz 
dv _dv 
dz|.a dz|, 


图 8. 34 代入 上 式 , 略 去 高 级 小 量 ， 


Z 一 "于 | dz 十 Ogsinadzdz 一 0 
dv 


d* 
十 1 dz 二 


积分 上 式 ， 
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CCC 


dv _ cg 
dz | 7 


在 x 一 6 处 为 自由 面 , 斩 | “一 0, 定 出 


2 Sin w 十 ci 


C1 一 CEp sine 
7 
dv 


了 一 一 CE ~ 6b) sin a 


VV 二 2 (2 一 2bz)sina 十 c; 
在 > 一 0 处 ,v= 二 0, 定 出 cz 一 0 
2 : 

Tv 一 - 27 《之 20z )sina 


束 直 于 纸 面 的 单位 宽度 流量 g 为 


6 5 3 
一 一 CE 2 _ Pab. 
gq | dz 27sina (2 2pz )dz 37 


sina 


»_ 4 Cs 
5 一 也 37 sina 
在 xz 一 5 一 gd 处 ,v= 一 5， 
-LET ye _ mp PAP . 
2nL (6 d ) 2b(b — d) lsina 37 sina 
解 出 d = en 


8.3.16 以 长 为 lm、 半径 为 lmm 的 圆 形 管道 连接 两 水 槽 试 求 两 水 槽 水 面 差 为 
30cm 时 管道 中 心 线 处 的 流速 及 流量 . 已 知 水 在 20C 时 黏度 为 1.00x 10 Ns/m?. 
解 必 不 可 压缩 的 黏 性 流体 在 圆 管 中 做 层 流 流动 的 公式 
_ 人 i pp:,,, 2 
v(r) 一 ey (R’*— r:) 
今 pi—ps= pgh,h=0. >0m,L=1lm,R=1X10 3m,»y=1. 00x 10™3Ns/m: 
(nV CR 10: x 9.8 x 0.50 a 
2(0)= 4nLe 4x100xXx10 X11 X10)=1.23(m/s) 
用 计算 流量 的 泊 击 时 公式 ， 
Q 一 二 一 ER = 1,92 x 10° kg/s 
3.3.17 以 400kW 的 泵 在 4km 的 距离 上 要 以 1. 5m3/s 中 过 一 水 平 圆 管 输送 重 燃 


油 . 者 效率 为 75% ,此 油 的 密度 为 0. 92g/cm ， 攻 度 为 0. 19Pas. 求 圆 管 的 半径 至 少 多 大 ， 
解 用 N 表示 功率 ， 


N= (pi 一 Pp2) 2 
泊 肃 时 父子 9 
_ (Pp1 ~— propR’ 
Q = 87L 
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Q _aR 
N 87LQ 
2 1 1/4 
‘| 
ro N 
今 7=0. 19Pas,L—4X10mm, 久 一 1 Sm’/s,N=400X10°Xx0.75W,， 


8 x 0.19 X 4 Xx 10: x (1.5)21¢ 

R= rx XI 0 | = 0 37m 
8. 3. 18 ”就 一 定常 的 圆 管 中 的 层 流 , 离 中 心 线 7 多 大 处 的 速度 等 于 平均 速度 ? 
解 ” 用 不 可 压缩 的 黏 性 流体 在 圆 管 中 做 层 流 流动 的 公式 


v(7) = 人 RR: 一 六) 


47L 
T=— -| v0) 。 Doxrdr 
4R’]o 
— 时 各 Pi pf; | 2 1 2 1 | 
Ri dE TR 3 一 人 
_ (p18F; )R 
gL 
或 用 泊 肃 叶 公 式 和 5 一 得 到 上 式 ， 
(7) > 到 
Fi1—pips 2 _ (pi Pi)R’ 
mr “~ 7)T gL 
解 出 ;= RR 


8. 3. 19 水 在 20°C 时 通过 一 直径 为 0. 20m 的 水 平 圆 管 , 当 平均 速度 为 2. 5m/s 时 ， 
管 中 每 米 有 3.77Pa/m 的 压强 降落 . 问 与 用 泊 肃 叶 公 式 计 算 的 所 需 压 强 降落 比较 有 多 大 
的 误差 ? 水 在 此 温度 下 的 茜 度 为 1. 53X10 Pas. 

解 ” 按 泊 肃 叶 公 式 ， 


Q _ pp)OR 


I 


~ oxR? 87L | 
一 875 8X1.53X10-3X2.5 
了 一 一 (0. 20/2): = 3.1(Fa/m) 


误差 二 ”一 一 21.6% 


8. 3. 20 密度 o=0.93g/cms: 、 黏度 7 王 1.48X10-:Pas 的 原油 沿 一 半径 +=1.27cm 
的 铝 直 圆 管 做 定常 的 层 流 流动 . 相距 15m 的 上 下 两 个 压力 计 的 读数 分 别 为 1.72X10Pa 
和 4. 13X105Pa， 

(1) 确定 流动 的 方 问 ; 

(2) 求 出 流量 . 

解 ” (1) 铝 直 圆 管 的 层 流 流动 ,必须 考虑 重力 的 作用 ,用 推导 当 肃 叶 公 式 的 办 法 . 
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如 向 上 流动 , 取 = 轴 向 上 为 正 ,公式 中 的 急 一 如 于 双 应 改 为 轮 十 pg, 即 如 名 改 为 
Ph +pg. 


质量 流量 Q 为 


-二 | 和 | 4 
Q 87\ 工 pg | pxR 


pi、\p? 分 别 是 zi、z; 处 的 压强 ,zl 过 xz;. 
如 回 下 流动 , 取 z 轴 癌 下 为 正 ， 
了 | 立 一 疡 4 
Q@ = 南召 元 所 +ogjomR 
pi、\ pp? 分 别 是 zj、z; 处 的 压强 ,zi 二 z，. 


假定 流动 是 目 上 而 下 的 . 


pi— pp 


1.72 X10 — 4.13X10’ 
15 


一 一 6.95 X 10‘(Pa/m) <0 
则 Q<0, 襄 明 不 可 能 目 上 而 下 流动 . 
不 必 再 考虑 流动 是 目下 而 上 的 ,因为 


一 5 一 ” 


= 6.95 Xx 104(Pajm) >0 
正好 是 前 一 计算 的 负 值 . 结论 是 流动 是 自 下 而 上 的 . 
(2) 用 上 面 已 给 出 的 自 下 而 上 流动 的 质量 流量 公式 
li tp: 


十 0.93 Xx 10” Xx 9.8 


一 一 4 
= 0g) orR 
一 -上 4 3 一 2\4 
8 x1.48 X10 X10 X093 X10 Xxxl.27 X10 1 
一 4.46(kg/s) 


8. 3. 21 设 8.3.4 题 的 水 塔 中 , 著 水 箱 是 大 容 郝 ,其 中 的 水 是 黏 性 流体 ,黏度 为 7 一 
1. 00X 10 °°Pas. 

(1) 假定 流体 做 定常 的 层 流 流动 , 求 流 量 ， 

(2) 若水 是 理想 流体 ,并 假定 做 定常 的 层 流 流动 , 求 流量 ， 

(3) 计算 雷诺 数 , 判 断 流动 的 真实 类 型 . 


解 CDecD)= 二 | 乌 于 扣 +og CR2 一 7 


_ 1 ft dq 
v= 二 | Cr) * 2Ardr 
1 Pi 一 ptrPeLl | 二 4 lhl_ Pp pel, 
一 xR 4nL "oR |)= 87L 
4 
Q= 5. rRzo = (pi 一 ps 十 pgL)AnpoR 


87L 
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站 一 一 wa (1) 
Q = La (2) 


设 B.B' 是 萃 水 箱 出 口内 外 的 两 点 ,水 从 蓄 水 箱 的 自由 面 流 至 B' 这 一 段 可 视 为 理想 
流体 ,B 点 处 的 流速 va~0、 
对 B、B' 点 写 伯 努 利 方程 ， 


po t+ pgh = ps' + 500 (3) 


设 4 为 水 龙头 出 口 处 一 点 ,对 B'、4 这 一 段 黏 性 流体 的 定常 层 流 流 动用 修改 了 的 介 
努 利 方程 ,注意 由 连续 性 方程 ,流速 v 相同 . 
ps, + pgHo= po pgHite (4) 
其 中 e 是 在 这 段 路 程 中 输送 单位 体积 流体 所 需 做 的 功 . 
由 式 (3) 解 出 ps 9 


ps = po pgh— p50 (5) 


将 式 (1) 代 入 式 (5) ,再 代入 式 (4)， hn 


ze pgh 一 a 十 pgHo = po pgHite (6) 


1, 

27 a 
N 

< 一 Q7o 一 (pr — pst peDQ /=p — pt pe 


~ La = (Ho — Hi)a (7) 
将 式 (7) 代 入 式 (6), 可 得 


LR 
1287’ 


这 是 a 的 二 次 代数 方程 , 解 出 a, 因 e>0, 舍 去 c<0 的 解 ， 


a 二 (Ho— Hi)a— pg(hi Ho HI)=0 


a 一 | (Ho 一 Hi1)’ + Eh 二 Ho 一 Hi) — (fo — Hy) 


(Ho 一 Hi): + EER OP 十 万, 一 H.)) (Hs HD | 


327° 


代入 n=1 .10“3Pas,p==1 。 10kg/m’, R=A/s 0—m,h— lm, Ho= 20m, Hi = 5m, 
可 得 
Q = 3. 18kg/s 
(2) 若水 是 理想 流体 ,对 B、A 两 点 用 伯 努 利 方程 ,可 得 在 水 龙头 出 口 处 的 流速 为 
= V2gth + Ho — Hi) 
Q= pnS = pS V2g(h + Ho — Hi) = 3.54kg/s 
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其 中 用 了 S 一 2X10-4ms 


(3) 尺 一 CA 
7 

= 318 -~- 

?= go Fx10 X10 一 15.9m/s 
一 4 
A 并 
3 一 3 
R = 10 X15.9X7.98 X10 _ | ,7 wx 10 


1 Xx 107™ 

雷 语 数 已 大 大 超过 在 圆 管 中 做 层 流 型 流动 的 下 临界 雷诺 数 1000, 应 判断 为 :真实 的 
流动 不 是 层 流 型 的 ,而 是 滴 流 型 的 . 

8. 3. 22 ”试用 纳 维尔 -斯 托 殉 斯 方程 导出 适用 于 不 可 压缩 的 黏 性 流体 在 不 计 重力 的 
贺 绾 中 做 定常 流动 的 天 于 流量 的 沪 肃 叶 公 式 . 

解 ”适用 于 不 可 压缩 的 和 性 流体 的 纳 维尔 -斯 托 克 斯 方程 为 


p+ow Vv IV V+ Vp= pF (1) 


取 柱 坐标 7、p、z, 原 点 取 在 圆 管 的 对 称 轴 上 ,对 称 轴 为 z 轴 . 
不 计 重 力 ,在 贺 管 中 做 层 流 型 流动 具有 对 称 性 ,VU; 二 0,vo 二 0,v; 二 v0, 有 即 


v= vk 
且 v=v(r), 即 实 一 0 各 一 0.F 一 0, 因 定常 流动 ,于 一 0 
(vvV)v=vk.: Vok =v k= 0 
这 里 用 了 他 一 0， 
式 (1) 化 简 为 
Vp=7V’v 
Ze 十 一 Pe 十 pd = 7V ?vk 
因 一 凶 0 
闫 =7v% 一 六 [7 训 | 二 六 路 + 并] 
又 因 w==v(y)， 改 58 一 0,52 一 0， 


op 


2p _ 73,2% 21dl, 
4 -rN rr dr 


dz 


”dr 
上 式 等 号 右边 只 能 是 的 函数 或 是 常量 ,与 pz 无关, 可 见 污 与 z 无 关 ,又 学 ,学 均 为 零 ， 
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dr 27L r 


Y) 二 Or 十 cilnr 十 Co 


因为 v(x) 有 限 , 在 r+ 二 0 处 ,v(0) 有 限 , 必 须 c==0. 在 管 壁 处 ,v=0, 凤 v(R)= 二 0, 定 出 
pl Pa Ra 
47nL 
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物理 学 ,由 于 它 在 自然 科学 中 所 具有 的 主导 作用 ,在 人 类 文明 史 中 , 特 别 是 在 人 类 物 
质 文明 史 中 , 占 据 着 极其 重要 的 地 位 .经 典 物理 学 的 诞生 和 发 展 曾 经 直接 推动 了 欧洲 物质 
文明 的 长 期 飞跃 . 20 世纪 初 诞生 并 蓬勃 发 展 起 来 的 近代 物理 学 ,又 造就 了 上 个 世纪 物质 
文明 的 辉煌 . 自 20 世纪 末 到 21 世纪 初 的 当前 时 代 , 物 理学 正在 以 空前 的 活力 , 厂 阔 深入 
地 开创 着 向 化 学 、 生 物 学 、 生 命 科学 、 材 料 科 学 、 信 息 科学 和 能 源 科学 渗透 和 应 用 的 新 局 
面 . 在 本 志 纪 里 ,物理 学 再 一 次 直接 推动 新 一 轮 物 质 文明 飞跃 的 伟大 进程 已 经 开始 . 

但 是 ,发 展 到 目前 的 物理 学 宽广 深厚 ,累积 的 知识 浩瀚 无 圾 .教授 和 学 习 物 理学 都 是 
一 个 相当 艰苦 而 漫长 的 过 程 . 在 这 个 漫长 过 程 的 许多 环节 中 ,做 习题 是 其 中 必要 而 又 重要 
的 环节 . 做 习题 是 巩固 所 学 知识 的 必要 手段 .是 深化 拓展 所 学 知识 的 重要 练习 ,是 锻 烁 科 
学 思维 的 体操 . 习题 对 于 教师 和 学 生 双 方 都 是 重要 的 ， 

然而 ,和 习题 有 关 的 事 都 是 很 不 起 眼 的 事 . 在 有 些 人 眼光 中 ,求解 和 编纂 练习 题 是 全 
部 教学 活动 中 相当 次 要 的 环节 . 习题 集 也 确实 是 所 有 著作 中 “最 低层 ?的 ,大 约 只 有 “傻子 ” 
们 才 肯 做 的 事 . “聪明 人 ”常会 找 诸 如 习题 集 不 应 当 出 之 类 的 理由 ,光明 正大 地 规避 挥 ， 

但 是 ,在 教授 和 学 习 过 程 中 ,只 要 是 需要 的 ,都 是 合理 的 ,也 总 得 有 人 去 做 才 行 ,于 古 
我 们 编 委 会 的 这 些 人 ,本 着 甘 为 锋 子 牛 的 精神 ,平时 在 科研 和 教学 中 一 道 题 一 道 题 地 积 
累 ,现在 又 一 道 题 一 道 题 地 编审 ,花费 了 大 量 时 间 做 着 这 种 不 起 眼 的 事 , 大 家 觉得 ,这 件 事 
终究 是 教 与 学 双方 共同 需要 的 ,也 就 是 有 益 的 .正如 一 个 城市 基础 建设 中 ,不 能 都 去 做 地 
面 上 的 摩天 大 楼 和 纪念 碑 等 “抢眼 球 ” 的 事 , 也 还 需要 做 诸如 修建 马路 .下 水 道 等 基础 设施 
的 事 . 

这 套 《 物 理学 大 题 典 ) 的 前 身 是 中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 出 版 的 《美国 物理 试题 与 解 
答 》 从 书 (7 卷 ). 那 套 从 书 于 20 世纪 80 年 代 后 期 由 张 永 德 发 起 并 组 织 完成 ,内 容 包 括 普 
通 物理 的 力 . 热 .光电 近代 物理 到 四 大 力学 的 全 部 基础 物理 学 . 出 版 时 他 选择 了 “中 国 科 
学 技术 大 学 物理 辅导 班主 编 ” 的 署名 方式 . 自 那 套 从 书 出 版 之 后 , 虽 历 经 10 余年 ,仍然 有 
不 断 的 需求 ,于 是 就 有 了 现在 的 这 套 从 书 一 一 《物理 学 大 题 典 》. 

现在 这 套 《 物 理学 大 题 典 ) 从 书 的 内 容 , 除 继续 涵盖 力 、 热 \. 光 、 电 、 近 代 物 理 到 四 大 力 
学 全 部 基础 物理 学 内 容 之 外 ,还 包括 了 原子 核 物理 .粒子 物理 .凝聚 态 物 理 、 等 离子 体 物 
理 、 天 体 物 理 .激光 物理 .量子 光学 和 量子 信息 物理 等 内 容 . 就 是 说 ,追踪 不 断 发 展 的 科学 
轨迹 ,现在 这 套 丛 书 仍旧 大 体 涵盖 了 综合 性 大 学 全 部 本 科 物 理 课程 的 内 容 . 

这 次 重新 编审 中 ,大 部 分 教师 仍 为 原来 的 ,但 也 增加 了 一 些 新 的 成 员 . 这 次 出 版 经 大 
家 着 力 重 订 和 大 量 扩充 ,又 耗 时 近 两 年 而 成 . 总 计 起 来 ,这 套 从 书 前 后 历时 近 20 年 ,耗费 
了 30 余 位 富有 科研 和 教学 经 验 的 教授 . 近 150 位 20 世纪 80 年 代 和 现在 的 研究 生 及 高 年 
级 本 科 生 的 巨大 辛劳 .丛书 确实 是 大 家 长 期 共同 劳动 的 结 量 ， 
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《物理 学 大 题 典 中 包括 了 大 量 的 美国 物理 试题 . 一 般 说 来 ,美国 物理 试题 涉及 的 数学 
并 不 繁 难 , 但 却 或 多 或 少 具 有 以 下 特色 :内 容 新 视 , 富 于 “当代 感 ”; 思 路 灵活 ,涉及 面 宽 三; 
方法 和 结论 简单 而 实用 ,试题 往往 涉及 新 兴 和 边沿 交叉 学 科 ; 不 少 试 题 本 身 似乎 显得 粗粮 
但 却 抓 住 了 物理 本 质 , 显 得 “物理 味 ” 很 足 . 纵 观 这 些 , 我 们 深 切 感 到 ,这 些 题目 的 集合 在 一 
定 程度 上 体现 了 美国 科学 文化 的 个 性 及 思维 方式 的 特色 . 惟 鉴 于 此 ,我 们 不 蛋 繁 重 , 集 众 
多 人 力 而 不 性 , 耗 漫长 多 月 而 不 辍 ,还 是 值得 的 . 

至 于 这 次 扩充 修订 所 增添 的 大 量 题目 ,也 是 本 着 这 种 精神 ,摘自 大 家 各 目的 科研 工作 
成 果 ,或 是 来 目 各 人 的 教学 心得 , 实 是 点 滴 聚 成 . 

这 里 要 强调 指出 ,对 于 学 生 , 确 实 有 一 个 如 何 正 确 使 用 习题 集 的 问题 . 有 的 同学 ,有 二 
题 集 也 不 参考 ,咬牙 硬 顶 ,一 个 晚上 上 自习 时 间 只 做 了 两 道 题 . 这 种 精神 诚 应 毫 锡 ,但 效率 不 
高 ,也 容易 挫伤 学 习 积极 性 ,不 利于 培养 学 习 兴 趣 ; 也 有 的 同学 , 逮 到 合适 解答 提 笔 就 抄 ， 
这 样 做 是 浮躁 的 ,不 踏实 的 . 这 两 种 学 习 方法 都 不 可 取 . 我 们 认为 ,正确 使 用 习题 集 是 一 个 
“三 步 曲 ”过 程 :过 到 一 道 题 , 先 自 己 想 一 想 , 想 出 来 了 目 己 做 最 好 ;如 果 认 真 想 了 一 些 时 间 
还 想 不 出 来 ,就 不 要 老 想 了 ,不妨 翻 开 习题 集 找 答案 ,看 懂 之 后 , 合 上 书目 己 把 题目 做 出 
来 ;最 后 一 步 ,要 是 参考 习题 集 做 出 来 的 ,就 用 一 两 分 钟 时 间 分 析 解 剖 一 下 , 找 找 目 己 存在 
的 不 足 ,今后 注意 . 如 此 “三 步 曲 ” 下 来 ,就 既 有 效率 义 踏 实 了 . 本 来 ,效率 和 路 实 是 一 对 予 
盾 , 在 这 类 “治学 小 道 ” 之 下 , 它 俩 就 统一 起 来 了 . 总 之 ,正确 使 用 之 下 的 习题 集 肯定 能 够 成 
为 学 生 们 有 用 的 “ 息 山 ”工具 . 

从 书 这 次 重 订 扩 充 工作 是 在 科学 出 版 社 胡 升华 博士 的 倡议 和 支持 下 进行 的 . 没有 他 
的 推动 ,这 套 从 书面 世 是 不 可 能 的 . 同时 ,在 这 次 重 订 扩 充 工 作 里 ,我 们 得 到 了 中 国 科学 技 
术 大 学 的 部 分 教学 资助 ,以 及 编 委 会 中 郭 光 如 和 半 又 元 两 位 院士 和 刘 万 东 教 授 的 文 持 . 对 
于 这 些 宝 贵 的 支持 , 谨 表 示 深 切 感 谢 . 


丛书 的 力学 卷 共 计 12 章 ,题目 总 数 由 原来 413 道 增 扩 为 1070 道 . 原 《 美 国 物理 试题 
与 解答 。 力 学 》 由 强 元 荣 、 顾 扰 普 、 程 稼 夫 、 李 泽 华 、 杨 德 田 编 , 参 加 解 题 的 人 有 马 千 乘 、 邓 
悠 平 、. 杨 促 侠 ,. 季 济 、 杜 英 舌 、 杨 德 田 、 王 平 . 李 晓 平 、 王 琛 、 强 元 人 、 陈 伟 、. 斯 其 着 、 陈 兵 、. 李 闯 
华 . 肖 旭 东 、 任 勇 . 董 志 华 、 伍 昌 鸿 、 杨 永安 . 何 小 东 、 黄 剑 辉 、 程 稼 夫 、 郭 志 椿 . 原 力 学 卷 题目 
来 自 美国 几 所 著名 大 学 (包括 普林斯顿 大 学 、 果 省 理工 学 院 . 哥 伦比 亚 大 学 .加州 大 学 们 殉 
利 分 校 .威斯康星 大 学 .芝加哥 大 学 .纽约 州立 大 学 布 法 罗 分 校 ) 的 话题 和 CUSPEA 试题 . 
本 卷 对 原 力学 卷 作 了 大 幅度 的 改写 . 增加 的 题目 来 自强 元 从 《经 典 力学 》( 科 学 出 版 社 ， 
2003) 上 ,下 册 全 部 习题 (其 中 不 少 选 自 E. A. Desloge《Classical Mechanics 》、 周 衍 相 《理论 
力学 教程 》 等 ,部 分 是 自 拟 的 ). 此 外 ,还 选 目 D. A. Wells 《Theory and Problems of 
Lagrangian Dynamics》,B. B. 巴 蒂 金 、H. HH. 托 普 蒂 金 (电动 力学 习题 集 》、.E.TT. 维 克 斯 坦 
《电动 力学 习题 汇编 和 R. 高 特 里 奥 、W. 萨 文 4 近 代 物 理学 理论 和 习题 } 等 . 
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第 一 章 。 质 点 运动 学 … ee 
1. 1 束 庆 ,加 速度 .运动 学 方程 和 轨道 、 
1. 2 自然 从 标 、 切 向 吉 速度 和 法 向 加 速度 ， 
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将 式 (1)、(3) 代 入 式 (2)， 
Zi YI + ROsingi + ROcospi=0 
.十 ROcosp 一 0 
十 ROsinp 二 0 
三 个 约束 关系 中 只 有 一 个 是 完整 约束 ,后 两 个 是 微分 约束 ( 非 完 整 约束 ), 五 个 坐标 
zesyeszes0.9 中 独立 的 广义 坐标 有 4 个 ,它们 是 zx.、y..9 和 9 
虚 位 移 满足 的 关系 为 
SGz 二 0 
6x. 十 Reosg80 = 0 
Oy. 十 Rsing00 一 0 
五 个 虚 位 移 满足 三 个 约束 关系 ,独立 的 虚 位 移 有 两 个 ,它们 是 69 和 3z..3y 、80 三 个 虚 位 
移 中 的 任 一 个 . 
9.1.2 如 图 9.2 所 示 , 一 个 均 质 的 .半径 为 尺 的 圆 盘 沿 水 平 的 z 轴 做 纯 滚 动 , 一 根 
长 2 的 均 质 细 棒 与 圆 盘 保持 无 滑动 接触 ,一端 沿 xz 轴 滑 动 .运动 时 , 圆 盘 与 棒 保 持 在 同一 
竖 直 平面 内 ,选取 适当 的 坐标 , 写 出 约束 关系 ,并 说 明 描 述 系统 需 用 多 少 个 独立 坐标 . 


图 9.2 


解 ” 方 法 一 : 选 zi、y; 表示 细 棒 的 质心 的 位 置 , 细 棒 与 zx 轴 的 夹 角 0, 表示 细 棒 绕 质 心 
的 转角 , 选 zs 表示 圆 盘 的 身心 位 置 ,0, 表示 圆 盘 绕 其 质心 的 转角 ,用 棒 与 圆 盘 的 切 点 至 棒 
的 质心 的 距离 *, 共 六 个 原 用 坐标 . 

显然 yi 与 0 之 间 有 约束 关系 


y1 = lsint, (1) 
圆 盘 做 纯 滚动 , 圆 盘 与 x 轴 的 接触 点 速度 为 零 . 
ts 一 RD 一 0 
选择 zs 和 0, 的 零点 ,可 积 出 
Za — Rb, 一 0 (2) 


考虑 棒 与 圆 盘 间 做 纯 滚 动 ,两 接触 点 有 相同 的 速度 ， 
丈 十 了 十 OK X sCcosti 十 sing) 方 
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一 之) 一 0,k XxX R(— sindi 十 cos0t7) 


六; 一 ssing 一 人 站》 十 RO,cosO, (3) 


y1 十 sO cosO, 一 RbOsing， (4) 
式 (3)、(4) 两 个 约 东 关系 均 为 微分 约束 . 
六 个 原 用 坐标 ,已 写 出 两 个 几何 约束 ,两 个 微分 约束 ,是 否 有 四 个 独立 的 广义 坐标 ? 回 
答 是 否定 的 ,还 有 一 个 几何 约束 , 它 是 
Ta 一 ii 十 cosp 一 7 十 5 
因此 独立 的 广义 坐标 是 三 个 . 
方法 二 ;由 式 (3)、(4) 可 消去 5, 式 (3) 习 cosb 加 式 (4) 乘 sinb, 则 式 (3)、 4) 的 约束 关 
ZIicosU 十 yisinb! = zscosO, 十 RO, (5) 
仍 是 微分 约束 ,但 现在 原 用 坐标 只 有 五 个 (不 再 取 5). 两 个 几何 约束 .一 个 微分 约束 ,独立 
的 广义 坐标 为 三 个 . 
方法 三 :前 两 种 方法 都 先 引 入 广义 坐标 *, 这 里 一 开始 就 不 引入 *, 用 圆 盘 质 心平 动 参 
考 系 来 获得 式 (5) 的 约束 关系 
在 圆 盘 质心 平 动 参考 系 中 , 棒 的 质心 的 速度 为 (一 zz)i 十 加 j, 两 接触 点 的 速度 均 沿 
圆 盘 的 切线 方向 ,也 是 沿 棒 的 方向 ,考虑 到 刚体 上 任何 两 点 在 其 连 线 方向 的 速度 分 量 相 
等 ,由 此 可 写 棒 上 接触 点 的 速度 大 小 为 
(zl 一 了 oo)cosO 十 位 Sinl 
圆 盘 上 接触 点 的 速度 大 小 为 Rb ， 
所 以 (Zi 一 io)cos0O 十 Ysing, = RO, 
这 就 得 到 了 式 (5) 的 约束 关系 
9.1.3 一 根 长 为 24、 质 量 为 m 的 杆 BC 用 一 根 未 伸 长 时 长 为 56、 劲 度 系数 为 的 系 
在 杆 的 B 端的 弹 移 上 基于 固定 点 4, 如 图 9. 3 所 示 . 系统 的 运动 限于 包含 杆 与 弹 乱 的 铅 直 
平面 内 ,选择 适当 的 广义 坐标 , 求 作用 于 杆 上 的 广义 力 分 量 . 
解 ” 取 图 9.4 中 09 为 三 义 坐标 , 弹 筑 的 作用 力 必 沿 弹 答 的 方向 , 取 杆 的 质心 为 万 ， 
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XDp=rcos0+acosy 
Sxp=cos06r—rsin060— asingd9 
作用 于 杆 的 弹簧 力 和 重力 做 的 虚 功 为 
WS=— klr 一 D)0r mgdrp 
= [— kr 一 D) 十 Magcosjsr 一 Mgrsin08b — mgasingdy 
所 以 作用 于 杆 的 广义 力 分 量 为 
Q,=— k(r — 6) mgecosd 
Qe=— mersing 
Qo—=— mgasing 
9. 1. 4 一 个 在 均匀 重力 场 中 运动 的 质点 ,如 用 球 坐 标 来 描述 质点 的 运动 , 取 竖 直 癌 
上 方向 为 极 轴 , 求 重力 的 三 个 厂 义 力 分 量 . 
解 
0W 一 一 Mg0z 
z= rcosg 
Sz= coster 一 rslinl060 
SW=— mpcoster 十 mpersing6g 
所 以 已 .一 一 mgcosg 
Qos= mersing 
Qo= 0 
9. 1.5 一 个 质量 为 六 ,半径 为 a 的 均 质 薄 圆 简 ,在 男 一 个 质量 为 M、 半 径 为 2a4 的 均 
质 薄 圆 简 内 部 做 无 滑 滚 动 , 后 者 又 在 水 平面 上 做 无 滑 滚 动 . 选 大 圆 简 的 角 位 移 0 以 及 两 圆 
简 的 轴 构 成 的 平面 与 铅 直面 的 夹 角 2? 为 广义 坐标 , 求 作 用 于 系统 的 所 有 力 的 广义 力 分 量 
Qe 和 Qr 
解 ” 作 用 于 系统 的 主动 力 只 有 作用 于 小 圆 简 的 重力 ,水 平面 对 大 圆 简 的 支持 力 和 静 
摩擦 力 均 不 做 功 , 作 用 于 大 圆 简 的 重力 也 不 做 功 , 大 圆 简 对 小 圆 简 的 支持 力 及 其 反作用 力 
(小 圆 简 对 大 圆 简 的 压力 ), 由 于 在 它们 的 作用 线 方向 两 接触 点 无 相对 速度 ,做 功 之 和 为 
零 , 两 圆 简 之 间 的 一 对 静摩擦 力也 因 在 作用 线 方向 两 接触 点 无 相对 速度 ,做 功 之 和 为 霉 . 
由 于 与 这 些 力 有 关 的 约束 都 是 稳定 的 双 面 几何 约束 ,可 能 位 移 与 虚 位 移 完 全 一 致 ,约束 力 
在 一 切 可 能 位 移 时 不 做 实 功 ,也 对 一 切 虚 位 移 不 做 虚 功 . 
取 zz 轴 竖 直 问 上 ,原点 取 在 水 平面 上 ,小 圆 简 质 心 的 坐标 为 
z= 24 一 CCOSY 
6W 一 一 Mg0z 一 一 MgasingNY 
作用 于 系统 的 所 有 力 的 广义 力 分 量 . 
一 0， Qs, =— mgasing 
9.1.6 如 图 9.5 所 示 , 一 个 质量 为 mr、 半径 为 a 的 均 质 圆柱 体 ,在 一 个 质量 为 W 的 
木 块 中 割 出 一 个 半径 为 上 的 半圆 柱 形 空心 槽 内 做 纯 滚 动 , 木 块 又 由 一 个 劲 度 系 数 为 下 的 
弹 得 支承 着 ,可 沿 竖 直 导 轨 做 无 摩擦 运动 . 取 木 块 的 竖 直 同上 的 位 移 x 和 圆柱 中 心 的 角 
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位 移 8 为 广义 坐标 ,x 和 2 的 零点 欠 在 系统 的 平衡 位 置 . 求 作 用 于 系统 的 所 有 力 的 广义 力 
分 量 . 


图 9.5 
解 ” 方 法 一 :作用 于 系统 约 宇 涡 力 ,有 作用 于 图 柱 的 重力 mg, 作 用 于 木 块 的 重力 
Meg 和 弹簧 力 ， 
用 木 块 中 割 出 的 半 疼 柱 形 空 姜 的 向 心 召 表示 木 块 的 位 置 ,4 为 圆柱 的 对 称 轴 . 
设 弹簧 原 长 为 fo 3 本 所 的 弹 壬 长 度 为 记 
出 (M+m;e==k(o—1) 
SW =— Mpérp — mgrza 一 有 CC 十 工 一 [SC 十 工 一 1) 
处 于 平衡 时 ,B 点 的 z 为 零 ， 
Xp 二 并， Sxp 一 07 
Xs= Xs— (Ob— a)cos0 = xX (b— a)coso 
SzTA= z+ (6 — a)sing60 
SW=— Mg6z 一 MglLsz 十 (一 aa)sinb080 — EC 一 [十 工 )Gz 
一 一 Mg 一 4)sIin000 一 RzGz 
所 以 QQ =— kx Qe =— mgelb — a)sing 
方法 二 : 求 Q; 时 , 令 59 二 0， 
SW 一 xz =— Mg + mer — EO 二 Tio ltr— Uo) 
用 平衡 时 ， 
(M+ m)g = kl(lo— 0) 
Q6X 一 一 krdr 
所 以 


求 Q@r 时 , 邻 5z= 二 0， 
SW 一 60 =— MgOZA4 
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Z4 一 一 (p ~— a)cosd 
QO0=— mp6 — a)sin0d0 
所 以 外 一 一 Mg(p 一 4)sinb 


9.1.7 zy 平面 内 的 任何 点 可 改 用 c、y 为 坐标 或 c、z 为 坐标 ,其 中 < 满足 zy 一 c. 如 
重力 沿 y 轴 负 向 , 求 质 量 为 m 的 质点 所 受 重力 的 广义 力 . 

解 取 c、y 为 广义 坐标 时 ， 

取 c、z 为 广义 坐标 时 ， 


因为 


Q.= PB 
瀛 

nuec 
Q 四 


9. 1.8 一 个 质量 为 m 的 质点 系 在 不 可 伸 长 的 绳子 上 ,绳子 穿 过 板 B 的 小 孔 栓 于 国 
定点 , 板 以 s 二 Asinwt 沿 竖 直 轴 yy 做 上 下 运动 ,其 中 A、w 为 党 
量 ,质点 在 图 9. 6 所 示 的 zy 平面 内 运动 , 求 质点 受到 的 三 义 
力 ( 不 计 小 筷 处 的 摩擦 力 ). 
解 ” 可 以 证 明 绳 子 张 力 T 仍然 是 约束 力 . 设 图 中 从 固定 
的 O 点 到 质点 这 一 段 强 子 长 度 为 1,/=s 十 r= 二 常量， 
x= rsing = ( — s)sing = ( — Asinwt)sing 
y= $s 二 rcos0 = A sinwt + (WC— Asinwt)cosd 
Sx 一 (一 Asinwt)cos0d6 
Sy=— (— Asinwt)sin060 
SW = meéy 一 Tsin06z 一 Tcos06y 
—— mg(!l 一 4sinwt)sin080 一 Tsin0( 一 4sinwt)cos060 
— Tcos0[— ({ — 4sinot)sin080 | 
一 一 Mg(C 一 4sinowt)sinl00 
所 以 Qs 一 一 Mg 人 Cl 一 Asinwt)sing 
注意 :该 系统 只 有 一 个 自由 度 ,r 随 : 的 变化 是 给 定 的 ,可 把 +=/ 一 Asinwt 视 为 约束 . 
故 yz 一 0, 绳 子 张力 的 虚 功 一 Tsr 一 0. 
9.1.9 图 9.7 中 木 块 A、B 淹没 在 黏 性 液体 中 , 黏 性 力 与 速度 成 正比 ,比例 系数 分 别 
为 oaz ,用 图 中 y、ys 为 广义 坐标 , 求 广义 黏 性 力 ， 
解 WU 一 一 上 yy 一 azy23ys 


yi 一 yy 十 ys 
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6y1 = 6y 十 6y; 
考虑 到 绳子 不 可 伸 长 ， 
ys 十 y2 一 y 二 常量 
6y3 十 0y* 一 0y 一 0 
0y2 = 0y 一 033 
SW 一 一 ayi(6y 十 dy3) 一 azyz(Sy 一 dy3) 
义 3 一 yy 一 yy3， 力 一 》 十 33 
SW =— oy ys) 6y 十 ys3) 一 (3 一 ys) (6y 一 6ys) 
一 [一 my 十 》) 一 ay — y3) ly 
十 上 一 (3 十 ya) 十 az(y 一 y3) Jj6y: 
所 以 Q,=— aly 十 ys) — QCy— ys) 
Q, =— a(yt y3) + Qly— ys) 


图 9.7 


9. 1. 10 图 9.8 中 棒 形 磁铁 和 两 个 单个 磁极 均 受 到 铁 质 薄板 的 黏 性 阻力 ,阻力 与 相 
对 速度 成 正比 ,比例 系数 分 别 为 a;、as、a;. 设 磁 棒 、 磁 极 和 薄板 均 只 做 坚 直 方 同 的 运动 ,和 运 


动 中 , 磁 棒 、 磁 极 均 与 薄板 保持 接触 . 求 广义 黏 性 力 Q, 和 Q,，. 


解 ”薄板 的 速度 为 时 , 磁 棒 的 速度 为 一 ,磁极 4 的 速度 为 y, 一 yy, 磁极 B 的 速度 


为 一 ys 一 yi. 


磁 棒 受到 的 黏 性 力 为 一 aa (一 yj 一 y1) = 二 201y1, 薄 板 受 到 磁 棱 给 子 的 力 是 上 述 力 的 反 
作用 力 ,为 一 2aayl. 磁极 A 受到 薄板 的 黏 性 力 为 一 orz(ys 一 太一 妨 ) 一 — Qs (yz2— 2y1) ,薄板 
受到 磁极 4 的 反作用 力 为 a2(ys 一 2y1) ;磁极 B 受到 薄板 的 茜 性 力 为 一 a3( 一 ys 一 1 一 1) 


一 as(2 十 y) ,薄板 受到 磁极 B 的 反作用 力 为 一 xs(2y 十 yz)， 


薄板 的 虚 位 移 为 3y，, 磁 棒 的 虚 位 移 为 一 3y ,磁极 4 的 上 庶 位 移 为 6y: 一 6y1, 磁 极 B 的 


虚 位 移 为 一 8Sy 一 8y2， 


* 0641。 


oW 一 2a (一 6y1 ) 一 Qs (ys 2y1) (8y, 0y1) 十 Qs (2 十 yz?) (一 Gyi Oy2) 
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十 [一 2a1y1 十 az (yy 一 2y1 ) 一 Q3 (2y1 十 yz2) ]Syi 
一 [一 4(al 十 ws 十 03 ) Yi 十 2(Q2 一 as)y2 ]8yi 
十 L2(as 一 as )y1 一 《as 十 a3 )y? oy: 


所 以 Q, 二 一 4《al 十 az 十 as )y1 十 2(as 一 as )y1 
QW, = 2(oas 一 Q3)y1 — (0 十 Qs) ye 
S N 
| 
>、 
B 

铁 
4 NN | 。 质 
Ey 科 

. 磁极 

图 9. 8 

9. 1.11 


图 9.9 中 ai ms 限于 在 光滑 的 水 平 线 上 运动 ,mi、m; 均 固 连 着 一 个 减 震 


器 ,活塞 P,.P; 和 ms 固 连 于 水 平 棒 上 ,活塞 的 作用 力 大 小 与 相对 速度 的 ”次 方 成 正比 ， 
方向 与 相对 速度 方向 相反 . 求 广义 力 Q。.Q，.Q。( 弹 筑 力 用 势能 处 理 )， 


图 9, 9 
解 


SW 一 a zs 1 于 (zs 一 XI)0zi 一 az|zz 一 T3 | 一 (za 一 Z5)0zs 


a | zs 一 7 一 1 一 T1) 73 二 a | Z。 zs|" (x 一 TX3) 07 


3 rr 


+ i 
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和 -一 一 ars 一 as(za 一 ZI) 一 o5(Czs 一 3) 
Q. =— asts 一 os(zs 一 Zo) 
用 zi qi.as 为 广义 坐标 时 ， 
0 一 Try 一 2 2 一 0 十 Zr 一 3 十 3zi 
0 一 2 一 2 一 2 一 (9 十 2) 一 2 一 一 2 
Xs3= Zl 十 qi 十 qi 3zs 一 Szi 十 qi 二 6g; 
SW = [一 ori 一 xi( 一 0)]szi 十 [一 ao 人 zi 十 9) 一 ai 一 (一 4g)](39 十 dx1) 
十 [一 ws9: 一 os(Czl 十 gl 十 go)](3zl 二 gi 十 89?) 
一 [一 aizi 一 az 人 (zl 十 9 一 oa(z 十 9 十 9)]8z 十 [一 ozGCzi 二 qi) 
一 (zi 十 和 十 9g) — oq1j8gi 十 [一 as9s 一 oa(zl 十 gl 十 9z)]8q， 
所 以 Q; = 一 aazl — Q(Xi 十 1) 一 as(zl 十 9i 十 9?) 
Q, 一 一 (2 1) 一 oa(Cz gi + 92) 一 oa9l 
Q, 一 一 9; 一 as(Zl 十 gl 十 92) 
9. 1. 13 作用 在 zy 平面 上 的 旺 铃 的 黏 性 阻力 与 其 速度 成 正比 ,比例 系数 分 别 为 ai、 


az 以 图 9. 11 所 示 的 zy 为 广义 坐标 , 求 广义 力 ， 
解 oW 一 一 aiZ1871 一 ay18y1 


一 az7zGzz 一 Qs yd Ys 


Xs= X11 — {cosyg 


7 一 X 十 lsing 9 
(x2 , 力 ) SX, = 6X1 十 { sing © op 
yz2= Yt sing 


图 9. 11 yz= 1 — lcosp 
6y 一 6y 一 /cosPp0D 
3SVW7 一 一 alzlSzi 一 alyiS 一 Q(x 十 lsing 内 (Ox] 
十 lsing 6 gm — as(y — lcosp 9) (dy — 1 cosp 6 内 
一 [一 oxi 一 oT Igsing) jozi + [~ oy — a 
一 lpcosg) |8y, 十 [一 az(Czl 十 losing)! sing 
一 oz(y 一 lpcosg) (— lcosg) jp 
所 以 Q. =— (aa as) ri 一 az19siny 
Q, = 一 (Qi 十 Qs) Yi 十 alpcosp 


Qs 二 一 Qsl?p— a XSing 一 yicos®) 
9. 1. 14 平板 在 zy 平面 上 运动 ,坐标 系 O'x'y' 固 连 于 平板 ,用 O' 点 在 静坐 标 系 Oxy 
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中 的 坐标 zx、y 及 x'、z 轴 的 夹 角 yp 表示 平板 的 位 形 , 面 元 dz'dy 受到 的 黏 性 阻力 为 
df, =— azxdzx'dy’ df,=— aydzx'dy 
其 中 zy 分别 是 zz yy zz yy) 的 缩写 ， y 
不 要 与 O' 点 的 速度 分 量 zy 发 生 混淆 . 求 平板 
受到 的 厂 义 力 . 
解 zx(Crx',y’)= 工 十 wcosp 一 y'sing 
yr yy )= y+ xsingt ycosp 
Xx (zy ) 一 工 一 zipsinp 一 ypcosp (1) 
y (ry )= y+ xposp— ypsing (2) 
ST(X yy ) 一 6z 一 (rsinp 十 ycosp)2P(3) 
Gy(z yy) 一 yy 十 (zcosyp 一 ysSlnpD)OP(4) 
面 元 dz'dy 所 受 的 黏 性 阻力 做 的 虚 功 为 
一 az (x',y dzridy' Sr(r’ sy ) 一 ay (x',y dr'dy' yr yy ) 
平板 所 受 的 和 性 阻力 做 的 虚 功 为 
8W = 一 a|[ Cx’ yy zr yy Yr sy dyCr ,yy ) Jdr'dy 


将 (1) 至 (4) 式 代入 上 式 ， 
SW 二 一 ol | (x— z'9sinp — y'pcosp) [dr 一 (zisinp 十 y'cosp)d9)] 


图 9. 12 


十 〈y 十 zipcosp 一 ypsinp)[3y 十 (x'cosp — y'sing)d9] jazdy 
一 一 «| | (并 一 zipsinp 一 y' PCOsP) Hz 十 (y 二 xpecosp— y 9sing)dy | 
二 [Cx 二 +y p+ (yr —ry)cosp— (rr +y y singJap|dzr dy 
一 [一 a| (2— zipsinpg — y pcosp) dr'dy' |5x 
十 [一 a| GT rpcosp— ypsing)dr'dy' |8y 
+ (eft + yp Gr — zy)cosp— (Gx + yy)singldzr dy op 
所 以 Q, 一 一 a| (7— rz'psing — yycosdr'dy 
Q, 二 一 a| G+ zipcosp 一 yesinp)dz'dy: 
Qo 二 一 [cz + yi pt (yr — ry)cosp— (rr t+ yy)singldzr'dy 
注意 :在 得 到 式 (1)、(2) 时 ,x' 、y 是 参量 , 求 导 时 它们 是 常量 . 在 Q@:、Q,、Qs 的 积分 中 ， 


zx、y、9 以 及 9 均 是 参量 ,积分 时 是 常量 . 
9. 1. 15 若 上 题 所 述 的 平板 是 边 长 为 24a 和 22 的 矩形 板 , 取 O' 在 其 中 心 ,x'、y' 轴 平 
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行 于 矩形 的 边 ,z 轴 平行 于 边 长 为 2c 的 边 ,y 轴 平行 于 边 长 为 2b 的 边 , 求 黏 性 阻力 的 广 
义 力 . 
解 ”用 上 题 导出 的 QQ,、Q* 三 个 积分 式 子 ， 
QQ 二 一 | dy cz 一 zipsinp 一 y' Ceosp dr 


避 


psing 一 2ay' pcosg dy 


9aT CC— Ox” 


b 
一 一 el 4abz — ay?’ peosg) 一 一 4abax 
—b 


同样 可 得 
Q, 二 一 4apay 
b a 。 
Qo 二 一 中 dy| [Cx 二 yp+ (Yr CO— ty )cosp 
一 (zz 二 yy')singldx' 


六 


一 2aTX y 


2 [be 


COs9 


sing dy 


二 2ayYy 


rs 1 。 
一 一 a| | 3 。26 十 2 . 26° | 9 | 
\ 3 


=— 人 aabla? 二 72)9 


9.1. 16 ”一 个 半径 为 > 的 萍 图 东 在 一 块 涂 油 的 下 要 上 运动 , 设 圆 盘 的 面 元 党 到 油 的 
黏 性 阻力 ,每 单位 面积 、 重 单 们 这 和 谍 党 到 的 黏 性 力 为 ,证 明 广 义 秋 性 力 为 


G. = afz, Q,=— ady, Qo=— SaAr'y 
其 中 4 二 wr ,zx、y 是 盘 居 的 位 置 坐标 ,p 表 示 圆 盘 的 角 位 置 . 
证 明 用 9.1.14 学 出 的 公式 ， 


Q. =— a|(i— zx'ysing — y'pcospdz'dy 


Q, 二 一 a| G+ zipcosp — yopsing)dzx'dy 


Qs 一 一 [cr 十 y229 十 (yx'— ry )cosy 


一 (zl 二 yy')singldzx’'dy 
改 用 极 坐 标 x'、g ， 
X' 一 六 COSO ， y =7r'sing 


dz'dy = |Jildr'dy 
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az ar 
J or og cosg — r'sing 
-一 二 一 一 一 一 六 
dy dy sing r'cosg 
wy 9 


Q, 一 一 a| (2— r'cosg * Gsing— r/sing pcosp)r'dr'ddgf 
_ | 全 2xr'dr' 二 一 anr? 让 一 一 aAz 
0 
同样 可 得 Q,=~—aAy 


Qs 二 一 a|[r'spt (yr'cosg — Zr'sing )cos 
— (Tricosg + yr’'sing )singlr'dr'dy 


一 一 a| 2xr' sp dr 一 一 六 arr49 一 一 FaAr’y 
9.1.17 大 9.1.10 题 中 磁铁 与 铁 质 薄板 间 的 阻力 与 相对 速度 的 平方 成 正比 , 求 Q， 


和 Q,、 
解 ” 磁 棒 受 到 的 阻力 为 
— | 一 入 一 入 (一 太一 态 ) = 4a ly |y 
磁极 4 受到 的 阻力 为 
一 az | yz 一 Yi 一 y1| ys 一 ya 一 1 ) 一 一 az|y2 一 2y1 | Cy? 2y1) 
磁极 B 受到 的 阻力 为 
— | — yi yo No ity2) — y= 0 |2y1 + yz) (2y1 十 入) 
薄板 的 虚 位 移 为 yi ， 磁 棒 的 虚 位 移 为 一 yi 磁极 4 的 虚 位 移 为 0yz 一 0y1 ,做 极 B 的 
虚 位 移 为 一 (3y: 十 Syz)， 
SW = 4ai | yi 3 ( 一 3yi) 一 az|y; 一 2 | (ya — 2y1) (8y; — dy1) 
十 oa|23 十 ya| C2 十 3) 一 (38y 十 6y2)] + [Co— ha ly |y 
十 az | yz 一 2y1 | (yz 一 2y1) 一 as |2y1 十 yz (2Yy1 十 y2) ]8$yi 
一 [一 8ai 下 十 2az | y。 2y1 | (ys 2 y1) 一 2as | 2 十 y2 | (2y1 十 yz) J6y: 
一 [a2|y; — 2Y1| Cy 一 2 + 0312y1 + ya| C2y1 二 3)]3ys 
Q, =— 8ailyi|y + 202| ys — 2y1| Cy2 — 2%1) 一 2as|2 + yz C21 十 y2) 
QQ 一 一 az|yz 一 23 和 | (ys 一 2) 一 as|2y + yz2| (2y1 十 3) 
9.1.18 图 9.13 中 木 块 4.B 固 连 于 长 度 为 1 的 轻 桂 的 两 端 , 在 木 块 C 和 DD 上 沿 棱 
的 方向 滑动 , 木 块 C 在 水 平面 上 也 可 沿 枞 的 方向 滑动 ,D 是 固定 的 . 图 中 男 出 了 各 接触 面 
间 的 摩擦 因数 ji、pz、ps, 套 在 梯 上 的 木 块 可 沿 棒 无 摩擦 滑动 . 木 块 4.B、C、.D、E 的 质 
量 分 别 为 wa .ms .ma was as 如 运动 中 zzs>0, 求 这 些 摩 擦 力 的 广义 力 Q。 .Qs 和 QQ. 
解 ” 木 块 4、.B、E 组 成 的 系统 在 竖 直 方 同 无 加 速度 . 
Ni N;= (mm 二 mt mg (1) 
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| { 


i 
B 
"一 一 OQ 
A A2 
| 
Hf3 a 
0, 13 


其 中 Ni 是 木 块 C 对 木 块 4 的 支持 力 ,N; 是 木 块 D 对 木 块 B 的 支持 力 . 
木 块 A、.B、E 均 沿 棱 的 方向 运动 ,对 与 棱 重合 的 空间 中 的 直线 上 任何 固定 点 的 角 动 

量 恒 为 等 ,因此 作用 于 此 系统 的 力 对 此 线 上 的 任何 固定 点 的 力 窍 为 零 . 考虑 对 与 Ni 的 作 

用 点 重合 的 固定 点 的 力 窍 为 零 ， | 
(N,— mp)l — mspgqg», = 0 (2) 

由 (1)、(2) 两 式 解 出 ， 
N= m2g 十 msg 

/一 gq 

l 
因 运 动 中 zi 这 x: 之 0, 木 块 4 受到 木 块 C 的 摩擦 力 为 一 jiNi, 负 号 表示 力 的 方向 与 zi 的 


正 同 相反 , 木 块 B 受到 木 块 DD 的 摩擦 力 为 一 jzNi, 木 块 C 受到 水 平面 的 摩擦 力 为 一 js 
(Ni1 二 map), 


Ni = mg 十 msg 


1 一 
SW =— pm + im -| gr 一 pa me 十 ms | g8z, 


LC— LC— 
Fp mi + ms | g8zs — pl mi + ms + ms | gx 
因为 Z3 一 2 一 0l， Sz3 一 zl 一 al 
oW = | 一 jam 十 7s 1)g ps m 十 ma 十 ms 一 ms 2 | g jaz， 


十 | 一 pm, 二 ms 一 ms gg + plm + ms + ms — ms Lg |g, 


所 以 Qs = 一 pal me + ms Gjg — pa m, 十 m3 十 ms 一 ms 2|g 
co 一 pm + Ms Ms |g 二 | mm 十 m3 + ms 一 ms |g 
Q,=0 


注意 ; 因 摩 擦 力 与 相对 速度 的 方向 相反 ,上 述 的 广义 力 表 达 式 是 在 妃 盖 zs>0 的 情况 
下 适用 的 . zi、xs 的 正 负 号 发 生变 化 或 zi、xs 正 负 号 没 变 但 大 小 关系 发 生变 化 ,都 会 使 麻 
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擦 力 的 方向 改变 ,因而 影响 Q。.Q, 式 中 各 项 的 正 负 号 


9. 1. 19 一 个 半径 为 R 的 圆 环 在 一 个 粗 烟 的 平面 
上 运动 ,用 环 心 的 坐标 xz、y 及 圆 环 的 角 位 移 9 为 三 义 
坐标 , 设 f 是 单位 长 度 的 环 受到 的 摩擦 力 的 大 小 , 求 环 
受到 的 广义 摩擦 力 ( 不 要 求 算出 积分 ). 

解 ” 考 虑 图 9. 14 中 位 于 a~a 十 da 的 环 元 的 速度 
y (a) 一 2 十 y 六 十 咏 XLReos(9 十 ai 十 Rsin(CP ta) | 

一 [之 一 Reosin(p 十 o) 卫 十 [3 十 Repcos(P 十 a)]7 
此 环 元 受到 的 摩擦 力 为 图 9. 14 


— fv Rd de 一 z— Rosin( 十 ao) 下 十 「y 十 Recos(D 十 a) 
v (a) {[z— Reosin(p 十 oa)]: + [y+ Rocos(9 + oF} 
此 环 元 的 位 天 为 
r(a) 一 [z+ Reos(?+ ot+ Ly+t Rsin(p a) 
Sr(a) 一 [3z — Rsin(w+ a)6pli + [Sy Reos(p + a)d9p]i 
摩擦 力 对 此 环 元 做 的 虚 功 为 


VU v CQ) 。， * Orla) 
/Ty YY va] 


Fra 


=- 一 /一 Zz Rosin(g + o)](Sr — Rsin(g + a)59) 
一 Ri 二 a) 十 Ly 二 Rocos(9 二 0) } 


Rda 
{[zx— Rosin(p 二 + 0) 二 [y+ Rocos (9 + ao) J)}' 
_ zx— Rosin(9 + a)]3z + [y+ Rgcos(p + oo) 1 
{[x— Reosin(P 十 a)] 十 [y+ Recos(9 二 a) J} 


(Rip+ R[ycos(g+ oa) 一 二 sin(P 十 ao)])8 
{([ 二 一 Rosin(p 十 ao) 十 [3 十 Reocos(Pp 十 co)])272 


摩擦 力 对 圆 环 做 的 虚 功 为 
| ry (a) » Or(a) , 
SW = f| 7 Rd 


”7X 一 kopsin(p+a) 


. - ; :Rdaézx 
9 {[ 之 一 Ro sin(9 十 a) | 十 [Ly 十 Repcos(9 二 a) J} 


Rda 
0 下 Rosin(p + a) 十 [y 十 Rocos(9 + 0) J]}! 


ycos(O 十 ay 一 过 Sin(PD 十 wa) 


Rdaédg 
° ry Ro oa) 二 [y+ Rocos(9 + oa) J} 


zz-Rysin(g+o) 


= 一 | 
-小 : 3?y+RpcosG+m 
-小 

所 以 Q.= -| 


Rda 
{([z— Rosin(g + oF + [y+ Rocos(p + 0) 1} 
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Qe 一 一 一 R99+ Rd 
0 {[z— Rosin(9 二 + a) 十 [y 二 Rocos(9 二 a) J )' 
Q= 一 了- R’g R[ vy costl 十 — x sin 十 a) 
° {[z— Rosin(p++ oa) J [y+ Rocos(p t+ oa) )’ 
9. 1. 20 一 个 均 质 的 三 脚 架 ,三 只 脚 长 度 相 等 , 置 于 光滑 的 水 平面 上 ,为 使 它 不 致 滑 
下 ,用 一 强 套 住 三 脚 架 的 底部 . 若 平衡 时 ,每 只 脚 与 铅 直线 的 夹 角 为 9. 试用 虚 功 原理 证 


明 , 强 中 张力 了 与 三 脚 架 重量 W 之 比 为 访 一 一 / 太 


证 明 取 图 9.15 所 示 的 坐标 zx、y 轴 , 原 点 取 在 绳 
圈 三 角形 的 重心 ,y 轴 竖 直 向 上 ,zx 轴 沿 一 条 中 线 . 

三 脚 架 的 质心 位 于 OD 的 中 点 .重力 做 虚 功 为 一 
W8( 广 yp), 作 用 于 C 的 两 边 绳子 张力 做 虚 功 为 一 
2Tcos30*8zc. 考虑 对 称 性 ,绳子 张力 做 的 虚 功 为 3( 一 
27 cos30? )Gzce. 

平衡 时 ,主动 力 做 的 虚 功 之 和 等 于 零 ， 


04 一 一 W8( yD) 十 3( 一 2Tcos30°)6zxzc 一 0 
取 2 为 广义 坐标 , 设 三 脚 架 每 只 脚 长 /， 


yp 一 lcos0, zc = lsind 
Syp 一 一 ls1in060, Sxc 一 cosb60 


tang. 


Wlsing _ eT. > Jcos0150=0 
T 1 
一 - 一 - tang 
W 6M)3 


9.1.21 长 度 均 为 1 的 四 根 轻 柑 用 光滑 匀 链 构成 一 萎 形 
ABCD,AB 和 AD 两 边 支 在 同一 水 平 线 相距 为 2a 的 两 个 钉子 
上 ,BD 间 用 一 轻 绳 连接 ,C 点 处 挂 一 重量 为 W 的 重 物 ,大 4 的 
顶 角 为 2a. 如 图 9.16 所 示 . 试用 虚 功 原理 求 强 中 的 张力 . 

解 ” 取 两 钉子 连 线 的 中 点 为 z+ 轴 、y 轴 的 零点 ,zx 轴 沿 水 平 
方向 ,y 轴 竖 直 向 下 , 取 a 为 广义 坐标 ， 

xp= { sina, rp = lcosada 


yc 一 24 cosa 一 acota 


。 au 
Syc= | 一 2l sina 十 Sin 0 


Weyc 一 27 0zp 一 0 图 9. 16 
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w| 一 29lsina 十 二 0a 一 277 cosada 一 0 
sin<aw 
T (a csc2a 一 27Ssina) 


2 cosa 


_ | a secs — 
Wtanal D1 CSC a | 


9. 1. 22 ” 线 密 度 为 5、 长 度 为 2 的 均 质 链条 两 端 分 别 连接 重量 分 别 为 已 和 Q 的 两 个 
球 , 放 在 半径 为 R 的 光滑 半圆 柱 面 上 ,平衡 时 链 
条 和 两 球 处 在 与 圆柱 轴线 垂直 的 铅 直面 上 ,试用 
虚 功 原理 求 平衡 位 置 . 

解 取 y 轴 竖 直 向 上 ,原点 取 在 圆柱 轴线 
上 ,如 图 9. 17 所 示 . 设 链条 对 O 点 的 张 角 为 2a， 


l 
“2R 
图 中 C 点 是 链条 的 质心 位 置 . 
由 虚 功 原理 ， 图 9.17 


— Péya 一 Goys — olgSyc = 0 (1) 
yA= Rsin(r — a — 9 = Rsin(a + 9) 
~ R(sinacos? 十 cosasing) 


Gy 一 下 (一 sinasing 十 cosacos9)69 (2) 
y5 一 y4 十 2Rsinasin| 2 一 到 一 y4 一 2Rsinacosg 


Sys= Sya 十 2Rsinasingbyp 一 Rl(sinasing 十 cosacosp) 9 (3) 
为 求 yc, 取 坐标 Ox'y',y' 轴 通过 链条 的 质心 C, 由 质心 的 定义 


rr? 二 yy?= Ri,r = VR y? 
dz > 
dy 十 一 
¥= 4 yA+ - = oY 
这 里 乘 2 是 考虑 到 y' 轴 两 边 的 链条 是 对 yY 轴 对 称 的 .经 计算 可 得 


; ksina 
a 
， Xt ， ， Rsino . 
yc 一旦 cos19 一 了 | 一 区 sinyg 一 ”9 sing 
Syc 一 人 ecosyiy (4) 


将 式 (2)、(3)、(4) 代 入 式 忠 ), 并 用 /=2Ra， 
[ 一 PR(— sinasino 十 cosacos?) 一 QR(sinasing 十 cosacosg?) 
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可 得 


其 中 a= 站 ,9 如 图 所 示 , 是 在 链条 所 在 铝 直面 内 两 球 连 线 的 垂 线 与 z 轴 的 夹 角 
9.1.23 两 球 4 和 8B 分 别 重 P 和 Q, 用 长 为 2 的 轻 杆 连接 后 放 在 一 光滑 的 .半径 为 


Rsinea 
人 


一 2Racg cosp |89 一 0 


(P+ Qcosa 十 2Rcgslna 
‘ang = (P — &)sina 


R 的 球 壳 内 , 求 平衡 时 杆 与 水 平 线 的 交角 a 和 4、B 处 的 约束 力 . 


解 ” 取 图 9, 18 所 示 的 zy 坐标 ， 


l 
a arc cos 一 


图 9. 18 Gy8 一 一 Reos 
| PReos Q 十 arc COS | — QRceosi a 一 arc cos jaa = 0 
P| OSacos| arc COS 所 | 一 SIRQSInI arc COS 二 | 

~ R R 
一 Q| cosac s| arc COs | 十 sinasin| arc COS | |= 0 

O 页 S s 页 | |= 

sin arc cos 二 一 人 /| 过 VRE 

z RI, R: R 
(P— Qecosam— (PQ)sina. VR:— /1 = 

(P— QL 


tana = IP 1 0O) VR A 0) VR 
方法 一 :用 矢量 力学 的 办 法 求 约束 力 Ns 和 Ns. 
由 系统 在 x、y 方向 所 受 合力 分 别 为 零 得 
Nacos(B a)— Nscos(fh—a)=0 
Nasin(B + oa) + Nssin(P— a)= P+eQ 


其 中 8 二 arc cos 二 


式 (1)X sin(8 一 ao) 十 式 (2)Xcos(8 一 a) ,可 得 


sin2p 


将 上 式 代入 式 (1) ,得 


一 Rsin 
yA R 
一 R sinl arc cos 世 
VB R 
! 
SyA=—= R cosl a arc cos 一 


( 
arc cos 太一 a 
R 


(1) 
(2) 


一 
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解 ” 方 法 一 : 取 竖 直 向 下 为 y 轴 , A、C、E 
的 y 坐标 为 零 ， 


yr= yo = 1 sing, yn = 1/ sing 


DE= 2! sin 50 


jy = 3y = z! cos050, Syn = / cosb80 


了 于， 1 1 
图 9. 20 SDE= 2l cos 20 7 00 = Leos 2 000 


oW 一 ME0yr +megdy, +Mgdy, —EDESDE 一 0 


| zmgl cos8 十 mgl! cos0 十 Megl cosl 一 2kl’sin 0 COS 0 80 一 0 


(m+ M)g cos0 — kl sin0 = 0 
tantf = tm 十 M) 
kl 


0= arc tan| ‘8 | 
方法 二 ， 
V=— mgyr — mgyc — Mgys 十 FkDE): 
=— mg * Hlsing — mg * 1 sin 一 Mgl sing + | 2lsin 4| 
一 一 (m+ MD)glsing 十 2kL2sin’ py 


在 平衡 位 置 ,55 一 0 给 出 平衡 时 9 满足 的 方程 为 


— (m+ M)g!l cosl 十 4kl’sin 50 。 COS 1y .+ 


2 2 


可 得 tanp 一 8 


9.1.25 图 9.21 所 示 的 是 寻 的 后 轮机 构 . 直 杆 4B 和 曲 杆 COsD 通过 贸 链 B 和 C 分 
别 与 连 杆 BC 相连 接 , 连 杆 与 两 杆 的 夹 角 分 别 为 gp 和 gy, 当 机 构 在 图 示 位 置 时 ,BC 是 水 
平 的 ,O1、4 两 点 的 铅 直 距离 为 h,Os;、D 两 点 的 水 平 距 离 为 旷 ,O1、B==ri,OsC==rz, 在 A 点 
有 一 水 平 力 Fa 作用 ,在 DD 点 有 一 铅 直 力 Fo 作用 ,此 时 系统 处 于 平衡 , 求 此 两 力 的 比值 . 
解 ” 考 虑 在 平衡 位 置 附近 有 一 虚 位 移 ,如 图 9. 22 所 示 , BC 杆 与 水 平 线 的 夹 角 为 J, 自 固 
定点 O1、O; 分 别 取 图 示 的 xz 轴 ( 水 平 同 左 ) 和 yy 轴 ( 竖 直 向 上 ). 与 主动 力 做 虚 功 有 关 的 坐 
标 为 2Z4 和 yD， 

XA4=— OiAcos(h 一 狠 
yp 一 一 QO,Dsin0 
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StraA= OAsin(g — Yo — Y) 
Syp=— O,Dcos060 


A 
、 q 
和 c 
性 (六 -一 一 -一 
B 9, F, 
EE 0 
= 
人 | 
图 9. 21 
Fa A 
可 oO 
x A 
a 
B yy 
-FI 
0 A- 
D 
图 9. 22 


O1、O; 是 固定 点 ,两 点 的 水 平 距离 不 变 ， 
一 ricos(@ 一 办) 十 BCcosy 二 rzcos (十 V) 二 常量 
曲 杆 的 角度 人 人 COsD 不 变 ， 
0 十 x 一 (gp 十) 二 常量 
对 上 述 两 个 约束 关系 进行 变 分 ,可 得 虚 位 移 则 满足 的 关系 
rsin(@ 一 0)0C0 一 V) — BCsingoy 一 rsin(@ 十 0)0( 和 2 十 0 一 0 
600 一 (Ci 十 多 三 0 

在 平衡 位 置 ,y==0, 但 5y 关 0,5(9 一) 关 59 ,由 式 (1) ,得 到 在 平衡 位 置 有 

risinp6(@ — J) 一 zzsin20(o2 + YH)=0 

Sra = OAsingi(@ — J$) 一 PSCO — YY) 

Syp =— O,Dcos060 =— H60 =— Hé(g + y) 


这 里 用 了 式 (2). 
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(1) 
(2) 


(3) 
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在 平衡 位 置 ,主动 力 做 的 虚 功 为 零 ， 
SW = Fdra 十 下 DGyp 
= Faho(g 一 幼 ) 一 下 p 有 0 和 十 轨 一 0 
Fp holp — J) hr,sing 


Tr 


Fa Hi(g++y) Hrising 
这 里 用 了 式 (3). 

9. 1. 26 ”图 9.23 所 示 为 一 拨 桂 装置 ,在 木 桩 的 上 端 4 点 上 系 一 强 ,将 绳 的 另 一 奖 固 
定 在 C 点 ,又 在 强 上 一 点 B 系 另 一 绳 ,此 强 男 一 端 固定 在 EE 点 ,然后 在 绳 的 DD 点 用 力 回 
下 拉 , 这 时 绳 的 BD 段 是 水 平 的 ,4B 段 是 铬 垂 的 ,CB 段 与 铅 垂 线 的 夹 角 为 a1 ,DE 段 与 水 
平 线 的 夹 角 为 a, 同 下 拉力 为 F, 求 4B 绳 作 
用 在 桩 上 的 拉力 TT.， 

解 ” 系 统 是 EDBC 绳子 ,主动 力 为 Ff 和 
7 ,了 作用 于 已 点 ,向 下 . 

图 中 紧 直 问 下 的 y> 轴 , 取 C 为 原点 , 设 
BC 有 段 强 长 为 4,ED 有 段 强 长 为 4，， 

yB 一 [COSai 
yp 一 42slnas 十 常量 


Sys 一 一 Lisinada 


Syp = [cosaz0a， 
2 3a das 间 存在 着 一 定 的 关系 ,可 由 C、EE 间 水 
平 距 离 不 变 获 
得 .考虑 一 般 情 况 ,DB 党 强 子 与 水 阅 线 的 夹 角 为 >， 加 图 
9. 24 所 示 ,并 设 DB 段 强 长 汐 i， 
Lsina' -二 [soss 十 ioccosaw 天 弟 量 
[Licosa'S6a’ 一 isinsde — lL,sinasou’, 一 0 
今 考虑 在 平衡 位 置 处 虚 率 移 间 的 关系 , 此 时 ， 


i 
ee 一 0 al 一 aa 一 wo 


[licosaida) -一 Ll,sina,da, 一 0 


Q 
Sa 一 ea 
OW = Féypn 十 了 0Oy5 
= Fl,cosada, — Thsinada 
lsina, 
licosa) 


= Fl,cosa, — Tisina) Ga, 一 0 


Fl,cosa, — ll,tanaisina, 一 0 
T= Fecota * cota, 
说 明 : 现 在 处 于 平衡 时 ,DB 是 水 平 的 ,只 有 一 个 自由 度 .大 处 于 平衡 时 DB 不 是 水 平 
的 , 即 图 9. 24 中 的 e 半 0, 是 否 有 两 个 自由 度 ? 否 ! 仍 只 有 一 个 日 由 度 , 因 为 还 可 以 号 C、E 
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闻 的 坚 直 距离 不 变 的 约束 关系 ,从 两 个 sa bas 和 6e 加 的 关系 中 消去 5e, 仍 然 有 6a1、5a; 
间 的 一 个 关系 ,那么 ,在 := 二 0 处 于 平衡 的 情况 ,考虑 这 个 约束 关系 , 电 不 变 成 零 目 由 度 ? 回 
答 是 仍 是 一 个 自由 度 , 因 为 这 个 约束 关系 仍然 是 C、E 间 的 水 平 距离 不 变 得 到 的 关系 . 

9.1.27 重 Pi 和 P; 的 两 物体 连接 在 不 可 伸 长 的 轻 强 的 两 端 ,分 放 在 倾角 为 a、B 的 
斜面 上 ,绳子 绕 过 两 个 定 滑轮 和 一 个 动 滑轮 , 动 滑轮 的 轴 上 挂 一 个 重 P 的 物体 ,如 图 9. 25 
所 示 . 不 计 摩 擦 和 滑轮 质量 , 求 平衡 时 Pi、P; 的 值 . 


alls 
7 ~ No 


P 


图 9. 25 
解 ” 取 图 中 zi、xz、zs 坐标 ,平衡 时 ， 
SW = Pisina3z; + PssinBdzs + Piz; = 0 
设 动 滑轮 半径 为 7, 设 绳子 围绕 动 滑轮 的 轴 的 角速度 为 p( 顺 时 针 方 向 为 正 ) , 则 
Xl 一 一 十 xp， 和 一 一 2 一 rrg 
zi 一 一 jz 十 rp， hr 一 一 jz 一 ray 
消去 89, 有 
dz1 + drs 一 一 23zs 
三 个 虚 位 移 满 足 一 个 关系 ,两 个 虚 们 移 是 独立 的 , 取 5zx1、5z;i 为 独立 的 虚 位 移 ， 
3z, 二 一 六 (az 十 ds) 
代入 EW =0 的 式 子 ， 
SW = | Psina 一 1p| Sz 十 | Posinp — FP Sz, =0 
Q, = Pisine — P= 0 
Q-= Pasinp — TP =0 


所 以 P= Lpesca, P, = FPescp 


说 明 : 系 统 处 于 平衡 ,系统 的 各 部 分 是 静止 不 动 的 ,但 用 虚 功 原理 , 找 虚 位 移 满足 的 关 


tt 
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系 时 ,可 用 运动 学 中 的 关系 ,设想 存在 着 某 种 运动 ,这 里 写 的 速度 、 角 速度 关系 并 不 要 求 强 
子 与 动 滑轮 间 无 相对 运动 . 

9. 1. 28 图 9.26 所 示 的 装置 中 , 鼓 轮 I 和 上 分 别 有 力 矩 M1、M; 作用 ,物体 A 重 
P, 放 在 斜面 上 , 它 与 斜面 间 的 摩擦 因数 为 ,斜面 倾角 为 a, 豆 辊 的 半径 分 别 为 ri 和 rz, 动 
滑轮 B 重 Q. 试用 虚 功 原理 求 平衡 时 MM 、M; 需 满足 的 关系 . 忽略 所 有 轴承 处 的 摩擦 ， 


个 

”SN 
由 如 
| 


4 /、 人 


图 9. 26 
解 ” 取 zz 坐标 沿 斜 面向 下 ,y 轴 竖 直 向 下 ,零点 均 取 固定 点 ,9、8 分 别 表 示 玛 花 工 、 
1 的 转角 , 道 时 针 转 动 方 向 为 正 . 
ys 二 一 m9 十 策 量 
XA= 2yB — ?2 十 常量 = 一 2719 一 7 多 十 笛 量 
6ys 一 一 70 
64 一 一 762 一 2ri0g 
各 处 于 物体 4 有 下 滑 趋势 的 临界 平衡 状态 ， 
SW = (Psina 一 pyPceosa)dra + Qovys tt Micon + Mp 一 0 
(Psina 一 uPceosa)(— rp 一 27180 ) 二 QC— rp) Misgp + Mp 一 0 
AQ 一 一 2ri(Psina 一 HPcosa) 一 Qr 十 Mi =0 


[ed 


Q,, =— ra(Psina 一 pPeosa) + M;=0 
得 Mi 二 Qri 十 2ri(Psine 一 pjPeosa) 
:一 7z(CPsina 一 jyPeosa ) 
若 处 于 物体 4 有 上 滑 趋势 的 临界 平衡 状态 ,将 上 述 结果 中 的 p 改 成 一 即 可 ,相当 


于 麻 控 力 反 回 ， 
M,= QQri 十 2r(Psina 十 RLPcosa) 


M,= r,(Psina 十 ALPcoswa) 
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处 于 平衡 ,也 可 以 在 上 述 两 种 情况 之 间 的 非 临 界 平衡 状态 . M;、M; 处 于 下 列 范围 , 系 

统 均 能 处 于 平衡 状态 : 
Gorl 十 2Pri(sine 一 pcosa) Mi Wr 二 2Pril(sine 十 pcosa) 
Pr,(sina 一 KRcosa) < M, < Pr,(sine 十 ucosa) 

9. 1. 29 ” 均 质 长 方形 薄板 长 为 八 宽 为 bp 质量 为 m, 宽 度 为 
b 的 两 对 边 , 一 边 靠 在 光滑 的 墙 上 ,一 边 搁 在 固定 的 光滑 的 柱 “14 
面 上 ,如 图 9. 27 所 示 . 如 果 要 使 板 在 任意 位 置 处 于 平衡 , 柱 面 
应 取 何 种 形状 ,并 求 柱 面 和 墙 对 板 的 约束 力 . 6 

解 ”用 zy 表示 召 端 的 坐标 ,用 0 作为 广义 坐标 ,C 为 质 


夕 、， C 
1 
ye 二 y 十 plcosd 


$yc = 9 — 六 1 sing| 50 rT 


平衡 时 ,主动 力 的 虚 功 为 零 ， 
6W 一 一 11S0yc 一 一 mg| 9 ~ 1 sing 00 一 0 


dy 1， 0 
py > sing — 0 


Y 地 一 二 / cosd + 人 C 
由 9 二 0,y 二 0, 定 出 C=51 


所以 y 一 一 六 tcosg 十 广 ! 


X= lsing 
消去 两 式 中 的 0 得 
z+ (2y— l=7 
或 写作 y 一 六 (1 一 MVE) 


这 就 是 要 使 板 能 在 柱 面 上 的 任意 位 置 处 于 平衡 柱 面 必 须 满足 的 方程 . 
下 面 用 虚 功 原理 求 B 端 受到 柱 面 的 约束 力 . 解除 B 端的 约束 ,5x、6y 均 是 独立 的 ， 


2 2 
HH 
Syc 一 87y 一 二 Obs 
- 2 人 /人 一 并 


SW =— meéyc 十 人 oz 十 Noy 一 0 


. 才 


一 mg | 8y | 十 Nez 十 Noy 一 0 
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N+ HE = 
12 一 xr? 


Ny mo 
所 以 N,=— — 8 N, = 


9 


Nl — Xx’ 
~ 人 VN! 二 N= 一 Fmg 
用 矢量 力学 的 平衡 方程 , 芯 即 可 得 墙 对 板 的 约束 力 R， 
RH-N,=0 
__N-_ mr 
J* 人 
9. 1. 30 ”半径 为 尺 . 鼓 轮 半 径 为 > 的 匀 质 轮轴 ,重量 为 QQ, 通过 鼓 轮 上 缠绕 的 绳子 挂 
一 重 物 已 , 置 于 倾角 为 a 的 粗糙 的 斜面 上 ,如 图 9. 28 所 示 , 轮 轴 与 斜面 间 的 摩擦 因数 为 
上 ~, 求 轮轴 处 于 平衡 的 条 件 . 


ME 


oy 


图 9. 28 


解 ” 平 衡 要 求 轮轴 无 纯 滑动 ,无 纯 滚 动 ,也 无 有 滑动 的 滚动 . 
先 考 虑 无 纯 滑 动 的 要 求 . 假设 斜面 对 辊 轴 的 摩擦 力 为 f, 沿 工人 负 问 ( 即 有 下 滑 的 新 
势 )， 
SW 一 Qsinadz 一 Qcosady 十 Psinasz 一 Peosady 一 fz 十 N8y 一 0 
其 中 N 是 斜面 对 轮轴 的 文 持 力 , 也 是 轮轴 对 斜面 的 正 压 力 ， 
(Q 十 P)sina 一 了 一 0 
一 (QQ 十 书 )cosa 一 0 


解 得 了 一 (Q 十 尸 )sina， N = (Q + Pcosa 
平衡 时 ,摩擦 力 为 静摩擦 力 ,不 能 超过 最 大 静摩擦 力 , 即 
fpN 


所 以 pj 之 让 二 tana 
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这 是 对 摩擦 因数 的 要 求 ,可 以 看 出 , 纯 滑 动 的 趋势 只 能 是 如 假设 的 那样 下 滑 的 趋势 ， 
再 考虑 无 纯 滚动 ,斜面 对 轮轴 的 摩擦 力 和 支持 力 均 不 做 虚 功 , 均 为 约束 力 . 
设 轮轴 的 质心 为 C, 重 物 为 五. 轮轴 沿 斜面 下 滚 的 转角 为 p,C 与 B 间 的 竖 直 距离 为 7， 
ZpB 一 ce — rcosa {sina 


VB 一 yc — rsina — ! cosa 


1 二 一 rp 十 常量 
由 纯 滚 动 条 件 ， 
xc -一 Re 一 0 
zc= Rio， do0= dxc 
3 一 一 rp 一 一 xc 
STs= zc + sinadl 一 | 1 一 一 2 zc 
Sys= Syc 一 cosad! 一 xc 
这 里 用 了 Syc=0,， 
SW = Qsinadzc 一 Wcosadyc 十 Psinadzs 一 Pcosadys 
. ， rsina recosa 
一 | Qsina 十 Psina|l 1 一 R | 一 Peosa R lazc 一 0 
Qsina 十 Psina 一 [Lr 一 
Rk 
Rsina 
[= rr 一 Rsina 
因 P.Q 均 大 于 零 , 且 有 限 , 从 上 式 还 可 看 出 ,要 求 分 母 必须 大于 零 , 即 
rr > Rsina 


最 后 ,再 考虑 轮轴 无 有 滑动 的 滚动 ,此 时 系统 有 两 个 自由 度 , 取 Src 与 59 为 独立 的 虚 
位 移 ， 
一 一 760 
GZzp = zc 十 sinad!l = Gzc 一 rsinadg 
Sys = Gyc 一 cosad!l = r cosadg 
SW = Qsinadxc 一 ARCP 十 Q)cosa6zc 十 AR(P Qcosa* Roo9 
十 Psina(Gxzc 一 rsSina6p) 一 Pcosa。yrcosa0p 一 0 
Qsina 一 AL(B 十 Q)cosa 十 Psina 一 0 
uP QRceosa— Pr=0 
由 前 式 得 ”y==tana. 
将 wp 一 tana 代入 后 式 得 


p= Rsina 
r — Rsina 


Q 
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4 必 大 于 零 ,由 此 可 证 明 不 可 能 有 向 上 滑动 的 趋势 ,这 里 对 yx 和 PQ 关系 以 及 r、R 大 小 
关系 的 要 求 都 已 在 考虑 前 两 种 情况 的 要 求 之 内 . 因此 系统 平衡 的 条 件 为 


Rsina ， 
7 一 Rsinac 和 了 > Rsina 


9.1.31 图 9.29 所 示 为 一 差 动 滑轮 , 需 用 多 大 的 力 才能 将 重 物 P 吊 起 来 . 

解 取 工 轴 竖 直 向 下 , 定 滑轮 顺 时 针 转 动 的 角度 
为 2 设 动 滑轮 半径 为 >, 顺 时 针 转 动 的 角度 为 0, 重 物 
的 坐标 为 z, 则 


A 之 tana, 上 三 一 


i 10=— ry 
Z 十 r0= riy 
消去 "9 ,可 得 
27= (ri 一 ro)9 
sz 一 六 Cr 一 rsg 
SW 一 FE7200 十 Pox 


= [Fr; 十 Pn ry,)j80=0 


所 以 Frs+ HPlri—r) =0 
7 1 
这 个 下 是 使 重 物 处 于 平衡 状态 或 匀速 上 升 所 需 的 力 . 
图 9. 29 9. 1. 32 ”半径 为 > 的 均 质 半圆 柱 体 4, 置 于 为 一 
个 半径 为 R 的 固定 的 半圆 柱 体 B 的 顶端 ,如 图 9. 30 所 示 . 若 4 在 刀 上 做 纯 滚动 , 问 尺 与 
r 满足 什么 关系 时 ,顶端 这 个 平衡 位 置 是 稳定 平衡 位 置 . 
解 ” 稳 定 平衡 位 置 处 ,其 势能 为 极 小 值 . 要 写 半 圆柱 的 势能 ,得 找 出 其 质心 位 置 . 
取 半 圆柱 的 对 称 轴 为 zx 轴 , 零 点 取 平 面 表 面 的 中 心 ,如 图 9. 31 所 示 , 由 对 称 性 可 知 ， 
质心 位 于 zz 轴 上 . 设 密度 为 p, 质 量 为 mm, 则 


F= rF 


图 9. 30 
图 9. 31 
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Zr 一 六 | rdm 
Z 一 7 COSO， dz =— rsingdy 
在 x~zx 十 dz 处 质 元 质量 为 
dm= p* 2rsing * hdz 一 一 20hr sin gdy 
其 中 有 是 半圆 柱 的 长 度 


; 0 
77 一 |am 一 | Pp * 2rsinghdzx 一 | (一 2phr’ )sin’gdg 
0 2 


0 
| > cosp(— 20hr’)sin’gdy 
A 


一 一 0 
| (一 20hr’)sin’¢do 
2 


| ?cosesinzede 
yo 


| sinzwdy 
0 


经 计算 可 得 zc 一 二 
考虑 4 在 B 上 纯 滚 动 到 图 9. 32 所 示 的 位 置 ,OO' 转 过 6 角 ( 顺 时 针 转 动 ),4 围绕 0 
点 转 过 y 角 ( 顺 时 针 转 动 ), 此 时 4 的 势能 为 


V= me(Rtr)cosd — mezrccosy 


1 4 1 
2 mg(Rr)(l 20) mg axrl 2 9) 


一 Vo 十 lme| Sry 一 (RK 十 02 | 


2 
这 里 已 用 了 0.p 均 为 小 量 . 只 保留 到 二 级 小 量 . 
由 纯 滚 动 条 件 ， 
(R+r)0— ry=0 0 
图 9. 32 


9 = RF7Y 
上 式 也 可 由 纯 深 动 ,两 段 弧 相 等 ,RO 二 r(y 一 9) 
得 到 . 
1 4 和 ， 
V = Vo +t Bmel ar — RF7)Y 
二 0 为 平衡 位 置 , 稳 定 平衡 位 置 要 求 在 y=0， 
铸 能 为 极 小 值 , 即 4 | 之 0. 由 此 得 
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9. 1. 33 如 图 9. 33 所 示 , 均 质 的 汽车 库 大 门 4B 质量 为 六、 长 2r、4 边 可 沿 光滑 水 平 
滑 槽 运动 ,B 边 两 端 各 连 一 个 弹 赞 , 弹 和 原 长 为 r 一 a, 即 当 0 二 x 时 , 弹 赞 不 受 力 的 作用 ,B 
边 与 曲柄 OB 用 贸 链 连接 ,OB=r, 其 质量 可 忽略 不 计 ,OB 可 绕 固 定点 O 转动 .为 了 保证 
大 门 转 到 铅 直 位 置 (0=0) 时 平稳 地 关闭 ,弹簧 的 劲 度 系数 并 应 多 大 ? 
解 方法 一 :大 门 要 在 0=0 处 平稳 地 关闭 , 即 要 在 02=0 附近 处 于 随 遇 平 衡 , 也 即 在 2 
很 小 时 ,95 一 0, 因 此 必 有 
dzV 
dp62: | , 
V=2 Xx 方针 十 @&< 十 2racosO 一 (7 一 a l 十 mgyc 


yp 一 一 7COSL 


一 0 


CC 一 5 十 六 Cr 一 VB 1) 一 方 Cr 十 YB) 一 zr(1 -一 coOSsDO ) 
2 1 
V= hl[Mr iat 2racosG — (r — a)) + smerll 一 cosg) 


一 2rasin 
一 2 [~ rr 十 a” 十 2racos0 一 《7 一 0] 二 7 ri al + a co08S6 十 mgrsinO 


. 7 一作 了 ， 
一 一 2&arsinbl 1 记 ce 十 2 mgrsing 
9=0 和 0 一 x 时 , 均 有 95 一 0, 均 为 平衡 位 置 ， 
在 8 很 小 时 ,sin0=<z0,cosp1]， 
dV 一 1 
~ 2kar0l 1 一 “| 十 omgrt 
6 1 
一 一 dka’r a 十 pmert 


要 求 在 9 很 小 时 , 均 为 平衡 位 置 ,55 一 0， 


l 
一 < 十 二 
4ka \ mg 0 


8a* 
_ dV 
方法 二 ， 由 A2 二 0 求 k, 
~ dO | 40-0 
前 已 求 得 
dV . ra 
416 = 2krasin6| 1 oe mgrsing 
dV V "— a 
p11 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
dF 一 — Zhracos Mr 二 a’ 二 2racos8 
. d r—a 1 
十 2krasing 了 7 /7 Te 二 oD 十 2 mgrcosgt 
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由 9 到 | ， 一 0 给 出 
一 2kra 1 一 > 十 Fmgr =0 
解 出 bp 二 人 十 
9.1. 34 ”二 铵 拱 受 集中 负载 PP 和 @ 作用 ,各 部 分 尺寸 如 图 9. 34 所 示 . 求 贸 链 B 处 约 
束 力 的 水 平分 量 . 
a 
a a 2a 


I "| 
湖 2 
图 9. 34 


解 方法 一 : 取 图 9. 35 所 示 的 x、y 坐标 ,平衡 时 ， 
和 人 4De 人 人 作 CHE 
0= 0 = 60°, /DAC = 15° 


AD= CE = 2a 
AC=2~M2a 
解除 B 处 水 平方 同 的 约束 ， 
yp = 2asing 


XE—= ACcos(0 — 15°) + CEsin0 
= 2 2 ac0s(0 一 15?) 十 2asing 
注意 :zs 天 2a 十 2asing ,因为 解除 了 B 在 水 平方 向 的 约 东 ,应 参照 解 图 9. 36 号 zz、 


YDHXB? 


图 9. 36 
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za 一 2。4Ccos(0 一 15°) = 4 ~) 2 acos(0 一 15?) 
Syp= 2acos080 
3Szr 一 一 2 人 / 2asin(g — 15°)60 + 2acosO'S0 
由 ADC 和 CEB 均 为 四 分 之 一 的 圆周 ,从 对 称 考虑 ,从 几何 上 不 难 证 明 
9 十 9 二 常量， 80' 一 一 86 
xzr 一 一 2~/ 2asin(b — 15°)80 一 2acosH 50 
Zr 一 一 4 ~ 2 asin(b — 15°)80 
设 饺 链 B 处 给 对 二 匀 拱 的 水 平 约束 力 为 Xs， 
SW 一 一 POyp — Qexs 十 大 8Ozp 
将 式 (1)、(2)、(3) 代 入 式 (4), 并 考虑 在 平衡 位 置 2 一 4 二 60°,6W 一 0， 


一 一 .2acos60" — Q{— 2~v 2 asin45° 一 2acos60"] 十 Xp( 一 4 2sin45") 一 0 


解 得 Xs = 二 (3Q _P) 


(1) 


(2) 
(3) 


(4) 


方法 二 :解除 B 处 水 平方 向 的 约束 . 考虑 在 平衡 位 置 处 做 虚 运 动 ,B 点 的 虚 速 度 在 福 
z 的 负 方 向 , 则 C 点 虚 速 度 沿 与 4C 垂直 的 网 顽 上 方 


在 平衡 位 置 ， 


a | 在 平衡 位 置 处 
2 p= G = 45° 


图 9. 37 SW =— Pad$p + Q. 3a6g — Xp * 4a6g 
— (一 Pa 3Qa 一 4Xasa)32 一 0 


一 Pa 十 3Ga 一 4Apa 一 0 


六 8 二 二 (3Q — P) 

9. 1. 35 图 9.38 所 示 的 平面 析 架 中 
各 杆 重 量 不 计 , 求 4C 杆 和 BC 杆 的 内 力 . 

解 解除 4 处 竖 直 方向 的 约束 , 取 y 
轴 竖 直 癌 下 ,好 为 原点 . 设 4BC 王 P, 则 

y4 一 一 2BCcosp 一 一 ~ 5 acosg 

0y4 一 ~ 5 asingdo 
4 做 虚 位 移 5y4 时 , BCDE 绕 B 点 做 59 


in 


RD 


OB = AB= 4a 
4C 段 的 虚 运 动 是 绕 4 点 的 转动 ,D 点 在 P 的 作用 线 
方 问 的 虚 位 移 气 台 点 的 虚 位 移 相 同 ,在 平衡 位 置 时 
4.C.O 在 同一 水 和 起 线 上 , 虚 位 移 后 ,4C 与 CO 不 在 
同一 条 直线 上 ,但 仍 有 "一 9g , 故 8 一 3 


方向 ,CB 段 的 虚 运 动 的 瞬 心 位 于 图 9. 37 中 的 O 点 ， 
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的 虚 位 移 , 设 人 CDB= 人 DBE 二 ala 为 第 量 ). 
Syp= BDé9* cosa = 2aseca » gcosa = 2a69 


平衡 时 sing = BC ~ — 0 -一 


SW = Péyp 十 了 40ya 
一 已 .2ca3sp 十 ys 5a ‘二 ?= 0 
2aP 二 2Y4 = 二 0 
Ys =—P 
4B 杆 是 二 力 杆 ,在 4 端 ,AC 杆 受 外 力 必 沿 杆 的 方向 , 今 沿 C4 的 方 同 ,可 见 4C 杆 
的 内 力 Nac 为 


V5 
Nic =~— Yssecp 一 三。 一 /5 忆 
2 
为 张力 ， 
对 整个 检 架 用 平衡 条 件 ， 
> ,Yi 一 0 
Ya +ys 二 P=0 
得 Ys=0 
考虑 到 BC 杆 、BE 杆 均 为 二 力 杆 , 如 BC 杆 的 内 力 不 为 零 ,Ys 也 一 定 不 为 零 , 今 了 s 一 
0, 可 见 Nac 一 0. 


注意 :在 巨 处 , 梅 架 受到 水 平 向 右 方 向 的 力 ,在 4 处 , 柏 架 受到 水 平 向 左 的 力 , 其 信 为 
Pcotg 一 2P, 故 在 召 处 , 梅 架 受到 水 平 向 右 , 其 值 为 2P 的 力 ,BE 杆 的 内 力 为 压力 . 


9.2 达 关 贝尔 原理 . 达 明 贝尔 


拉 格 明日 方程 


9. 2.1 用 达 朗 贝尔 原理 解 6. 3. 10 题 ， 
解 ” 取 图 9. 39 所 示 的 zy 坐标 ,用 zi 表示 半球 的 
球 心 位 置 ,zz yz 表示 质点 的 位 置 ， 
zy 一 zl 一 asing 


yo 一 Q cosl 


Z 一 过 一 abcosb， 光一 一 absing 
区 ,二 并 | 一 agcosg 十 ab sinb (1) 
。 。 9. 39 
3》 一 一 COSInl 一 ab cosb (2) 


zy 一 SGzi 一 acos060 (3) 
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$y, = — asing80 (4) 
3 

由 > Fi — mi) 8 一 0 
it 二] 

得 -一 M0x1 -一 mt OX 十 ( 一 mp 一 my,)0Yy, 一 


将 式 (1)、(2)、(3)、(4) 代 入 上 式 得 
[| (Mm)zt 二 mabcos0 一 mab sing]Sz， 
+ [miiacos0 一 ma20 + mmgasing]89 = 0 
因为 x1、59 相互 独立 ,它们 的 系数 分 别 为 零 ， 


(CM 十 mm) — mabcos6 十 mab sing 二 0 (5) 
mzicos0 一 al + mgsin0 = 0 (6) 
人 队 (5)、(6) 两 式 中 消去 1, 经 整理 后 可 得 
M + msin’d 


mM + M0 sing 一 gsing 


用 一 59, 上 式 可 改写 为 


M+ msin20 ,» Mm 2. 四 
左边 是 恰当 微分 ,积分 得 
M 十 msin’8 门 2 | 
om + MY = 一 gcosti+C 


由 初始 条 件 :9 二 a 时 ,0 二 0 定 出 C==g cosa. 


将 C 的 式 子 代入 上 式 , 解 出 9, 得 


” 2g 17 十 M 加 1 
0 = | 站 TS 三 irap(cosa cos0) 


与 6. 3. 10 题解 得 的 结果 


cosa 一 CosD 72 
| ~ | 
是 相同 的 . 
9, 2. 2 ”用 达 朗 贝尔 原理 解 7, 4.2 题 . 
解 ” 取 图 9, 40 所 示 的 zy 和 9? 坐标 ,图 
中 国 出 了 系统 党 到 的 主动 力 的 情况. 由 
> (下 ; 一 mr;) » 6r;:=0 


(Mgpsina 一 了 — Ma)éz ti Tr 一 方 Mrz8 0D 


十 (xzg 一 了 一 Ma')6y 一 0 (1) 
图 9. 40 其 中 a 是 圆柱 质心 沿 斜 面 回 下 的 加 速度 ,a' 是 
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重 物 坚 直 辣 下 的 加 速度 . 
zy 92 间 有 约束 关系 ,考虑 到 绳子 不 可 伸 长 ， 

zx 十 y 一 r? 二 常量 

0z 十 0y 一 7060D 一 0 
取 3z .89 为 独立 的 虚 位 移 ， 

Sy = 700 一 0 
将 式 (3) 代 入 式 (1) 可 得 
] 


(Megsina 一 Ma 一 Mg 十 MD)or 十 | 一 Ahr 十 mer 一 ma'riS9p9 二 0 


Sx、69 的 系数 分 别 为 等, 得 
Ma— ma’ = Mgsina— mg 


一 MrB 一 mal' 一 一 mg 
由 式 (2) 对 z 求 导 两 次 ,得 


2a4 一 7 一 0 
re “~ 十 人 


用 式 (6), 式 (5) 可 改写 为 
Me 十 Lm 十 >M a =mg 
由 (4)、(7) 两 式 解 出 


;3m — Ysina 
“TT M+ 3m 
(M+ 2m)sina— m 
4 M 十 3m 
1 ,、 2mg(l1 十 sina) 
p= ra 二 41 一 (CM 十 3m)r 
再 对 重 物 用 牛顿 第 二 定律 或 用 达 朗 贝尔 原理 ,可 求 绳子 张力 了 


"069。 


(2) 


(3) 


(4) 
(5) 


(6) 


(7) 


如 果 系 统 包括 绳子 ,绳子 张力 不 做 虚 功 ,可 作为 约束 力 处 理 . 可 更 容易 地 得 到 式 (4)、(5). 


9. 2.3 用 达 朗 贝尔 原理 解 7. 4. 40 题 . 
解 ”各 杆 的 角速度 的 正 向 规定 如 图 9.41 所 示 . 此 
时 ,用 7. 4. 40 题 的 办 法 求 得 BD 杆 的 质心 C 的 加 速度 


dc 二 一 ail 十 A 
BD 杆 的 角 加 速度 
Bp 二 0 
DE 杆 的 角 加 速度 9. 41 
pp = 了 ] 十 ” ww 
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[Xs + Xp ma y ,已 _z, 工 |380 一 0 


1 十 < | oz | 十 (7s 十 Yp)8y 十 


2 2 
其 中 0 是 BD 在 质心 平 动 参考 系 中 绕 C 点 的 转角 . 
Xs+ Xp+mal1+ 各 | =0 (1) 
Yap 十 Yp 二 人 0 (2) 
Y, 人 Y，. 人 -0 (3) 
由 式 (2)、(3) 可 得 
Ysa 二 一 Yp 一 OQ 
对 DE 杆 用 达 表 贝尔 原理 ， 


5% =0 


及 PE 一 smd?Bpe 
这 里 的 Xb 是 (1) 式 中 的 Xp 的 反作用 力 ,y 是 DE 杆 绕 E 点 逆 时 针 转 动 的 角度 . 


Kod 一 amd’fpe = 0 


Xp 二 mdfos -一 lmal 1 十 WW’ (4) 
由 式 (1)、(4) 得 
二 95C& | ， 
Xp 一 3 4 十 5 | 


9. 2.4 ”均匀 细 杆 4B 可 绕 通 过 其 杆 上 的 固定 点 O 的 水 平 
轴 自 由 转动 ,此 水 平 轴 又 绕 通过 OO 点 的 竖 直 轴 做 恒定 角速度 为 
w 的 转动 ,如 0A=a,0B=b, 试 用 达 朗 贝尔 原理 求 AB 杆 绕 竖 
直 轴 做 稳定 转动 时 它 与 竖 直 轴 所 成 的 角 a 

解 取 O 为 xz、z 轴 的 原点 ,z 轴 竖 直 向 上 ,z 轴 水 平 , 并 使 
z 轴 、z 轴 和 杆 在 同一 竖 直 平面 内 , 取 此 竖 直 平 面 为 参考 系 , 要 
在 此 参考 系 中 , 求 杆 的 平衡 位 置 , 即 求 图 9. 42 中 的 a 和 角 . 

用 5W1、5W; 分 别 表示 杆 在 a 处 做 虚 位 移 sa 时 重力 和 惯性 离 
轴 力 对 整个 杆 做 的 虚 功 . 

设 杆 的 线 密度 为 7, 做 上 述 虚 位 移 时 ,重力 对 杆 的 ! 一 :十 d: 
段 质 元 做 的 虚 功 为 


ngdl » sing * lda 
oW ,| = | 7gSlInQa。 1dzsa 一 Fgsinab’ — a’)éa 
做 上 述 虚 位 移 时 ,惯性 离 轴 力 对 杆 的 1~! 十 di 段 质 元 做 的 虚 功 为 


ndl » lsina « wcosa ， Lda 
六 
SW ,= | nwsinacosa »。 lL’dida 一 esinacosa Cb’ 十 a*) 
由 在 平衡 位 置 5W = 二 6W1 十 6W: 二 0 得 
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ygsinalb: 一 4d2) 十 sisinacosa(b 十 wa) 一 0 
可 得 
Fg (a — 6b) 


3g (a 一 b) 
2o2 (a2 一 ca 十 好 ) 


EG + 5b’) 

注意 :计算 重力 对 整个 杆 做 的 虚 功 ,因为 各 质 元 受到 的 重力 与 质 元 的 质量 成 正比 ,可 
以 用 作用 于 杆 的 质心 的 全 重力 做 的 虚 功 ,而 计算 惯性 离 轴 力 对 整个 杆 做 的 虚 功 ,因为 各 质 
元 受到 的 惯性 离 轴 力 并 不 与 质 元 的 质量 成 正比 ,不 等 于 作用 于 杆 的 质心 的 合 惯性 力 做 的 
虚 功 ,也 不 等 于 位 于 质心 .质量 等 于 杆 的 质量 的 质点 所 受 的 惯性 离 轴 力 做 的 虚 功 . 

9.2.5 重量 为 己 的 均 质 圆柱 沿 与 水 平面 夹 角 为 wa 的 轻 悬 臂 梁 做 无 滑动 的 滚动 如 图 
9. 4. 3 所 示 . 用 达 明 册 尔 原理 求 惹 臂 染 在 O 点 受到 的 约束 力 . 

解 ” 取 图 9. 44 所 示 的 xz、y 和 pa 坐标 ,图 9. 44(a) 男 出 了 悬臂 梁 所 受 的 主动 力 、 约 
束 力 和 约束 力矩 ,图 9. 44(b) 画 出 了 圆柱 受到 的 真实 力 和 达 朗 贝尔 惯性 力 , 其 中 了 是 圆柱 
和 若 臂 梁 相互 作 用 的 静摩擦 力 ,N 是 圆柱 对 梁 的 正 压 力 及 其 反作用 力 . 


图 9. 43 图 9. 44 


对 蕊 臂 用 达 表 贝尔 原理 ,解除 O 点 处 的 约束 ,Xo、Yo 和 Mo 均 视 为 主动 力 ,z、y、a 为 
广义 坐标 
SW = (Xo 十 JSz 十 (ro 一 N)3Sy 十 (CNVz 一 Mo)sae 一 0 
3z、3y、Sa 均 独 立 , 得 
X=— ff, Y=N, M,=N, 
对 圆柱 用 达 朋 贝尔 原理 , 因 需 求 f 和 入, 暂 不 考虑 纯 深 动 这 个 约束 ,也 不 考虑 y 方 同 
对 圆柱 质心 的 约束 ， 


oeW = (Psina 一 了 一 .sz 十 (CN 一 Pcosa)sy 十 | 一 六 


P ,: 
一 060D 一 0 
亲人 $y 


其 中 用 了 图 柱 对 其 对 称 轴 的 转动 惯量 7 一朗,r 是 圆柱 的 半径 ， 


Sr、6y、.69 均 独立 ,得 
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£; 一 Psina 一 上 (1) 
2 
N = Pceosa 
py rp = fr (2) 
再 用 纯 深 动 得 到 的 约束 关系 ， 
立 一 702 一 0， =r9 
与 式 (1)、(2) 联 立 可 解 出 
f= Psine 
所 以 Xo 一 -一 Psina, Yo 一 一 Pceosa 


D 二 Prcosa 

9. 2.6 一 个 质量 为 m 的 质点 通过 一 根 无 重量 的 不 可 伸 长 的 绳子 系 在 半径 为 尺 . 坚 
直 放 置 的 固定 圆柱 边缘 ,绳子 紧 缠 在 圆柱 上 ,质点 与 圆柱 相 接触 . 给 质点 一 个 沿 径 向 方向 
的 水 平 冲 量 ,使 质点 获得 一 个 初速 度 w, 质 点 被 约束 在 与 圆柱 垂直 的 光滑 水 平面 内 运动 ， 

用 达 斋 贝尔 原理 求 以 后 未 缠 在 圆柱 体 上 的 绳子 长 度 ; 与 时 间 守 的 关系 . 
解 ”方法 一 :考虑 以 未 缠 在 圆柱 上 的 强 
子 为 参考 系 , 其 原点 在 绳子 的 未 缠 部 分 与 沿 
缠 在 圆柱 上 部 分 的 分 界 点 ,质点 与 此 原点 的 
距离 ! 是 随时 间 变 化 的 ,有 速度 1 和 加 速度 
7 . 这 个 参考 系 相 对 于 静止 的 惯性 参考 系 既 有 
平 动 ,又 有 转动 , 取 坐 标 系 的 极 轴 总 平行 于 : 
二 0 时 圆柱 的 切线 方向 ,在 图 9. 45 中 画 出 了 
在 1( 关 0) 时 刻 坐 标 系 的 极 轴 . 这 个 坐标 系 的 
运动 是 参考 系 的 平 动 部 分 ,图 中 还 画 出 了 质 
点 的 对 静 参 考 系 的 绝对 加 速度 的 各 个 组 成 部 
分 ,7 是 相对 加 速度 (对 ( 动 ) 参 考 系 的 加 速 
图 9. 45 : 度 ) RG 、RY 是 与 参考 系 的 平 动 关联 的 牵连 加 
速度 , 性 、j6 是 与 参考 系 的 转动 关联 的 牵连 加 速度 ,与 质点 所 在 位 置 有 关 , 故 画 在 质点 
处 ,而 Ry、、Ry 与 质点 所 在 位 置 无 关 , 故 画 在 坐标 系 的 原点 O' 处 . 由 于 参考 系 有 转动 , 转 


动 角速度 为 0, 方向 垂直 纸 面向 下 ,质点 对 参考 系 有 速度 ! , 故 有 科 里 奥 利 加 速度 276. 
取 极 坐标 系 的 1.0 为 广义 坐标 ,质点 所 受 的 主动 力 有 绳子 张力 人 和 图 中 所 画 的 与 各 
加 速度 分 量 相 应 的 达 朗 贝尔 惯性 力 , 分 别 为 质量 与 加 速度 的 乘积 的 负 值 ,各 力 的 正 回 规定 
与 图 中 所 画 的 各 加 速度 方 癌 相反 ， 
SW= (mRY + me — mi— TH+ mRYy 一 ml6 一 2ozb130 一 0 
因为 8% 80 相互 独立 ,可 得 


极 轴 (t=0 时 ) 
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m(Ry+10*— 1)—T=0 (1) 
Ry —10— 210=0 (2) 
9 角 的 两 条 边 与 少 角 的 两 条 边 分 别 垂直 ， 
一 V (3) 
又 有 约束 关系 
:= Ry (4) 
从 式 (3)、(4) 得 
7 了 
Ry= 1, 1 = Bill 
RY = 7 18 = ti， 2 0= i 
代入 式 (1)、(2) 得 
— Ri (5) 
1 十 72=0 (6) 
用 /= 分) ,可 将 式 (6) 积 分 ,得 
| l=C 
因为 :=0 时 ,/==0,l 二 0, 不 能 由 此 定 出 CC. 
再 用 式 (3)、(4)， 


C = l= IRY= LIRO= R(O),, = Rv 
所 以 l= Rv 
i f 
| 1d/ = | Rvwodt 
0 0 


py 一 Ry, 1 = VIRot 


方法 二 :用 静 参 考 系 , 取 静 坐标 系 Oxy,O 是 :=0 时 质点 所 在 位 置 ,z 轴 沿 切线 方向 ， 
即 澡 6.45 中 z==0 时 的 极 轴 ,y 轴 沿 圆柱 的 半径 方向 , 问 外 为 正 .i 时 刻 ,质点 的 zx、y 坐标 为 
Z 一 Xo 十 cosl =— Rsing 十 icosl 
y= yo 十 slinbl =— EKR+ Reosy + lsing 


这 二 一 Reosygy 十 Lcos0 一 sinb0 | 
天 一 一 Reosgy + Reosygy + zcosb 一 5 01sing 
一 70sinbg 一 /cosb02: 一 1sinb6 (7 ) 
3 一 一 Rsingy+ [ sinb + L cosb0 
y=— Rcosyy 一 Rsingy ”十 Lsin9 + /cos06 
十 [0 cos0 + 10c¢os0 一 10 sing (8) 
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SW = (— Tcos0 — mixi)6r + (~— Tsing — my)6y=0 
m= 二 一 Tcos0 (9) 
my 二 — Tsing (10) 
式 (9)Xsin6 一 式 (10) Xecos09, 得 
zsing 一 ycos0 = 0 (11) 
将 式 (7)、(8) 代 入 式 (11), 并 用 y=0, 化 简 后 得 
Ry — 16— 210=0 
正 是 方法 一 中 的 式 (2) ,以 下 与 方法 一 的 做 法 相同 . 


9. 3 拉 格 明日 方程 


9. 3.1 一 个 质量 为 m 的 质点 在 平面 上 运动 ,不 采用 极 坐 标 r、p, 而 用 7 和 sing 为 广 
义 坐 标 , 写 出 此 质点 的 动能 . 
解 X=rcosp， y==r sing 
今 用 r 和 gg 二 sing 为 广义 坐标 ， 
T=rcosp=r V1—g’ 


yy 一 jsStmnp 一 7O 


z 一 [1 二 5 一 一 -过 一 


V1l—g 
?一 79g 十 7 
] .2 | .? 1 Sy _rgg | . ， 
t 一 二 7 十 ) = lm| | 一 9 一 十 (rg 十 到 
2 (ZL y 2 7 Vi rq+i+rg 
1 |. | 
2 Tig 


9. 3. 2 在 一 根 拉 紧 的 弹性 强 上 等 距离 (距离 为 a) 地 连 着 小 球 ,两 端 固定 ,平衡 时 , 弹 
性 绳 是 水 平 的 (重力 可 忽略 不 计 ), 小 球 仅 限于 垂直 方向 运动 ,位 移 很 小 , 即 图 9. 46 中 yi、 
yz、…、ys 均 为 小 量 ,平衡 时 绳子 张力 为 5, 写 出 系统 的 势能 . 


图 9. 46 


解 ”考虑 球 1. 球 2 沿 y 方 向 的 受 力 及、fi; 图 9.47(a)、(b) 分 别 画 出 了 球 1 和 球 2 受 
两 边 绳 子 张力 的 情况 ， 


fi 二 广 。 十 六 一 一 了 iostina 一 Tsinp 


一 一 一 Tiocosatana Tcosp ” tanp 
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图 9. 47 


4a,P 均 为 小 量 . 又 因 水 平方 向 合力 为 零 ， 


Tiocosa 一 了 icosli 一 r 


所 以 fi =— rtane — rtang =— rH -re 
同样 可 写 出 球 2 受到 左边 绳子 在 y 方向 的 力 为 
fo = rt 或 _r22 7 


对 于 fo 可 引入 势能 


Vo= 2 
fio 3 一 一 一 
对 于 fiz 和 户 可 引入 势能 
Ya 一 32 C1 一 yo) 
万 ?一 一 5 一 一 一 (3 一 yz) 
ji 一 一 5 一 一 (Co 一 22) 


照 此 办 法 可 得 系统 的 势能 为 
Y 三 Vio 十 Vi 十 Vs 十 Y 34 十 Vas 十 Y 56 


7 
一 321 十 2 一 y2)° 
T 
十 2a)? 一 y3) 十 2 (3 y4) 十 2 CY 一 y5)” 十 7 


= Wy YY ys 一 ay 一 435)， 


9.3.3 ” 劲 度 系数 分 别 为 k,(i==1,2,3,4) 的 四 根 弹 得 , 原 长 分 别 为 0 一端 连 在 己 点 ， 
男 一 疾 分 别 连 在 固定 点 A、.B、C、D. 取 xz,y 坐标 ,其 原点 是 四 个 弹 先 系统 的 平衡 位 置 ,A、 
BCD 和 PP 点 的 坐标 分 别 为 (zi,y1) 《zzyy2) 《zsy3) ,CT4sy4) 和 (xz,y) ,平衡 时 , 即 己 位 
于 原点 时 ,各 弹簧 的 长 度 分 别 为 wp 分别 是 OA、OB、OC、OD 的 方向 余弦 , 即 
小; Vi 


a, 二 一 ， .一半 


L; Ll; 
P 点 俩 离 原点 很 小 , 即 x、y 均 为 小 量 .证 明 弹 筑 系 统 的 势能 的 近似 表达 式 为 
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Y = 5 | hx 十 y) 一 ke Bx 一 Qi )2 
7 小 


:一 ] 


4 
8 和 外 _ 后 N>” (x1, yt) 
(xX» y) ~~、、 2 A 
~ 人 ~ 
ks /0 ~、 kb ~ 
J ~、 
» 3 h ~、 
GL ~ 
(x3, y3) D C9) 
图 9. 48 
4 ] 4 
证 明 V= Vi=5 kV Ua-z) By lol 
对 V; = zh[ (LiQ; 一 Tr)* 十 CP: 一 y)” 一 1 
在 (0,0) 处 作 泰 勤 展 开 , 课 留 到 二 级 小 量 , 呈 选择 了 (0,0) 王 0, 得 
NW, a, FV 
V(rT, YS -一 - 一 2 
2 GZ | i0,0) YYy | (0,0) 2 ls (0,0) 
FV ,FV 
下 2 hs 2) OT dy’ 2 
Gy ; i (— 1)Ca,— x) 
= ki [Ca 二 一 
ar [~ (# -0 ~ pb y) ,J [Lx — x) + 8, — y): zy 十 C1:B, 一 yy) 
一 | — bia, — T) 十 -一 一 lio (hia Tt) | 
YY (lia TT rx) 十 (Lp TT y)” 
oN. 四 加 
ar Cou0) ki(l, Li0 7 a 
同样 可 得 i 一 — ki(li— Li0) pb. 
YY | 00,0) 
9V _ DUB DD 
Aray -一 Rilio (iQ: TX) 2[ Cia PE 十 (8 y)? 1 
klio (La 一 ZX) CP. 一 y) 
[Gia — x) + (Cp; — yb 
BFV _ kilio 
aray | ow™ Lf 
9aV _ k 1 和 十 ox) 
a i [Um — zt OB yD Lom — xz)? + CB — y) J 
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oaV =- 旭 |1 一 多 joa? | = 名 | 1 一 各所 
Ec Rd 
同样 可 得 
FV, | Lio 
一 = k, 1 一 一 0 
ay (0,0) L， 


Y ;= 一 k: (il; lio) Cai 十 Piy) 十 二 [和 | 1 na 
y? | 


kl; 
=— ki lo) (art By) + Dhilr’ + y°) 一 D7 (Bix — oiy)’ 


lio 2 


十 2k; obizy 十 | ] 一 LL 


hd — dio) (air 十 piy) 十 > [hz 十 y°) 一 (Bix 一 a y)? | 


= 5 [ls (x 十) 一 (Bi 一 wy | 


这 里 用 了 在 (0,0) 处 是 平衡 位 置 
Dd — lio)a; = 0, Dh — lio)B: = 0 
9. 3.4 双 摆 中 质量 为 mi 的 质点 与 劲 度 系数 分 别 为 k1 和 ks、 原 长 分 别 为 fo 和 Lzo 的 


两 弹簧 相连 ,弹簧 的 另 一 端 分 别 固定 于 A 和 B,mi、zmz 两 质点 和 两 弹 筑 处 在 同一 坚 直 平 
面 内 运动 , 当 mi 处 于 O 点 时 , 且 8g==0, 双 扎 处 于 平衡 位 置 , 弹 赞 处 于 拉 紧 情况 . 求 两 弹 鞭 


的 势能 及 其 在 9 很 小 时 的 近似 表达 式 . 


图 9. 49 


解 ”两 弹 筑 的 势能 为 
V = Fh [Vm zt yy ol 


1 
t 六 Ra (ze 一 ) 十 (ys 一 3) 一 | 


Z 一 7iSsin0O， y= ri(l— coso) 
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1 ; 
V= hkl (zi CO— rsing)* 十 《yi CO— ri rcos0)’ 一 2] 
十 1. [~ 2 2 于 
7 2 ( 式 四 rising) 十 (yy 机 六 1 十 rcCOS0) TT {>0 


当 4 很 小 时 ,可 用 上 题 结果 ,但 连 在 (0,0) 点 即 9 一 0 处 ,有 针 一 0, 而 季 关 0( 因 为 中 


没 包括 重力 势能 ), 所 以 


1 2 2 kibio 2 
一 2 一 kill; — Lio) Piy 十 pki(T 十 一 20 《Pi 71 | 


t= 二 1] 


) i > 
这 里 Qi 9 1 lL 
X= risin0 > ri 
y= ri(l — co0s0) ~ rg 
Ty or 
2 2 
(Pix ~ ay) S| Bre a. 六 mg sx DBz1l = yor 
2 
所 以 V= > | 一 k; yg 十 人 一 i y9rqg | 
:一 1 
_ ] 2 2 1 - lio 2 -2 2 
= [Ft ha)r— Db yn + yf) | 
二 1] 1 


9.3.5 9.2.6 题 的 系统 有 几 个 自 和 所 是 天 保守 系 ?这 用 适当 的 广义 兴 标 ,由 拉 阁 


日 方程 得 到 运动 微分 方程 
解 9.2.6 题 所 述 系 统 只 有 一 个 自由 度 ,用 解 9. 2. 6 题 的 方法 二 ， 

Z 一 一 Rcosblb 十 icosg 一 10sing 

y=— Rsing y+ i sing 十 10cosg 


z=— Reosygey 十 cosb8 一 lsin060 
0y 一 一 Rsingoy 十 singe! 十 Lcos060 
0z、0y 不 是 相互 独立 的 ,或 8 .3 、80 不 是 都 独立 的 ,有 下 列 两 个 约束 关系 ， 
t= Ry, y=y 


Sl = RY = R60, Sy = 60 
今 取 9 为 广义 坐标 ， 
并 一 一 Reos060 十 Recosb80 一 lIsing60 一 一 lsin060 
Sy=— Rsin080 十 Rsin060 十 Lcost60 = /cos060 
拉 格 表 日 旺 数 为 
L = Fm 二 y》) = mR 
这 里 又 用 了 /= 一 RJ、J= 二 9 两 个 约束 关系 . 
系统 是 否 保 守 系 ,要 看 用 什么 参考 系 . 对 静 参考 系 ,< ， 一 0 或 者 说 有 稳定 


约束 ,坐标 
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变换 关系 (x、y 与 9 的 变换 关系 ) 不 显 含 时 间 , 又 不 存在 主动 力 ( 强 子 张力 是 约束 力 ) ,系统 
是 保守 系 . 可 对 于 9. 2. 6 题解 中 所 用 的 对 静 参 考 系 既 有 平 动 义 有 转动 的 参考 系 ( 方 法 一 )， 
右 末 用 同样 的 广义 坐标 , 仍 可 得 到 相同 的 运动 微分 方程 ,但 拉 格 天 日 函数 不 一 样 , 受 力 情 
况 不 一 样 , 做 虚 功 的 惯性 力 不 是 保守 力 , 因 比 是 非 保守 系 . 


用 静 参 考 系 ,已 得 
L= smR’0® 
Ro, LE mR 
aL , ， 
4| 2 一 mR’00 + 2mR’00 
di 2 
和 人 | 甸 | 一 冀 =， 
得 99+ 6 =0 
如 用 1 二 Ry 二 RO, 改 用 i 作 广 义 坐 标 : 上 许可 改 为 
ii+-! =0 


即 解 9. 2. 6 题 中 的 (6) 式 ， 
9. 3.6 一 个 珠子 套 在 一 条 光 兴 的 欠 形 蝶 旋 线 上 ,在 重力 的 作用 下 运动 . 用 柱 坐 标 , 锥 


形 螺旋 线 方程 为 
P 一 wr, 9 一 一 zx 


a.6 为 常量 ,z 轴 竖 直 问 上 .证 贸 :珠子 的 运动 微分 方程 为 
zla? 十 1 十 az2b2z2) 十 azb2zz 一 一 8 
证 明 设 珠子 质量 为 m， 
T= Fm(p’ 十 pg 十 二 9 一 广 m(a? 十 1 十 op? 
V= mgz 


7 一 一 Y 一 oma’ 十 1 二 abiz?)zZ*— mpgz 


一 一 7120202z 之 ”一 mg 
2 m(la’: 十 1 十 ab’z’)2 
| 2 一 m(a? 十 1 十 a:b:z2)Z 十 2720202z 
dl 红 _ 
由 di 因 dz 
得 (a 十 1 十 a*b*z*) 之 十 a2bizz 一 一 gg 


9. 3.7 三 个 相互 唉 合 的 齿轮 G1、G;、Gs 通过 三 个 扭转 弹簧 与 三 个 圆 盘 D,、D;、D。 耦 
合 , 如 图 9. 50 所 示 . 三 个 齿轮 的 半径 分 别 为 m rr*， 围 绕 对 称 轴 的 转动 惯量 分 别 为 五 、 
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1,、T;, 二 个 圆 副 绕 其 对 称 轴 的 转动 惯量 分 别 为 7s、To, 它 们 偏离 平衡 位 置 的 转角 分 别 为 
0 .0 6, 如 图 9. 50 所 示 . 三 个 扭转 弹 筑 扭 转 单位 角度 时 受到 的 扭力 矩 大 小 分 别 为 i、 
k2、ks, 求 此 系统 的 拉 格 朋 日 丫 数 . 


1a hn fs 
2 大 2 
27] 一 一 1 | [| 
Ci 
Ds 
th 大 ep 
1 
.| [| LT 272 
Cn> L 
i 
0 下; te 
273 [LT 有 | | 
Da G 
3 
到 D, 
图 9. 50 


本 本 + + 疾 .2 
解 7 一 了 0 十 广 120 :十 广 70 十 广 110 ,十 方 150 5 十 广 760 
三 个 上 骨 轮 相互 路 合 ,接触 点 无 相对 运动 ， 


ri = r20,, r202 一 rs0: 


取 平 衡 位 置 时 ， 
0= 0 =0 = = = 0 =0 


jl 一 一 0 ， la 一 220, 


7 1 7 3 
2 ， 站 本 
T= 六 如 到 tl 多 十 二 I 十 过 区 十 三 1 
. 。 。 了 
一 ir = 去 十 学 + 六 十 #1 十 po 十 let 
a 8.)2 十 六 As(O 一 0 
1 7» r < 
= hh(0 一 952 十 Dh 0 一 0)? 十 方 h 0 一 bi 
_ 了 2 了 0 _ Os 1 0 te 
= ok) 十 六 人 一 六 | + ohrily 一 元 
了 一 一 Y 一 pi 3 十 过 十 于 | 十 了 1 十 文 Ts 的 十 坟 1o 
72 
2 > 了 | 如 下 | 1 2 4 
加 > hi(0, (2) 2 27 7 7 2 外 37 3 7» 
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9. 3.8 如 图 9. 51 ,一 个 质量 为 m、 半 径 为 a 的 均 质 薄 圆 盘 的 质心 C 固 连 一 根 不 计 质 
量 的 .长 为 的 细 杆 4C, 细 杆 垂 直 于 盘面 .此 系统 放 在 
粗糙 的 、 倾 角 为 a 的 斜面 上 , 杆 的 4 端 在 斜面 上 的 O 点 
保持 不 动 , 圆 盘 沿 半径 为 尺 = (e: 十 姑 )2: 的 圆周 在 平衡 
位 置 附近 做 小 振动 ( 纯 滚 动 ). 选 O 点 为 坐标 系 原点 ,t 
轴 垂 直 于 斜面 ,7 轴 沿 斜面 向 上 , 固 连 于 圆 盘 的 动 坐标 
系 原点 也 在 O 点 ,4C 方 同 为 z 轴 . 求 : 

(1) 系统 的 动能 ， 

(2) 系统 的 势能 ， 

(3) 证 明 欧 拉 角 2 的 运动 方程 如 同一 个 角 频 率 为 


4gRsina\ 图 9. 51 
避 十 667 | 的 单 所 


12 二 
解 (1) T= ; (Tiwz t+ Twy Tsw: ) 

J 1 2 

一 1, = 4 ma 二 mb 


1,= Tg? 


2 
.一 J pcosbg = y+ psing 
圆 盘 与 斜面 的 接触 点 速度 为 堆 
psinbgp 十 aw, = 0 
bcosBpi ay 十 psinp) = 0 


2 2& __ 代入 上 式 ,可 得 


将 cosA 一 /下 ， sinp 一 7 


Ye 十 人 。 a _ pb’ D 
i ac2 十 如 Q&A/a2 十 88 
2 2 _ pA GG, b - 
Vw w= wtanp = pz 一 i? 
1 


ma 十 me 十 避 ) 十 一 。 Tazo? 


2 2 


门 
| 
心 | 一 


bp: .2 1 pt “2 
wa tT mb FB? + 4 “za + DY 
(& 十 66°)b° 2: 

0* 十 p? Pp 
(2) Y 一 Mag7csina 十 C 


取 平 衡 位 置 处 为 势能 零点 ,由 此 和 定 出 C 值 . 


| 
wo wo ~ 


NS 
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局 
/rp 有 COSY 


sinacos? 十 CC 


7 一 一 bcosgeosp 一 一 


2 


V=— mg -一 熏 一 
Va 二 ee 


0 一 一 ?7 Stanaa + 


p2 
g 一 -一 -一 
， 人 十 p? 
2 
C= mpg 0 ina 
Va 二 pb 

Vy mevb’ 

<Va2 十 如 


在 平衡 位 置 附近 做 小 振动 时 ,92 很 小 ， 


coso=z 1 一 79 


sina(1 一 cos9) 


Vo mpgvb’sina 


2 Ma? 二 +b? : 
2 2 2 pa 
3 TE2T Vim? mabsina 
和 8 th) 2VarTrp 
dl 了 红 _- 
0 


mla’ + 606°)6°… J mpgb’sing 0 
4(a+b) Mero 
欧 拉 角 ?满足 的 微分 方程 和 单 摆 满 足 的 微分 方程 一 样 . 角 频率 2 为 
D_ ma? 十 Se | : 
一 pe 二 p2 ACa? 十 P 


| 4g Va’ 十 2sina 加 | 4gRsina 1/2 
a 十 68 a 十 60 


9. 3.9 一 个 质量 为 m 的 质点 受到 势能 为 V(r)(r 是 球 坐 标 ) 的 力作 用 . 

(1) 用 一 个 绕 x 轴 以 角速度 w 转动 的 球 坐 标 系 写 出 其 拉 格 明日 函数 ， 

(2) 证 明 上 面 写 出 的 拉 格 朗 日 函数 和 用 上 述 的 转动 参考 系 引 入 与 速度 有 关 的 厂 义 势 
( 它 来 自 惯 性 离 轴 力 和 科 里 奥 利 力 ) 的 拉 格 天 日 函数 是 相同 的 . 

解 (1) 参考 系 仍 是 静止 的 惯性 参考 系 ,但 用 的 广义 坐标 是 转动 的 球 坐标 系 ”、 2 和 9 

质点 的 绝对 速度 为 


v=v’ wxXr=ie,+rOe trsingest WX re 
WW = wcoste, — Sinbey) 


所 以 v 一 六 e 十 re 十 (rpsing 十 orsing)e。 


T= Fm ,1 一 六 ma[ 广 十 7r20 十 (rpsing 十 wrsing)’] 
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二 
2 


mF 十 ri 十 msin2g 十 wzrzsin?g 十 2or?sin208) 
L=T—V= 方 加 人 + ri 十 rzgsin2g) — V(r) 


十 mar?sin’l 十 2wr?sin?09) 
(2) 采 用 绕 z 轴 以 角速度 w 转动 的 参考 系 , 采 用 球 坐 标 r、96、9 为 广义 坐标 ， 
一 pi 十 7r20 十 r2sin2bo ) 
V= V(r) 
引入 广义 势 U， 
U 一 一 六 mi (ozrzsin2g 十 2wr2sin200p) 

则 工 一 并 7 一 U, 与 用 静 参考 系 写 出 的 拉 格 朗 日 函数 相同 . 或 反 过 来 讲 ,采用 同样 的 广义 
坐标 ,不 论 用 什么 参考 系 , 应 有 相同 的 拉 格 朗 日 函数 ,由 此 需 引 入 上 述 广义 势 . 


采用 转动 参考 系 ,必须 引入 惯性 力 , 它 们 是 惯性 离 轴 力 和 科 里 奥 利 力 ,因此 需 引 入 的 
广义 势必 来 自 这 两 个 力 .下 面 来 验证 这 一 所 . 


先 由 广义 势 U 求 广 义 力 . 
QQ 一 一 十 | | 一 mwirsin’0 + 2mowrsin’09 
QU/ . 
Go 一 一 ~ 十 4| 一 mw’r’sinOcos0 十 2mr’sinbcosog 
A 
Qs 一 一 Ee 十 5 | 一 一 (mr?sin?0) 


omwrr sin20 — mowr’sinOcosO0 


再 由 惯性 离 轴 力 和 科 里 奥 利 力求 广义 力 


— Mmw X (WX r= mowrsin’0e, 十 mw’'rsintcosteo 
— mw Xv = — mw(cose, 一 Sinbey) X (7 ee, ro ep 
十 rsingpe。) 
一 2mwrsin’09e, 十 2mwrsinbcosOp es 
+ (— 2mwr sinb 一 2mwrb cosb)es 
惯性 离 涡 力 和 科 里 奥 利 力 的 合力 的 三 个 分 量 为 : 
下 一 Mo27sin2l 十 27zcorsin200 
Fs= muw2zsingcosb 十 2mewrsinbcosO9 


Fs=— 2mwr sing 一 2mwrb cosb 


用 球 坐 标 , 力 和 广义 力 的 关系 为 
Q, 一 上 ， Wo 一 7 了 QQ = rslnO 
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与 由 三 义 势 算 出 的 广义 力 完 全 一 致 . 

9. 3. 10 一 个 由 x、y、z 轴 构 成 的 直角 坐标 系 , 相 对 于 惯性 系 以 匀 角 速 w 绕 > 轴 转 
动 . 一 个 质量 为 m 的 质点 在 势能 V(x,y,z) 的 力 的 作用 下 运动 .试用 xz、y、z 为 广义 坐标 ， 
写 出 此 质点 的 拉 格 并 日 函数 及 拉 格 央 日 方程 ,并 证 明 这 些 方程 与 在 惯性 参考 系 中 这 个 质 
点 受到 一 个 力 一 VV 及 另 一 个 可 用 广义 势 U 导出 的 力作 用 下 的 运动 微分 方程 是 一 样 的 ， 
写 出 这 个 广义 势 . 

解 ” 方 法 一 :用 惯性 参考 系 , 但 用 转动 的 xz、y、z 作为 广义 坐标 ， 

0 =zxi 二 yj 二 zki+owk Xx Crit vit zk) 
= (zx— wy (y+ wr)j t+ zk 


T= yw 一 mm[ (之 一 wy)? 十 (y 十 wz)2 十 2 ] 


mi (之 十 了 十 之 ) 二 me 十 y2) 十 mw(zry 一 yz) 


ml 之 十》 十 之 ) 十 mo (ze’ 十 yy) 十 mw(xy 一 yxX) 一 人 (zyyyz) 


2 一 mx— mw 2 wr moy— 
2 ?ax 》 ax 
Ly mer = me mwi 和 
9y 了 gy 2 9y 
2 ， LL__ NW 
NE ”Be x 
A 
由 元 gg; 一 入 二 0, 得 


051 和 一 一 2 二 mw’z 十 2mewy 


my 二 一 十 mw’y 一 2mwz 


用 上 述 绕 = 轴 以 角速度 w 转动 的 zy\z 坐标 系 作 为 参考 系 ， 
— Fm 十 了 十 好 )， VV=V(r,y,2) 
用 同样 的 广义 坐标 ,把 惯性 力 用 广义 势 来 处 理 , 可 有 同样 的 拉 格 天 日 函数 . 
L=T—V—U= Hm + + ) Vyz)—U 


与 上 面 写 出 的 工 比较, 可 得 
1 


U =— Fm (7 ty) — mwlry— yt) 
显然 ,用 此 广义 势 可 得 广义 力 
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0 di 

4 一 一 ay 一 | 六 | = my 一 SMT 
Qa | 守 | = 
i dt 2 0 


这 些 广义 力 正 是 惯性 离 轴 力 和 科 里 奥 利 力 引 起 的 ， 
— mxX (Xr)— 2mwxXov 
= Mo 2 十 moy] + 2mowoyi 一 2mowz 7 
=— (mor mov mowiy 一 2mwz)j 
可 见 , 引 入 的 广义 势 正 是 用 来 处 理 惯 性 离 轴 力 和 科 里 奥 利 力 这 两 个 惯性 力 的 ， 
方法 二 :广义 势 U 的 表达 式 可 以 写成 不 同 的 表达 式 . 只 要 满足 下 列 三 式 即 可 


— +E |= mr + 2mey 
OU d | OU 
一 有 十 量 | 区 | = my 一 2maoi 
a d | QU7 
-过 十 误 过 |=。 
把 U 写成 U=U1 十 Us, 其 中 Ui 二 一 方 mwr(z? 十 y); 它 是 惯性 离 轴 力 势能 . 则 Us 应 满足 
WU; ,dd | ~ 
- 宇 十 量 苇 = Lmwy 
cp re 
ay di\ oy We 
_ A 
3 Ta 
2mv Xw 可 与 go XB 相 比 拟 ,B 二 VXA, 其 中 4 是 和 拓 势 .可 以 证 明 ,gv XB=gv X 
(VV XA4) 的 广义 势 为 U=—gv，Ah 


今 ==wk, 也 可 写成 w= XA4 的 形式 ,4 二 一 wi,4=wzj 或 A=w( 一 yi 十 zx 站)， 
都 可 得 到 XA 一 wk. 第 三 个 4 是 第 一 .第 二 个 4 各 取 一 半 相 加 而 得 ,由 此 可 见 还 可 以 写 
出 无 穷 个 4 的 表达 式 , 例 如 第 一 个 的 二 与 第 二 个 的 2 一 之 和 

U,=— 2mv* A 

可 写成 U,= 2mwyx, U,=—2mwzxry,U; 二 mw(Zy 一 xy) 等 ， 

因而 U=Ui+U, 可 写成 不 同 的 表达 式 .方法 一 写 出 的 U 是 这 里 Us 的 第 三 个 写法 ， 

9.3. 11 质量 为 m、 荷 电 为 g 的 粒子 在 柱 坐 标 中 有 轴 对 称 的 电场 一 Ye, 和 均匀 磁 
场 8 二 Bok,Eo、Bo 均 为 常量 . 求 此 粒子 的 拉 格 朗 日 函数 和 运动 微分 方程 


解 ” 方 法 一 :引入 电磁 场 的 标 势 $ 和 矢 势 4, 今 电场 .磁场 都 不 随时 间 而 变 , 故 有 
E=~— Vs$, B=VxA 


用 柱 坐 标 ， 
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_% 1 % 
V $= er 十 - ge° 十 >k 
_|19394. 2 Es 加 | 1 arAo) 1 a | 
VXA=-[7% KI” TR Hl” Tl ; ap" 
可 取 2 一 Eolnr, 入 一 zrBoes 
U= oa$— qv. 4 一 一 onyr 一 ce 十 rpe, 二 之 kK)。 FrBoe 
1 2 ~ 
=—— gkEolnr 一 2 9Bor 0 
人 一 六 加 人 十 r20 十 过 ) 
] .2 “2 .2 1 : 
L=T—U = pm 十 rw 十 之 ) 十 gEolnr 十 »9Bor 9 
diaLi LL di 丝 | 红 d/laL\i 2L 
由 一 =0， 丰 | 守 | 一 时 0, 和 | 毕 | 一 守 -0 
dt\F 9 di\ ap ap dt\ OC 了 
可 得 运动 微分 方程 为 
mr C— mrp 一 全 一 gBorgp— 0 
mr 十 2mri p+ gBor?= 0 
mz 一 
方法 二 : 才 四 直角 坐标 的 旋 度 表达 式 求 4, 再 变换 为 柱 坐 标的 表达 式 ， 
A=— Byi=— Borsing(cosge, 一 singeo) 
U= oa$ — gi A = -— gEoinr + gqgBorsiner cos9 一 rg SIn9) 


了 一 pg 十 9 十 主 》 十 gEolnr — gBorsing(? cosp 一 rpsingp) 
以 下 略 ,可 得 与 方法 一 相同 的 运动 微分 方程 . 
9. 3. 12 ” 当 电磁 茧 的 矢 势 和 标 势 受到 规范 变换 ， 
A 换 为 A'= 二 4 十 VA 
34 
$ 换 为 $=$— 
时 ,它们 所 描述 的 电磁 场 不 变 , 可 是 拉 格 表 日 函数 显然 要 改变 . 证明; 用 新 的 拉 格 朗 日 函数 
仍然 给 出 与 原来 相同 的 运动 微分 方程 . 
证 明 ”只 要 证 明 规 范 变换 后 的 广义 势 得 到 的 广义 力 仍 和 变换 前 的 一 样 , 就 证 明了 可 
得 相同 的 运动 微分 方程 . 
U= g$ — gr* A' 


— gg— gg A gr vA 
要 证 明 附 加 项 
oA 


9 人 、 , 04 .04 .3934 
U = aa I VA- oy dia Tay tA 
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对 广义 力 没 有 贡献 ， 
& 64 
了 
dla')_ Ta FA, FA,, Fh. 
| 2 ~- [+ 3 zy 十 | 
"9A Ih yh A| 
ar ag da Yardy ”arg 
dy) -。 
di， 二 ar 
同样 可 证 ; 
$0 | 2 | 2 0 
di\ 93 dy ”dt 成 az 
即 由 附加 项 U* 得 到 的 广义 力 Q? 一 Q; 二 QQ; 一 0. 
上 题 两 种 方法 给 出 了 两 个 4， 
] 
和 一 Toey 
A'’=— Borsing(cosge, 一 SIinye。). 


4 一 一 7 Bor’singeosy 


9. 3. 13 一 个 长 度 为 5、 摆 锤 质 量 为 m 的 单 摆 晤 于 原 长 为 a、 劲 
度 系 数 为 & 的 弹 先 上 ,基点 限于 在 竖 直 方向 运动 . 摆 锤 处 于 茜 性 介 
质 中 ,受到 的 阻力 其 大 小 与 摆 锤 的 速率 成 正比 ,比例 系数 为 y. 用 摆 
的 悬 点 在 系统 的 平衡 位 置 下 的 距离 y 和 摆 与 铅 垂 线 的 夹 角 0 为 广 
义 坐 标 , 写 出 耗 散 函数 和 运动 微分 方程 . 

解 ” 方 法 一 : 取 平 衡 位 置 为 坐标 系 原点 .zz 轴 沿 水 平方 向 ,y 轴 
竖 直 癌 下 ,如 图 9. 52 所 示 . 


T= 方 赔 ( 守 十 y ) 
_ Sm[(66 cos0)2 十 (3 一 50 sing)?] 
_ 工 (zag | = (8) ]- 一 5(1 一 

v= 24 [+ | J mely 一 2 — cos0)] 
一 让 二 mgo(l 一 coOSO) 


这 里 取 平 衡 位 置 y= 一 0,0==0 为 势能 的 零点 ,但 这 不 是 必须 的 ， 
L=T—V- my + 6 — 2by0sing) 一 hy — mgb(1 — cosO) 
摆 锤 的 速度 
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一 50cosbi + (y— b0 sing)j 
阻力 f=— Yv=— Yb0cosOi — 7Y(y— b0 sing)j 
六 一 一 Yb0 cos6 
f,=— 7(y— b0 sing) 


耗 散 函数 
R= pAR cos0)? 十 (y— b0 sing)’]| = #7 十 pb20 一 2by 0 sing) 
方法 二 : 
Q,= 广 各 十 方 3， 
X= bsing, Y= y+ bcosd 
Q,=— Yb cos0 .0 — 7Y(y— bsing) .1 
=—— 7Y(y— b0 sind) 
Q 一 fx 各 十 fr 祁 
一 一 Yb0 cosg。pcosb — 7Y(Y— 50 sing) (— bsinO) 
一 Yby sing 一 7620 
dR= Edy+ Fad=— Qdy— Qedb 
9y » 
~ 7Y(y— bsing)dy— (Yby sing 一 7620)d0 
一 d| 六 7 十 PEA — Yby 0 sing 
R= PEA + be — 20y 0 sing) 
得 my 一 mbOsinO 一 mbb cos0 十 ky =— YY yp0 sinb 


mb0 一 mysinO + mgsin = yy sinl 一 Yb0 
9. 3. 14 求 9.1.9 题 所 述 系 统 的 耗 散 函数 ,并 由 此 求 Q,、Q,,. 


，。 1. ， 1， 1 .2 .2 
解 民 一 一 | Qiyid yi 一 azy2zdy2 ) 一 《any 十 azyz) 
y= 二》 十 ys， y1 一 y 十 ys3， ya 一 yy 一 ys 


R= 方 m(G 十 33)2 十 广 oz(3 一 3 
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ok , ， . . 
已, 一 一 2 一 一 al (3 十 Y3) 一 as(3 一 Ys) 
Q,= 一 2 = 一 (十 加) 十 和 (5 一 坟 ’) 
.3 


9.3.15 求 9.1.12 题 所 述 系 统 的 耗 散 函 数 RR(Z,91,92) ,并 由 此 求 Q。.Q，,Q， 
解 。 R 一 一 |(Q-d 十 Qudi + Qesdz,) 
一 | (ea 一 Q(X 一 Zz1) dz 十 [Last 十 aa (zs 一 守 1) 
一 Qs (X3 一 之 > ) jd 之 ， 十 | Qs 十 a5(Zs 一 这 ) jd 六 3 } 
_ [@ 十 ww) 二 dr 十 | ce 十 w 十 w) 二 qd 十 | 十 0 ) dz 
十 |[- wd 一 《as 十 as )d 之 一 as 之 sd 过 3 ] 
_1 2 1 2 1 1 
一 7 (ai 十 Qs ) TH] 十 > (a, -QO 十 Qs ) I, 十 2 (Qs 十 Qc ) 元 3 


一 QT ™ Q5 之 2 宛 : 


因为 Xs Xd X= 二 Td 十 gz 


所 以 ROGZis 负 s92) 一 六 (ol 十 co) 各 十 广 (0 十 0 十 06) (Zz 十 引 ) 


十 (a 十 as (Tl 十 cl 十 地 》 -一 2 人 CT， 十 G1) Qs (Xi 十 G1) (Zi 十 qi 十 G2) 


oR (T1901 ;92) > FR (T19192) 
一 
] 1 
yy 2 RG) 
2 dy? 
计算 略 . 


9.3.16 求 9%.1.19 题 所 述 系统 的 耗 散 函数 . 
解 ” 为 了 不 与 耗 散 函数 尺 相 混 消 ,将 圆 环 的 半径 改 为 ~. 


R=— || Creaz + Fydy') 
两 个 积分 符号 ,一 个 是 对 恰当 微分 的 积分 , 另 一 个 是 因为 系统 是 连续 分 布 的 ,阻力 也 是 连 
续 分 布 于 各 质 元 的 ,对 受到 阻力 的 所 有 区 域 积 分 . 


今 系统 是 半径 为 > 的 圆 环 ,9.1.19 题 图 9. 14 中 处 于 a~a 十 da 的 环 元 所 受 的 摩擦 力 
为 


之 一 r2sin 十 ac)F | 十 十 rocos( 十 waw) |7 
(上 宇 一 rpsin(p 十 a) 上 十 和 y 十 rpcos(9 十 a) J2}12 


元 /一 二 一 rpsin(O 十 a) 
y’' 一 y 十 rpcos(9 十 0) 
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R= [| rpsin 十 a) |di 过 rp sin( -二 a) 
{[ 之 一 rpsin(@ 十 a) 下 十 [yy 十 ropecos(wp 二 a)?1]})! 


f 十 rocos(P 十 ea)]dry 十 rocos(e 十 a) J 
; L 2 
([ 之 一 rpsin(GP 十 o) 于 十 [3 十 rpcos(P 十 oa 


pi 方 d{[ 之 一 rosin(@ + a [y+ rpcos(o + a)]) 
一 7 大 一 -一 du 
| {[ 之 一 rpsin(P 十 o) 下 十 [3 十 rpcos(P 十 oa) 站) 
2 , 。 
一 rf| ([ 之 一 ypsin(PD 十 a) 半 十 [3 十 rpcos(PD 十 ca) 2 72da 


由 Q 人 QQ = 一 加 (9 Q, 一 RL, 
~. 3 3 jy 4 2 


可 得 9. 1. 19 题 的 结果 . 

9.3.17 上 题 的 图 环 改 为 半径 为 r 的 圆 盘 ,f 改 为 相 接 触 的 单位 面积 所 受 的 摩擦 力 
的 大 小 ,证 明 耗 散 晒 数 为 

R= 几 | rpsin(p + oF + [y+ rpcos(pt oe) J 12rdrda 
证 明 在 x ~r' 十 dr',a~a 十 da 的 面 元 受到 的 摩擦 力 为 
f 交 一 ”psin( 十 Q) 上 十 yr pcos( 二 a) |i dy 
{[ 之 一 zsin(O 十 aa) 十 [十 rcos(P 十 ae) 于 2 

类 似 上 题 做 法 ,可 得 要 证 明 的 式 子 ， 

9.3.18 假定 图 9. 53 中 的 减 震 釉 引入 的 力 与 相对 速度 的 立方 成 正比 ,比例 系数 为 
6 各 对 接触 平面 间 的 阻力 是 正比 于 相对 速度 的 黏 性 阻力 ,比例 系数 为 m .ar as, 求 系统 的 


耗 散 函数 . 
减 震 器 
[es -i 
, 
Xl | X3 x 
图 9. 53 
解 讽 ff2\f3 分 别 为 ADAYA 受到 的 阻力 9 

方 一 一 QT 一 az(Zl ~ Xs) — Q(X 一 之 3) 
1 一 一 Q。( 廊 ， 一 廊 ] ) 一 D(Z， 一 bE 
f; 二 一 Qs (ti, 一 一 元 1 ) 一 p(xs 一 元 7) 


dR= 一 fidzi | fd f dt: 
一 [aa 之 十 askzl 一 廊 ,) 十 Qs (六 | 一 这 ,) ]d 宛 ) 
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十 | a, (之 之 1) 十 OZ; Zz) jd， 
十 [es 一 和 ) 十 5(Z 一 之 ) ds 
= aiZldZzl 十 az(zs 一 Zi)dCzs 一 总 ) 十 as(zs 一 过; )d ( 一 1 ) 
十 (Zs 一 二)d(Czs 一 之 7) 
R= 二 ai 交 十 二 oa( 宫 一 六 关 十 王 罗 ( 吉 一 着 并 十 二 8 一 交 ) 
9. 3. 19 ”如 图 9. 54 ,一 个 质量 为 M、 半 径 为 R 的 圆 盘 在 一 个 光滑 的 水 平面 上 滑动 ,为 
有 一 个 质量 为 m、 半 色 为 7 的 圆 盘 ,将 其 中 心 钉 在 前 一 圆 盘 上 离 中 心 距离 5 处, 它 可 在 前 
一 圆 盘 上 围绕 该 点 无 摩擦 地 转动 . 选取 适当 的 广义 坐标 , 写 出 该 系统 的 拉 格 表 日 沙 数 ,给 
出 一 切 可 以 直接 写 出 的 运动 积分 ， 


图 9. 54 
解 ” 取 xz、y.9.0 为 广义 坐标 ,zx、y 是 大 圆 盘 中 心 的 坐标 , 取 二 轴 使 上 一 0 时 两 圆 盘 中 
心 的 连 线 方向 为 xz 轴 正 向 ,p.9 分别 表 示 大 小 两 圆 盘 在 各 自 质心 平 动 参考 系 中 的 转角 ,一 
0 时 ,p= 二 9 二 0, 道 时 针 方 向 为 正方 向 . 


= 了 MC 十 六 ) 十 廊 * 廊 MR'Y 十 mL[(2- bpsing)’ 


十 (V+ bpcosg)?] 十 六 x 六 pr 


Gm + MD (+H) 十 二 CMR2 十 2znp) 另 十 二 ar 


1 

2 

十 mp( 一 福 psing 十 y pcos9). 
0 

了 


Tr 一 
[= 人 二 =T 
二 0， 尼 - 工 nz2= 常量 ， 6= 常量 
为 2 
aL aL 网 
二 一 0， 2 一 (m 十 MD)Z 一 posinp 二 常量 
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3 红 
3 一 0,37 一 Cm 十 MD3 二 mbpeosyp = 常量 
因为 = 0， V=0U=0 


9. 3. 20 一 个 均匀 的 实心 圆柱 体 , 半 径 为 R, 质 量 为 M, 放 在 一 个 水 平面 上 . 另 一 个 相 
同 的 圆柱 体 放 在 它 上 面 , 和 它 的 最 高 母线 相 切 . 两 圆柱 体 从 静止 状态 开始 做 无 滑动 深 动 ， 
写 出 该 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ,说 明 存 在 哪些 运动 积分 ,并 证 明 , 只 要 两 圆柱 保持 接触 , 则 有 


六 12g(] 一 cos0) 
R(17 十 4cosb 一 4cos20) 


其 中 9 是 两 轴 所 决定 的 平面 和 通过 一 个 轴 的 铝 垂 面 间 的 夹 角 . 
解 ” 图 9.55 中 ,yg,y 分 别 是 两 个 圆柱 在 各 自 的 质心 平 
动 参考 系 中 的 转角 ， 
一 > Mz 十 六 X FMR'Y 十 广 M[( 十 2 RO cosO)? 
+ (2RO sing)’] + 5 + mMR'Y 


两 个 圆柱 均 做 纯 深 动 ， 


tz— Ro= 0 
图 9. 55 2RO— RU 一 RY 
可 得 i= Ro, Y= 20— 9 
选用 gp.6 为 广义 坐标 ,用 上 述 两 个 约束 关系 ,动能 可 改写 为 
_ SMRY + 3MRz + 2MRzpbcosbg — MR’b 9 
V=— Mg .2R(] — cos0) 
L=T—V= SMR’p + 3MRY + MR’pO (2cos0 — 1) 
十 2MgR(1 一 cosy) 
aL aL / ” 区 
因为 55 一 0 一 常量 ,并 用 初始 条 件 :+ 二 0 时 ,9 二 0,8 二 0, 可 得 


3MR29 十 MR20 (2cosb 一 1) 一 0 


因为 。 客 一 0， 忆 和 一 工 一 常量 


所 以 FMR'Y + 3MR20 + MRzpb (2cosg 一 1) 一 2MgR(1 一 cosb) =0 


从 两 个 运动 积分 的 式 子 解 出 9 得 
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池 12g(1 一 cosg) 
R(17 十 4cosgb 一 4cos20) 


9. 3. 21 ”一 根 质量 为 M\ 长 为 2a 的 均 质 棒 O4 装 在 固定 
操 的 光滑 枢 轴 上 , 另 有 一 个 质量 为 的 珠子 已 用 一 根 自然 长 
度 为 a、 劲 度 系数 为 的 轻 弹 筑 连 于 OO 点 ,并 套 在 棒 上 ,可 沿 棒 
做 无 摩擦 滑动 . 设 9 是 O04 与 铅 垂 线 间 的 夹 角 ,p 是 包含 04 的 
铬 垂 面 与 固定 铅 垂 面 间 的 夹 角 ,r> 为 OP 间 的 距离 .用 rr、.9、9 为 
广义 坐标 , 写 出 系统 的 拉 格 衣 日 函数 ,并 给 出 两 个 运动 常数 . 

解 取 z 轴 坚 百 和 同上 ,z 轴 水 平 , 随 棒 绕 > 轴 转 动 ,z 轴 、= 
轴 和 棒 始 终 在 同一 紧 直 平面 内 ,如 图 9. 56 所 示 . 


棒 关 于 O 点 的 轴 转 动 惯 量 和 惯量 积分 别 为 图 9. 56 
7 = 二 RM(2acosb); 一- SMa’cos’6 
1 2 -条 NA is 
1,, 一 3 M2a) 一 3 Ma 
1 


1, = LM(2asing)’ 一 $Ma’sin* 


1,, = 1,. = 0,， 1 天 0 
日 此 题 因为 w. 二 0, 可 以 不 必 计 算 I 


T= (ea + Te + Laat + 2 


十 27ywzrw, 十 217 ywywz) 十 mF 十 r20 十 r?sin?09 ) 


> 


xz 一 0， w, =— 6， WwW, OP 


所 以 T= >m7 十 了 


> (0 十 psin20) 


Mr? 十 全 Ma 
V 一 一 AMfpgacosl 一 11igzcostl 十 hr 一 a)’ 


L=T—V = pa 十 (0 + 8sin20) 


mr” 十 全 Ma: 
十 (Ma 十 zzz)gcosl 一 hr 一 CD) 


| IL Bi, 
因为 汪 =0; 所 以 “一 常量 , 即 
GP ap 


0sin20 一 常量 


mr* 十 Ma 


因为 号 一 0, 所 以 > 全 9: 一 一 常量 , 妈 


Ly 十 


2 (0 十 psin20) 


mr 十 Ma’ 
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一 (Ma 二 mr)gcos6 十 hr 一 a)* 二 营 量 


9. 3. 22 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 一 光滑 平面 上 运动 , 它 受 到 平面 上 一 固定 点 了 的 吸 
引力 , 力 的 大 小 与 离 P 点 的 距离 的 平方 成 反比 ,比例 系数 为 &. 用 极 坐 标 写 出 该 粒子 的 拉 
格 朗 日 函数 和 运动 微分 方程 ,并 给 出 两 个 运动 积分 . 

解 ” 取 PP 点 为 极 坐标 系 原点 ， 


一 一 -37 
取 无 穷 远 处 的 势能 为 零 ， 
= 一 | Fedr=| Fdr=| 一生 dr = 一 过 
= 六 mm( 十 7) 
1 2 2 k 
L=T—V= mr +rp) + 
d13 2 di 红 、. _ 
由 是 | 部 一杯-。， 晤 | 完 | 一 屿 一 0, 给 出 粒子 的 运动 微分 旋 程 为 
ml 一 /9) 十 入 二 0 
d . 
jz mr 9) 一 0 
可 直接 写 出 两 个 运动 积分 . 
7 9 一 铺 量 
因为 0 


mF +rip)— + 二 常量 
9. 3. 23 ”质量 为 mi、m; 的 两 粒子 之 间 的 作用 力 为 有 心力 ,势能 为 V(r),r 为 相对 位 
和 天 ， 
(1) 在 质心 平 动 参考 系 中 写 出 此 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ,并 由 此 证 明 能 量 和 和 角 动 量 守 
恒 ; 证 明 运 动 总 在 一 个 平面 内 ,满足 开 普 勒 第 二 定律 (r 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相等 的 面 
积 ); 


(2) 若 势能 一方 ir (是 一 个 正 的 常数 ), 且 已 知 


总 能 量 和 和 角 动量 7, 求 出 运动 过 程 中 7 的 最 大 值 和 最 
小 值 满足 的 表达 式 . 

解 ” 由 于 作用 力 总 沿 着 两 质点 的 连 线 ,质点 的 运动 
将 以 开始 时 的 相对 速度 与 连 线 构成 的 平面 内 运动 . 在 质 
心平 动 参考 系 中 取 平 面 极 坐标 ,原点 位 于 质心 ,mr 是 
图 9. 57 两 质点 对 质心 的 位 矢 . 由 质心 的 定义 ， 


”mm 一 
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7122 .2 ,2 
ou (7 十 rEg) 十 VV 一 五 


一 27- 
Pk 
得 pF + rR) + Vr) 一 下 
代入 前 已 得 到 的 一 mw: 一 及 V(r) 一 六 Ar ， 


十 hr EF 


当 > 处 于 最 大 值 或 最 小 值 位置 时 ,7 二 0. 故 rmox、rmin 满 足 的 方程 为 
J 
2 


工人 关上 了 


;十 hr? 二 


2 
或 hr — 2Er'+ 守 一 0 


9. 3.24 给 定 一 个 一 维 运动 的 拉 格 朗 日 函数 
L = ez| 六 mo 一 Tg’] 
其 中 7Y.m、& 均 基 正 值 常 量 . 写 出 拉 格 朗 冲 方程 ,说 明 有 无 可 直接 写 出 的 运动 稼 数 , 并 描述 
这 一 运动 ， 
车 采用 广义 坐标 ;, 它 与 原 广 义举 标 g 的 变换 英 京 为 * 一 ezxg, 重 新 写 出 拉 格 朗 日 函 
数 、 拉 格 朗 日 方程 ,回答 有 无 丸和 宜 接 写 出 的 运动 第 数 ,并 说 明 两 个 解 之 则 的 关系 ， 


解 了 一 | 地 mg 一 六 pg: 
a - e md 
oq 
| 和 = ye 120 十 e md 
aL 
一 二 一 ke” 
og 


me’'g + mYe’'g+ ke“qg=0 
me + m7ot kg = 0 
aL aL 、 
因 二 了 0, 让 天 0, 无 直接 可 写 出 的 运动 常数 . 
从 运动 微分 方程 可 看 出 , 它 是 一 个 常 系数 线性 齐 次 的 第 微分 方程 ,相应 的 特征 方程 为 
mr* 二 m7Yr 十 k= 二 0 
— mr + 和 Vm’rY’— 4mk 


7 -一 om 
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4 k _. 
当 半 二 /各 时 ,质点 作 纶 阻尼 振动 ， 


了 k _ 
当 之 >A/ 生 时 ,质点 作 过 阻尼 振动 


* 697 ， 


当 半 一 / 生 时 ,质点 的 运动 为 临界 阻尼 情形 


车 采用 广义 坐标 s,s=e2”g, 则 


_1y, ， _1 1 
9 一 2 5 一 6 六 


2L_ 1 
2 


JS 一 Ly;) 十 地 Ym 十 4 一 


2 


2 一 0, 可 直接 写 出 一 个 运动 积分 
9L 


BB 


2 


Ls 十 lm| k 


2 


$C— pe ? 


Ymt{s 一 7s) — ks 


Ly 
‘¢， 


2 
2 | 一 (edms)? | 


一 一 Ymi— 4 一 工 m2] 


二 zj — 0 


(1) 


一 上 二 第 量 


由 式 (1) 的 运动 微分 方程 可 见 ,如 万 , 即 之 一 \/ 生 ,用 坐标 s, 质 点 作 简 谐振 动 , 用 


坐标 g ,质点 作 约 阻尼 振动 . 


如 生 一 所, 即 半 > /二 ,不 论 用 坐标 * 还 是 用 坐标 9 质点 的 运动 都 是 过 阻尼 振动 


如 和 一 半 , 即 半 一 人 / 生 , 不 论 用 坐标 s 
还 是 用 坐标 gq, 质 点 的 运动 都 是 临界 阻尼 和 情 
形 . 

9. 3. 25 一 个 质量 为 xm、 半 径 为 4 的 均 
质 圆 环 在 一 个 质量 为 M\ 倾 角 为 a、 置 于 光滑 
水 平面 上 的 斜面 上 作 无 滑动 深 动 ,运动 是 平 
面 的 . 选择 表示 斜面 对 某 固定 参考 点 的 水 平 


图 9. 58 
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距离 x 和 表示 圆 环 从 斜面 上 某 参 考点 沿 斜面 深 下 的 距离 ;为 广义 坐标 , 找 出 四 个 运动 常 
数 . 
解 ” 取 图 9.58 所 示 的 z、s 为 厂 义 坐标 . 


人 一 Mi 十 方 mm[( 守 十 ji cosa)2 十 (3 sina)?] 十 zma'y 
圆 环 作 纯 滚动 ， 
;一 aO 一 0 
一 方 (CM 十 mm) 计 十 ms 二 mz scosa 
V=— mgssina 
一 方 (M 十 - jz 之 十 ms 二 mz scosa+ mgssina 
因为 
aL aL _ 
这 王 0， 并 二 篆 量 
印 
(AM 十 mm) 十 ms cosQ 二 常量 (1) 
因为 中 一 0,7 一 0,T 一 7T?, 即 动能 为 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 ， 
所 以 
》 sg 一 也 一 了 十 一 常量 
”og; 
Ell CM mz 十 ms 十 mz jcosa 一 mgssina 一 常量 (2) 


由 拉 格 朗 日 方程 可 写 出 系统 的 运动 微分 方程 为 
(MM + mi ms cosa=0 
区 cosa 十 25 一 gsina 一 0 
两 式 消去 区 , 解 出 3 ,得 
y 一 (CM 十 m)gsina 
2CM + m) — mceos’a 


积分 上 式 得 


(M+ m)getsina 
”2M + m) 一 macosza 十 常量 ‘3) 


由 式 (1)、(3), 可 得 第 四 个 运动 常数 


,Mgtslinacosa 
9M 十 入 )》 一 Micos2a 十 常量 (4) 


式 (1)、(2)、(3)、(4) 都 是 第 一 运动 积分 ,对 式 (1)、(3)、(4) 均 能 积分 得 到 第 二 运动 积分 . 
9. 3. 26 证 明 带 电 粒 子 在 稳定 电磁 场 中 的 能 量 积分 是 了 十 gf, 其 中 4 是 带电 粒子 所 
带 的 电荷 量 ,$ 是 电磁 场 的 标 势 ,T 是 带电 粒子 的 动能 ， 


证 明 T== 方 ( 祥 十 六 十 ) 
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在 稳定 电磁 场 中 ,带电 粒子 的 广义 势 为 
U=gg— gv.:A= gp — gqg(At A AZ) 
其 中 4 为 电磁 场 的 和 失势 ， / 


L=T—U= mt 十 十 2) 一 g$ + g(Ast+ Ayy+ 4) 


因为 = 0， D4 一 一 常量 


od 
37 yt 3 L 
二 《9X 十 9 人 DX 十 (my 十 94,)9 十 (mz 十 g A,)z 


— EAE 十 十 之 ) 十 g$ 一 gCAxt 十 A,y 十 Asz) 


= 广 吉 ( 十 多 十 过 十 gg 一 人 十 94 
所 以 能 量 积分 (更 准确 地 说 是 广义 能 量 积 分 ) 为 


了 十 gg 一 常量 0 [一 六 7 

9.3.27 长 /质量 为 M 的 均 半 洪福 世 直 的 zz ~ 
平面 内 运动 ,其 一 端 A 限 利 亚 直 线 z= Ttana 上 运动 
(a 为 直线 对 水 平 的 zz 轴 的 倾 第 ), 月 区 7.59 所 示 的 \ 7 
广义 坐标 * 和 8, 导 出 运动 微分 方程 ,并 确定 作 平 动 时 A ™ 
的 0 值 . 

解 ” 图 9. 59 中 C 为 棒 的 语 心 ， 

Zr 一 scOSsa 一 Ssing 3 


图 9. 59 


. l 
ze 一 SSINQ 十 六 COSC 
. . l 
XC $ COSQAO 一 m0 cosg 
， ， ! ， . 
c= $sina 一 70 sing 


] 
12 


T= FM + ie) + MI 
MT 十 二 — ls bcos(0— a))] 
V=— Megzc 一 一 Mg(ssina+ cos0) 
1 .2 ] ,»» , . A 
L= » ME 十 EY 一 上 cos(b 一 a) | 十 Mg(ssina 十 7 Cos) 


ee AH 一 MD cos (0 一 a) 
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< 中] = yy 1 gyn a 
x) = Ms > Midcos(0 a) 十 > Mib sin(0 — a) 
2 Mepsina 
ob 1p lg: 
» 3 Ml b » Ms cos (0 一 a) 
| | 一 二 2 la 1 gy pe 
| 一 MEU 2 Miscos(d a) 十 2 MIS 0 sin(l a) 
2 1 lL. 
六 二 > Mls 0 sin(0 a) » Mgalsind 
EA 
由 di\ 230， dg 1 
Ms 一 方 MIbcos(b 一 wa) 十 = MIO sin(b — a)— Mgsina= 0 
1] a Ly ] 
aMt 0 一 5 Ascos(l 一 a) 十 » Mgtlsing 二 0 


纯 平 动 时 ,8 二 0, 6 ==0, 代 入 上 述 两 式 , 得 
s— gsina=0 
scos (0 一 a) 一 gsin0 = 0 
用 前 式 消 去 后 式 中 的 了 ,得 
sinacos (0 — a) 一 Sin 一 0 
sina(costcosa 十 sinbsina) 一 SInO = 0 
sinacosacosl 一 sinb(1 一 sin’*a) = 0 
sinacosl 一 SInbcosa = 0 
sin(a — 0)=0 
所 以 0 二 a 或 + 十 a 
9. 3. 28 ” (1) 质量 为 m 的 均 质 杆 两 端的 速度 分 别 为 vs 和 vs, 证 明 其 动能 为 


= 人 ma(o4 十 os op 十 vS) 


(2) 一 根 质 量 为 m\ 长 度 为 a 的 均 质 杆 , 其 一 端 限于 沿 一 光滑 的 竖 直 轴 运 动 , 另 一 端 
在 光滑 的 水 平面 上 滑动 , 设 9 是 杆 与 竖 直 向 下 的 轴 间 的 夹 角 ,p 是 杆 所 在 竖 直 平面 的 角 位 


移 , 如 :一 0 时 ,6 一 二 ,0 一 0,9 一 0, 证 明 在 以 后 的 运动 中 ,只 要 杆 保持 与 水 平面 接触 ,有 下 
列 关 系 ， 
b = -4 一 csc20) 十 or /3 一 2cosgj 
证 明 (1) 用 柯 尼 希 定理 写 杆 的 动能 . 
vc = 方 (oa 十 vB) 
设 杆 长 为 2, 绕 过 质心 三 和 直 于 杆 的 轴 转 动 的 转动 惯量 为 
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] 


了 7? 
1 一 1 5724 
杆 的 角速度 的 大 小 为 
一 也 UB 
2 ] 7 2 
T= 一 mv 十 了 


1 ,1 1 1, (va Vs) (4 一 Vp) 
m 2 (V4 UB ) 2 《74 十 vB) 十 7 1 5724 0 


1 
2 
了 
2 
一 pe 十 2va* vp 十 UF) 十 mv — 2vAa* VB vB) 
Em (v2 十 Va* vp 十 v%) 
(2) 取 图 9. 60 的 zyz 坐标 ,用 上 面 证 明 的 式 子 计算 杆 的 
动能 ， 
Vs— 之 ak, vps= fe, rope 
z4—= acos0, r= asind 
F— a0 cos0, za =— ab sing 


Ls i al sinOk 


vp— acosbe. 十 apsinbe。 


Va* Up 一 0 


{= mlv 4 十 Va* Vg 十 v8) 


sm[(— a0 sing)’ + (a cos0)’ + (apsin0g)2 


Ema? CE + psin20) 


V= mgzc = 4, gacosb 


2 
l 2 7 为 2 -2 1 
L=T—V= Ee (0 + wsin20) 一 pgacosl 


,9L aL | 机 TO， D 
因为 了 二 0， 各” 玉 量 , 用 初始 条 件 :+ 二 0 时 ,0 王 6 ,9 一 人 ,得 


osin2b 一 0 (1) 


因为 中 一 0,U 一 0,T=Ts(T 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 ), 用 初始 条 件 :: 一 0 时 ,0 一 -6 


-mad 十 -may sin’ 十 mgacos0 
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| ,22 区 区 

一 oma {Ysin 6 十 2 MEaCOS 习 

ap2 ~Y3 

= 74724 42 十 megpa 

4al2 十 4ao sin?0 十 12gcos0 一 al 十 6 人 385 (2) 


从 (1)、(2) 两 式 可 解 出 9 为 
六 一 (4 一 csczb) + FE( V3 — 2c0s0) 
9. 3. 29 一 个 质量 为 m 的 质点 ,在 重力 的 作用 下 自 静 止 竖 直 下 落 时 ,受到 一 个 可 用 
耗 散 函数 R 一 六 yz 的 阻力 作用 ,证 明 质 点 的 最 大 速度 为 


证 明 取 z 轴 竖 直 问 下 ， 


T= mt， V=— mgz 
1 
L=1-Y= om 十 mgz， 
1y,.? __a 
一 了 ?之 ， 一 2 一 yi 
EA 
由 dt\ az Em 
mrt— mg 一 一 之 


达到 最 大 速度 时 , 一 0, 代 入 上 式 得 
Tmax 一 y 

9. 3. 30 ”自然 长 度 为 /0、 劲 度 系数 为 的 无 质量 弹簧 一 端 固定 , 另 一 端 和 一 个 质量 为 

m 的 质点 相连 ,在 重力 作用 下 , 限 在 一 个 竖 直 平面 内 运动 .用 p 和 4= 一 一 (其 中 vo 是 处 于 


平衡 状态 时 弹 筑 的 长 度 ) 为 广义 坐标 . 
(1) 写 出 拉 格 天 日 多数 ， 


这 \、 (2) 用 史 一 二 \ 鹃 一 代 写 出 拉 格 朗 日 方程 

(3) 当 和 和 p 很 小 ,初始 条 件 ;t 一 0 时 ,gp=0, =4,p=wB, 一 0， 
其 中 4、B 是 常量 , 求 运动 的 最 低级 近似 解 ，; 

(4) 讨论 运动 的 高 一 级 近似 ,在 什么 条 件 下 ,4 的 运动 将 发 生 共 
图 9.61 。，， 振 ? 这 在 物理 上 能 实现 吗 ? 
解 (1) T= mC 十 rg) 


mm 


六 no 、 、 
一 一 ，7 一 7 十 7r0， 7 一 7o4 


1 一 


7 0 
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全 一 Fmri[X 十 (A 十 1)29 ] 
1 2 上 2 
V=— mgrcos9 十 1870 十 2 klr — Lo) 一 5 klro — Lo) 


二 一 mg (roh 十 ro)cos9 十 mgro 十 六 (ray 十 7o 一 Lo) 一 六 Ar — Lo)* 


二 一 mg (roA 十 ro)cos9 十 mgro 十 六 十 Rrokro — bo) 


! 一 一 YY 一 mr 十 (4 十 17 0 | 十 MBC CC7roA 十 70)COSO 


一 mgro 一 六 一 kro(ro 一 Lo)A 


-nr 十 (4 十 1)29] 十 mg(rol 十 ro)cosp 一 mgro 一 -Ar — mgrod 
这 里 用 了 平衡 条 件 ， 
kl(ro— lo) 一 meg 


dia 2 diaL\! od ~ 
(2) 由 王 | 号 | 本 一 0 及 东 | 宛 了 - 3p 一 0 得 


Mmr24 十 we7z2(A 十 1)9 十 riA 十 mgro(l — cosp) 一 0 
773A 十 1) 六 十 2m7r3(4 十 DAg+ mpgro(A4 十 1)sinp 二 0 
用 忆 一 总, 品 一 攻 , 上 述 方 程 可 写 为 
1 一 ATDPo 二 oa 二 will 一 cosp) 一 0 
(十 1)8 十 24p wssinp 一 0 
(3) 当 X.p 都 很 小 ,A、.p、XA4、p、 4、9 均 为 一 级 小 量 时 , 取 最 低级 近似 ,只 保留 一 级 小 量 ， 

运动 微分 方程 简化 为 

) 十 wA=O 

P+ wip=0 
在 给 定 的 急 始 条 许 : 一 时 ,4 二 A,=0,9 二 0,9 二 w,B, 可 解 出 

A= Acosw,t 

2 一 Bsinw,t 


(4; 求 高 一 级 近似 解 , 保 留 二 级 小 量 ,运动 微分 方程 为 
A 十 w’A 一 9 一 op 
(A Do op+ wip—=0 
讨论 4 的 运动 ,将 9 的 最 低级 近似 解 代入 


午间 | 
1 十 wiA= Biwicos’wt 一 wsB’sin’w,t 


2 
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用 cos’w,t = (1+cos2ept) ,Sin wpt = (1 一 cos2wypt) ,上 式 可 改写 为 


A 十 ww 和 A 二 1 BrCl 十 3cOs2w,t) 


这 是 一 个 受 迫 的 振动 方程 , 当 强 迫 力 的 角 频 率 等 于 振动 系统 的 固有 频率 即 2w, 二 w 时 ,4 
的 运动 会 发 生 共振 . 

在 物理 上 是 不 可 能 出 现 共振 的 , 解 上 述 微分 方程 , 解 中 将 包含 一 项 与 时 间 成 正比 的 
项 , 随 着 时 间 的 推移 趋 于 无 穷 大 , 故 这 种 项 被 称 为 长 期 项 , 趋 于 无 穷 ,机 械 能 不 守恒 ,而 此 
系统 在 保守 力 场 中 运动 ,应 遵从 机 械 能 守恒 ,因此 在 物理 上 不 可 能 出 现 共振 现象 . 小 的 “ 强 


迫 力 ” 的 存在 并 不 改变 运动 是 周期 运动 这 一 特性 , 但 其 周期 不 再 是 ,而 有 一 个 小 的 偏 


离 . 考虑 到 w==w, 十 606 为 小 量 ) ,长 期 项 可 以 不 出 现 . 

9. 3. 31 ”两 个 质量 均 为 m 的 质点 各 用 一 根 劲 度 系数 为 &、 原 长 为 ! 的 弹 管 连 到 质量 
为 M.\ 长 度 为 工 的 均 质 细 杆 的 中 点 ,并 限 在 细 杆 上 做 两 根 弹 先 的 长 度 保持 相等 的 运动 , 细 
杆 可 以 以 任意 方式 自由 运动 ,此 系统 是 空间 的 孤立 系统 , 列 出 运动 微分 方程 并 求解 之 (到 
作 积 分 为 止 ). 定性 地 描述 系统 的 运动 ， 

解 ” 取 静 参 考 系 ,用 两 个 坐标 系 ,一 个 静止 的 直角 坐标 系 Ozyz ,一 个 质心 平 动 坐标 系 
O'z'y'z',O' 是 系统 的 质心 ,用 O' 点 的 坐标 xz、y、z 和 一 个 质点 在 动 坐 标 系 中 的 球 坐 标 ”、0、 
2 作为 广义 坐标 ,如 图 9. 62 所 示 . 


图 9. 62 


计算 细 杆 在 质心 平 动 参考 系 中 的 动能 时 选 三 个 惯量 主轴 ,其 单位 矢量 e1、e,、e; 分 别 
与 质点 1 所 在 位 置 的 e,、eo.ey 平 行 ,关于 @O' 的 三 个 主 转动 惯量 为 


了 —— 0,1, 一 一 了 一 ML’ 


细 杆 的 角速度 为 
co 一 pcospge， 一 psinbe， 十 2e: 


细 杆 的 转动 动能 , 即 细 杆 在 其 质心 平 动 参考 系 中 的 动能 为 


1 1 ] 1 :2 2 
六 + F120 十 351s = 2 MLC 十 psin20) 
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T 二 (M4 2m) (十 访 十 几 ) 十 2 。 Fm 
+ re + rpsin’g) + sr ML CO + sin’g) 
一方 (M 十 2m) (十 六 十 攻 ) 十 my 


十 (mr? 十 Sr ML (人 十 wsin20) 


系统 的 势能 为 
7 一 2 一 人 2 一 Ar 一 人 
也 一 人 一 了 一方 CM 十 20( 委 十 认 十 宇 ) 十 mm 


十 (mr? 十 7ML) (人 十 wsinzg) 一 Er 一 站 


由 于 | 时 | 一旦 一 0, 可 得 运动 微分 方程 或 其 运动 积分 为 


dz 2 7 23w， 
， ， Ci 
(M 十 2m)z= 常量 Ci， “M+ om 
C 
C3 


(M 十 2m)2= 常量 C;， 2 一 + om 
2 (mr? 十 2MD2)9sin28 二 常数 C， 


. C, 
一 一 一 一 一 
2 (mr’ 十 ML’)sin’0 

24 

mr — mr (CO 十 9 sin?0) 十 k(r 一 1)= 二 0 
(mr 十 2 ML’) 0 十 2mri 9— (mr? 十 2 ML’)P sinGcosO 一 0 
因为 于 二 0,V 二 0,T 二 Ts( 动 能 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 ) ,所 以 
T 十 V= 方 (M 十 2m)(2 十 六 十 如 ) 十 mm 六 
十 (mr? 十 MT2) (人 十 Vsinzg) 十 Er -02 一 常数 C。 

因为 之》 ， 均 为 常量 ,所 以 
mp 十 (mr? 十 2 ML) (人 十 p sin20) 一 常量 C。 


] 


24 


0 十 psin20 = 


“705。 


(1) 


(2) 
(3) 


(4) 
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将 式 (4) 代 入 式 (2) ,并 用 闻 一 拭 7 ,可 得 


1 Cse 一 mr 


mdi 一 pi dr 一 -一 kl(r 一 一 [dr 
M7” 十 aML 


可 以 找到 积分 因子 mr? 十 序 ML*, 作 上 式 积分 ， 
二, (mr* 十 yr dr 一 二 (Ce 一 mr Jdr? 
2 24 2 " 


=— kr — Dmr’ — 2 ML’)dr 


等 号 左边 是 wmr? 十 39ML?] 广 一 mcor? 的 全 微分 ,因原 则 上 可 从 上 式 得 到 * 与 r 的 函 


数 关 系 ,进而 积 出 r=—r(t). 

将 r= 二 r+) 代入 式 ), 积 分 可 得 9g 二 9g(2) ,再 将 7 一 ”GD) 和 和 9 一 2 代入 式 (4) ,可 积 出 0 
~0(t). 

关于 系统 的 运动 作 定 性 描述 ,可 以 确定 的 讲 ,质心 做 匀速 直线 运动 ,两 质点 沿 杆 相对 
于 中 点 CO 做 对 称 的 运动 ,系统 对 O 点 的 角 动 量 是 守恒 的 . 


/ 9. 3. 32 ”将 一 根 很 长 的 .可 忽略 质量 的 细 管 安 上 轴 ， 
p> y7” ”可 以 无 摩 探 地 绕 轴 在 水 平面 内 转动 ,一 根 长 为 /质量 为 M 
.AAA 的 细 杆 无 新近 地 在 管内 滑动 ( 见 图 9. 63), 写 出 系统 的 拉 格 
Dp ; 站 日 方程 ;开始 杆 的 中 心 位 于 转轴 , 细 管 以 角速度 wo 旋 
ai 转 , 证 明 杆 在 这 个 位 置 是 不 稳定 的 .将 它 稍微 扰动 一 下 , 描 
述 以 后 的 运动 , 问 经 过 很 长 时 间 之 后 , 杆 的 径 癌 速度 和 角 
图 9. 63 速度 各 为 多 少 ( 假 定 细 管 非常 长 , 杆 仍 在 管 中 )? 
解 ” 取 图 9. 63 中 的 xz 和 yp 为 广义 堂 标 ， 
T= MG + rz) + X MY = Mz 十 六 Mt + -MI2) 多 
V=0 
L=T—V= Mi iM + MY 
2 2 12 
拉 格 朗 日 方程 为 
一 x9 一 0 (1) 
M(xz? 十 1509 一 C( 常 量 ) (2) 


由 初始 条 件 :: 一 0 时 ,z 一 0 汪 一 0,9 一 0,9 一 wm, 定 出 C 一 三 Mizwo, 代 入 式 (2), 得 


oo 
所 以 9 12z2 十 22 


将 式 (3) 代 入 式 (1)， 


(3) 
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[twiéz 


12z 十 站 


小 一 


(4) 


用 宇 一 往 z 一 二 9 ,上 式 可 改写 为 


52 2lwrxdz lwodx’ 
《012z 十 [022 (12z2 + 


两 边 积分 ,用 初始 条 件 :z= 二 0 时 ,==0, 得 


7 (5) 
由 式 (1) 可 见 , 位 于 xz 关 0 处 , 原 静止 的 杆 , 因 了 关 0, 将 获得 之 ;xX 过 0 时 ,区 过 0, 则 之 过 
0. 反之 ,xz>0 时 ,zz>0, 则 工 >0. 都 将 同 远离 平 衡 位 置 的 方向 运动 .如 在 z= 王 0 处 ,给 于 一 
个 微小 的 速度 之 , 则 z 将 不 等 于 零 , 有 上 述 远 离 平衡 位 置 的 运动 ,说 明 z==0 是 一 个 不 稳定 
平衡 位 置 . 
在 x 二 0 | 可 用 式 (3)、(5) ,很 长 时 间 以 后 ,不 论 一 ce 还 是 


lwo wo 
-一 ,结论 都 是 经 过 很 长 时 间 , 杆 的 径 向 速度 趋 于 


2 
= [wt 


zr oo0p >0; 2| >- 


角速度 趋 于 0. 

9. 3. 33 一 质量 为 M 的 木 块 和 一 个 半径 为 a 的 无 质量 的 竖 直 的 圆周 轨道 刚性 相连 ， 
一 起 置 于 光滑 的 水 平 桌面 上 ,如 图 9. 64 所 示 ,一 个 质量 为 m 的 质点 沿 贺 周 轨 道 做 无 摩擦 
的 运动 


图 9. 64 


(1) 以 9 为 一 个 坐标 , 写 出 拉 格 朗 日 函数 ， 

(2) 找 出 运动 微分 方程 ; 

(3) 在 小 角度 极限 下 , 求 20(t)， 

解 在 质点 运动 的 竖 直 平面 内 ,洪水 平方 向 取 轴 ,向 左 为 zx 轴 正 辣 .以 圆周 轨道 的 
中 心 的 z 坐标 与 图 中 的 9 为 广义 坐标 ， 


(1) T = Mi 十 地 贡 [( 之 十 a 0 cos0)’ + (a 0 sing)’] 


= FM 十 mm) 十 Sm(a’ og 十 92a 0 cos0) 


V = mgacost 
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1 


了 = 了 一 了 = 了 


(AM 十 jj 去 十 Sm(ag 十 2ax 6 cos0) 十 mgacosg 


aL 


(2) 2 一 (CM 十 人) 之 十 ma DOcosb 


人 | a 一 (MM 十 m) 交 十 ma bcosb 一 ma b sinb 


aL 


到 二 


2 一 ma’: 0 十 ai 之 cos 


d 1 3L ， .， .， ， 
由 | | 一 ma’ld 十 marcosg — mazx 4 sing 
二 —— maz bsinbg 一 mgasing 
由 下 | 并 | 一 忠 一 0 得 运动 微分 方程 为 
(M+ mmabcos — mabdsing =0 
a0+ xXcos0 gsin0 = 0 
(3) 质点 在 6=0 附近 的 运动 ,9.0、9 均 为 小 量 ,cos0~~1 ,sin9~~0. 
运动 微分 方程 可 简化 为 
(Mm) 交 十 ma 0 二 0 
409 十 区 十 g9 二 0 


消去 ,可 得 
Ma - 
斩 填 太 G0- gg0=0 
其 解 为 0 = Acos (wt + a) 
其 中 A、a 由 初始 条 件 确 定 ， 
,= /M+ ma 
| Ma 


9. 3. 34 质量 为 M、 半 径 为 R 的 两 个 相同 的 均 质 图 琢 用 三 根 相 同 的 扭 杆 支 承 , 如 图 
9. 65 所 示 . 扭 杆 的 恢复 力矩 为 r= 一 &0(& 为 适用 于 此 ! 和 6 的 所 转 常 数 ), 圆 盘 可 围绕 扭 杆 
的 竖 直 轴 自 由 转动 ,0.1、9, 分 别 表 示 两 盘 偶 离 平衡 位 置 的 角 人 位移, 忽略 扭 杆 的 转动 惯量 . 初 
始 条 件 为 9.00)= 二 0,6,(0) 二 0,91(0) 二 0,0,(0)= 二 0( 常 量 ). 要 使 圆 盘 1 得 到 系统 的 全 部 动 
能 需要 多 长 时 间 ? 可 以 保留 隐 洱 数 形式 . 
解 设 了 为 每 个 圆 盘 绕 转 轴 的 转动 惯量 ,系统 的 拉 格 明日 函数 为 
世 一 二 7 六 二 六) 一 广 有 从 十 的 ) 一 广 有 b 一 87 


由 拉 格 明日 方程 得 


第 九 章 ”力学 的 拉 格 明日 表述 


70 十 2&0 一 有 0 一 0 
70 十 2&0 — k0, = 0 


图 9. 65 


式 (1) 十 式 (2) 和 式 (1) 一 式 (2) 得 
I(0, -0s; 十 有 (0 十 0) 一 0 
10 -- 0,) 十 3EC0 一 2) 一 0 
解 分 别 为 
0 十 0, =: Aain| J&, a 


‘1 


Ja 有 


初始 条 件 为 t= 二 0 时 ,9 十 8; 二 0,01 十 09; 二 ,01 一 90; 二 0,01 一 90s 二 一 个 , 定 出 


/了 
/7 
/7 . | 
0 十 已 一 上 Sn 全; 


0 — 68, =— 0 二 sin 下 | 


3k 

_1o /I.[|/z 了 了， | /3 | 

,VE 
6, 一 一 Fa| cos 


J 到 + 避 | 
| 十 cos Tt 


当 0: 一 0 时 , 圆 盘 1 的 动能 是 系统 的 全 部 动能 ,此 时 刻 :满足 的 关系 为 


/4 = eos 


GE — bb, = Bsin 


从 上 述 两 式 解 出 


COS 


* 709.* 


(1) 
(2) 
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其 中 1 一 六 MR2 


要 指出 的 是 系统 的 机 械 能 是 守恒 的 ,系统 的 动能 不 守恒 ,满足 上 述 关系 的 t 时 刻 , 圆 
要 1 具有 系统 的 全 部 动能 , 既 不 是 系统 的 最 大 动能 ,也 不 是 圆 盘 1 的 最 大 动能 . 

9.3.35 长 2 质量 M 的 均匀 细 杆 用 一 根 长 人 质量 不 计 不 可 伸 长 的 绳子 推 在 固定 
的 钉子 上 . 如 图 9. 66 所 示 . 在 杆 的 自由 端 加 一 水 平 的 恒 力 FF, 写 出 这 个 系统 的 拉 格 朗 日 函 
数 和 运动 微分 方程 ;t==0 时 ,系统 从 下 垂 位 置 的 静止 状态 开始 运动 , 求 在 非常 短 的 时 间 内 
(所 有 和 角度 都 很 小 ) 强 子 和 杆 与 竖 直 方向 的 夹 角 , 

解 ” 因 开始 时 绳子 和 杆 在 竖 直 位 置 处 丁 静 止 状态 ,F 是 水 平 的 ,系统 将 在 此 竖 直 平面 
内 运动 , 取 图 9. 67 的 zy 坐标 ,并 用 绳 、 杆 与 竖 直 线 的 夹 角 9.9 为 广义 坐标 , 杆 的 质心 的 坐 
标 为 (sin9 十 Lsing,lcos0 十 Leos9) ,质心 速度 为 Gcos9 十 工 pcosg, 一 ! 0sin0— Lesing) ;下 
的 作用 点 的 坐标 为 (Qsin6 十 2Lsing,lcos06 十 2Lceosq9) z 


了 一 广 M[CZ cosg + Locosp)’ 十 〈( 一 10sinb — L psing)’] 


1 1 2 
十 5 xX TM (2L) 9 
1 
2 
V=— Mg(icos0 十 Leos?) 一 下 (icosl 十 2Lceos?) 


了 一 人 一 YY 一 MI 0 十 SML’ PP 十 MIL Opcos(b 一 9) 


1M120 十 SML’ D + MiLO pecos(0 一 内 


十 Mg (lcos0 二 Leos9) 十 天 (sing 十 2Lsing) 
d 2 | 对- 
自卫 | go) a —0 得 运动 微分 方程 为 
MI6 + ML geos(0 — 9) + MLosin(0 — w) + Mgsinb — Feos0 = 0 
4 


3 ML 9+ MIbcos(0G— 9)— MI 0 sin(b 一 2) 十 Mgstinp 一 2Fcosp 一 0 


仅 考 虑 在 上 = 一 0 以 后 非常 短 的 时 间 内 的 运动 ,在 此 期 间 ,9、p.9、p、9 、9 均 为 一 级 小 
量 , 略 去 二 级 及 二 级 以 上 小 量 ,运动 微分 方程 可 简化 为 
MG-+MLo+ M0—F=0 
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人 MT 9 十 MI6- Msp— 2F = 0 
F 
显然 ， 0 一 9 一 1 为 非 齐 次 微分 方程 的 特 解 
下 面 求 齐 次 微分 方程 
MIG-+- MLo+ Mg0= 0 
人 ML 9 十 MiG + Mgp=0 
的 通 解 . 令 
0 一 Ue, P= ue 
代入 齐 次 微分 方程 得 
(一 /of gu CO— Lwu, 一 0 
| 一 0 ‘1) 
ui、uz 要 得 非 零 解 ,必须 系数 行列 式 等 于 零 ， 
— lo 十 g 一 Lo 
— J -和 Log 


of = 7 (3 + AL + Vo + 12L F167:) 
其 中 wi 取 “ 十 ”号 ,wz 取 “ 一 ”号 . 
将 of 代入 方程 组 式 (1), 解 得 

9 =1，w = 一 十 (2 一 氏 十 VE 十 12 克 十 1672) 
将 wi 代入 方程 组 式 (1), 解 得 

uf? = 1 = 一 地 (31 一 4L 一 M9 十 12L +1657) 
非 齐 次 微分 方程 的 通 解 可 与 为 

9= 4icos(ot 十 ma) + hacos(oz 十 oo) + 7 


9 二 一 Ai Rl 一 4 工 十 入 v9 十 12lL 十 16L?)cos(ot 十 on) 
4， C3 ~ 4L — V9 + 12L + 16Li)cos(wt 十 w) 十 < 
由 初始 条 件 :t 一 0 时 ,0 二 0,p=0,9 二 0,9 二 0 定 出 


al 一 ,二 0 
Al= (8L++ 3 VR 12L + 160)F/2Mg NV 9 12L + 16L° 


A, =— (8L + 3 MI I2L + 16L)F/2Mg MOR + 12L + 16L 
9. 3. 36 ”考虑 一 个 双星 系统 . 
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(1) 用 两 颗 星 的 第 卡 儿 坐 标 瑟 出 系统 的 拉 格 天 日 肖 数 ，; 
mi (2) 证 明 其 势能 是 坐标 的 (一 1) 次 齐 次 图 数 , 印 
TY Car ar ) = a V(r ,r;) 
其 中 a 是 任意 实数 ，; 
(3) 作 一 个 变换 , 它 保 持 由 拉 格 明日 函数 得 到 的 运动 微分 方 
程 不 变 , 由 此 找 出 联系 转动 周 斯 和 它 的 轨道 有 关 尺 寸 的 开 普 勒 第 
三 定律 ， 
图 9. 68 解 (1) 设 两 星 的 质量 分 别 为 ma mm 在 静止 的 和 昔 卡 儿 坐 标 
中 的 位 矢 分 别 为 m1 =X yj Tk ,re rit yo zok, 


1 


{= ”3 


,2 ,2 ,2 ] ,2 ,2 ,2 
mi《 十 加 十 之 1) 十 2 m2 (Xs 十 2 十 之 >) 


vo Rm 
[ (zs TD) 十 (yz 一 人 十 (zs 一 z1) 1 

1 ,2 ,2 ,2 1 ,2 ,2 ,2 
了 一 7 一 一 11 十 yi 十 之 1) 十 2 mal, 十 yz 十 之) 


(Cr772]1772， 


下 二 二 人 二) 


mm 
(0) fm) Lars — en) F Cays — ay1)? + Cae — azr) sl 
上 Cmim, 


本 a 本 | x， -一 T1)” 十 (Yy2 y1) 十 (之 -一 z1)2 1 
一 二 Tryr3) 
(3) 取 双 星系 统 的 质心 平 动 参考 系 ,m sr 分 别 表 示 两 星 对 质心 的 位 天 ， 
由 质心 的 定义 ， 
nr 十 no» 一 0 


设 | 星 对 m2 星 的 位 舌 为 r, 则 | 


rr 二 rr,)=r+r; 

站 一 pr 一 一 ! 一 

1 一 2 一 
zl 十 2 ml 十 m2 


] , 1 , 
I= om 十 m2liz| 


_1 | lm 
和 Lm | 六 | 十 2 “: mi 十 mm， | 
| mm, LE 
2 17 十 711; 
y= Gmim, 
r 
7 一 人 了 一 _ 了 mm | 产 |2 十 Ca 


2 mi 二 m， a 
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Wt» 


11 十 Sm li | 十 
作 一 个 变换 ,新 的 拉 格 天 日 函数 与 原 拉 格 期 日 函数 仅 差 一 个 贡 数 因子 , 写 出 的 运动 微 
分 方程 不 受 影响 . 新 的 拉 格 明日 范 数 为 


L = Smlr + 


Gmi(m]i 十 2 | 


rr 


Gmimi + mm,) 
得 到 的 运动 微分 方程 相当 于 一 个 质量 为 mi 的 星 在 质量 为 (mi 十 m2) 的 不 动 的 星 的 引力 作 
用 下 的 运动 . 由 开 普 勒 第 三 定律 ,双星 的 转动 周期 工 与 其 椭圆 轨道 的 长 半 轴 a 有 下 列 
关系 ， 
的 4 区 
a’ Cr (m1 十 7I22 ) 
9. 3.37 质量 为 M\ 长 为 /的 两 均 质 细 杆 由 光滑 的 贸 链 和 一 根 线 连接 起 来 , 置 于 光滑 
的 地 面 上 ,处 于 静止 状态 , 杆 与 水 平地 面 的 夹 角 为 30" ,如 图 9. 69 所 示 . 匀 链 的 质量 可 以 不 
计 ,t 二 0 时 , 线 被 切断 . 求 . 
(1) 贸 链 击 中 地 面 时 的 速度 ; 
(2) 铵 链 击 中 地 面 时 的 时 间 ( 写 出 积分 式 子 即 可 ,不 必 求 积 )， 
解 (1) 由 对 称 考 虑 , 饮 链 必 坚 直下 落 ,考虑 一 根 杆 为 系统 , 取 图 9. 70 中 的 z、y 坐 
标 . 杆 的 质心 的 xz、y 坐标 为 


Ze 一 了 cosg， yc 一 与 sinb 


2 


一 C(xc, 4) 


图 9. 69 图 9. 70 


取 6 海 广义 坐标 ， 
1 ,2 ,2 1] 1 2 1 712 


V = mepeyc = mglsing 


L=T—V= np — mglsin 


oF _ Ly 1 一 
因 为 于 一 0， 3 了 一 前 量 
1 po 1 ， 1 
lL gl 0 十 2 M8lsind 1 m8l 


0 一 一 38 | 二 一 sing| 
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贸 链 的 y 坐标 为 
y = sing 


y= 10cos0 
击 中 地 面 时 ,2=0, 铵 链 的 速度 为 
v = Yj= (0co0s0) | 0 


3g[ 1 ino:] cosovy —— [3 ，， 
l 1 \2 sin0” | cos0° 2 Lj 
do_ 38| 1 , | 
(2) 下 一 7 | 7 sing 
di -一 db 


/3& oi 
2] (1 2si1n0) 
ft 二 0 时 ,90 二 30°, 击 中 地 面 时 ,6 二 0°， 


:一 一 | dg | 一 
MV]— 2sing 


NN3g 
" Ye — 2sinO) ?°° 


9. 3. 38 ”球面 摆 由 质量 为 m 的 质点 ,用 一 根 长 为 ! 的 不 可 伸 长 的 轻 绳 悬挂 在 一 个 固 
定点 构成 ,该 质点 被 限制 在 球面 上 运动 . 

(1) 若 使 绳 与 铝 直 方向 的 夹 角 0 不 变 , 质 点 做 此 圆周 运动 的 角速度 多 大 ? 

(2) 在 (1) 问 所 述 的 圆 轨 道上 的 质点 受 一 垂直 于 其 速度 的 冲 量 ,结果 在 其 轨道 达 最 局 
点 时 绳 与 铅 直 方向 成 角 , 写 出 当 质 点 在 最 低 点 时 强 与 铅 直 方 同 的 夹 角 9, 所 满足 的 方程 
(不 必 解 ); 

(3) 就 在 9 附近 振动 的 振幅 很 小 的 情况 , 求 振动 的 角 频 率 . 

解 (1) 设 此 圆周 运动 的 角速度 为 o, 取 绕 坚 直 轴 以 w 的 角速度 转动 的 参考 系 , 则 质 
点 在 9 二 0 处 ,处 于 平衡 状态 ,用 虚 功 原理 ， 


六 一 一 Mglcosl 一 mal2a2sinz8 
aV 
在 0~=— Wo 处 ， 态 二 0，, 邑 
Mgtsing0 一 mliw’sinbocosto = 0 
SEE 
“Aicos6 
(2) 取 静 参考 系 , 用 球 坐 标 09.9 为 广义 坐标 


了 一 了 一 站 一 pA 十 9 sin20) 十 mgicosd 


因为 -0 


2 nl psin’d = ml? |/ 一生 sin20， (1) 
ap Zcosl 


第 九 章 ” 力学 的 拉 格 妇 日 表述 


这 里 考虑 到 冲 量 不 影响 在 此 位 置 (9 二 0,) 的 pg(9 为 (1) 问 中 解 出 的 w). 
因为 中 一 0, 且 人 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 ， 


人 十 一 ml 十 wzsin2g) — mglcosb 一 ml sin2g — mglcosO, 


质点 达 最 高 点 和 最 低 点 时 用 式 (1) ,在 最 低 点 时 用 式 (2) ,考虑 到 9, 二 0， 


mn2g — /_& ,2? 
psind = | cosg.s™ to 
on2g /8 :2 
psin’t, = , Teosg sn to 


oY gsin?0, — gcos0, = 2 (Psin’l 一 gCcOs0) 


从 上 述 三 式 ,消去 gi、9i, 可 得 9, 满足 的 方程 为 
sin40O | 1 ] 


cosb sin20， sin20， 


一 2(cosb0 一 cos0') 


(3) 也 一 ml (8 十 p sin20) 十 glcosO 


diaLi 2 红 / 
由 和 | 劳 | 一 名 一 0 得 
106 一 1psingcosb 十 gsin = 0 
aL 2 DLL 
由 35 王 0, 得 一 常量 ， 
na /_& ,2 
PSIN'0 = , | cosg.s™ to 
用 上 式 消去 前 式 中 的 ,得 


» _E£& sin’0O, Ed 
lcos0O, sin’6 Cos 十 l Sin = 0 


把 sing 和 cos9 在 9, 作 泰 勒 展开 ,只 保留 一 级 小 量 , 令 A0=60 一 0， 
sinO2s singu 十 cosO, » A 
cosO2 cost, 一 sinboAd 
sin™ :02 (sing 十 cosOA0) 一 
— sin 30,(1 十 ctgO.A0) 2 sin 00 一 3ctgOo) 
代入 式 (1) ,注意 


d*(Ag0) 
dz 


.. 4d? 
t = ri 十 A9) 一 


d* (A0) g(l] 十 3cos’*0,) 
dr lcosOo 


质点 在 9=0。 附近 关于 6 的 小 振幅 振动 的 角 频 率 为 


Al 一 0 


"715. 


(2) 


(1) 
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18(01L 十 3cos bo) 
Le} -一 EE 
LCcOsSO, 


9. 3. 39 一 弹 赞 皖 由 质量 为 m 的 质点 经 原 长 为 !、 劲 度 系数 为 大 的 无 质量 弹 短 系 于 
固定 点 组 成 ,如 图 9. 71 所 示 . 假定 系统 限制 在 一 个 竖 直 平面 内 运动 ,导出 运动 微分 方程 ， 
并 在 对 平衡 位 置 的 角 位 移 和 径 回 位 移 都 很 小 的 近似 下 解 运 动 微分 


方程 . 
| 9 k 解 7 = pi 十 r2p) 
V 一 kr — 1)*— mgercosg 
图 9.71 L=T—V= Fm + ry) 一 hr — 1)’ 十 mgrcosy 
d 9L aL ZH 一 
由 外 加 | 一 于 二 0 得 运动 微分 方程 


mr 一 mr 9 十 k(r il) — mgcosp= 0 
r 0 十 27 9+ gsinp 一 0 
在 平衡 位 置 ,7 二 0, 7 二 0,g 一 0, o 二 0. 设 平衡 位 置 rros =， 
kl(ro — (1) — mgcosg = 0 


gsinm 一 0 
得 R=0，ro 一 1 十 
在 对 平衡 位 置 的 角 位 黎 和 径 同 位 移 都 很 小 时 , 令 ”= 一 ro 运动 微分 方程 可 简化 为 
mr' 二 kr = 1 
rn 9 十 S2 一 0 


/ria 
m 


解 为 “4ea| \/ 写 十 dj 或 ,= 十 又 + Aheo 


VS 


其 中 mm 一 上 十 作 ,4.B、a、p 为 积分 常数 ,由 初始 条 件 定 . 


9. 3. 40 ”粒子 受到 力 心 的 引力 作用 , 力 的 大 小 反比 于 它 到 力 心 的 距离 的 三 次 方 ,导出 
运动 微分 方程 ,并 解 方程 求 轨道 ,讨论 轨道 的 性 质 是 如 何 依赖 于 系统 的 参数 的 . 


9 一 Bcos 


k 
解 =— er 
__k 
V(r) 四 9y2 
L=T_ Vo lm +riy)+ 
2 2 六 
di 2 ~, ， 
由 是 | 条 | 一 中 一 。 得 运动 微分 方程 为 
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*。 /11 7。 
，， “2 k 
mr ~ mrp 二 0 (1) 
mr? 9 一 0( 常 量 ) 
消去 9, 可 得 
人 1 一 有 7 
MY = 一 一 了 一 
mr 
令 x= 二 , 则 
x -? 
OO 2 ， 
P= rr =u 
dl 1du, bd 
di\wu u’ dp m do 
2 dd 
mm dg F m: dg 


将 基 代 入 式 (1) ,得 


mp me 
du 6b:— km 
dz 十 pz 2 二 0 
在 天 这 At 
wu 一 十 cos| + VE — km(g— Wm) | 
0 
i /pi 
7 一 rosec| 7 六 一 RD 一 由) 
契 玉 一 Rom， W 一 jcosh| Vim — Fp — W)| 


rr 一 rosech | 二 VkEm— ob (op— A) | 


两 个 轨 违 方程 中 的 (xo、w) 痢 表示 轨道 上 的 一 点 . 
9. 3. 41 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 有 心力 
Fr) 一 一身 全 (k > 0) 
作用 下 做 平面 运动 . 
(1) 写 出 系统 的 拉 格 天 日 函数 ，; 
(2) 导出 运动 微分 方程 ,并 证 明 轨 道 角 动量 J 是 一 个 运动 常数 ， 
(3) 耕 . 瑚 > 一 mp , 求 轨 道 方 程 . 


kk 
解 ” (1) Flr) = 十 六 
VD) = 一 | Fo)dr = | Flr)dr =— + 
kh k 
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da aL  ，  . 

(2) 由 全 | | a0.—0 得 运动 微分 方程 为 

< 一 乞 一 0 (1) 
r 六 


MD 十 27r0D) 一 0 (2) 
式 (2) 也 可 写成 


mr 一 ar gp 十 


式 (1) 可 改写 为 


(3) 
因 J? 守 一 mk ,1+ >0. 式 (3) 的 解 为 


“— rp + Acos /1+ p+e 
可 选择 适当 的 基 轴 ,使 =0, 轨 道 方程 为 

mpEk’ 
V1 二 hy 


k! 
\/ 1 十 mk 
9. 3. 42 一 个 质量 为 m 的 珠子 在 一 个 半径 为 a 的 旋转 圆 环 


上 无 摩擦 地 滑动 , 圆 环绕 通过 竖 直 的 直径 作 恒 定 角 速度 w 的 转 
动 , 如 图 9.72 所 示 : 


(1) 写 出 系统 的 拉 格 天 日 洱 数 ,并 找 出 所 有 的 运动 积分 ; 


(2) 确定 <ws 和 w>wn| 由 一 A/ & | 时 珠子 的 平衡 位 置 
(3) 这 些 平衡 位 置 ,哪些 是 稳定 的 ?哪些 是 不 稳定 的 
C4) 计算 围绕 稳定 平衡 点 的 小 振幅 振动 的 角 频 率 . 


解 (1) 选用 圆 环 参考 系 , 主 动力 队 重 力 外 ,还 有 惯性 离 轴 
力 .在 这 里 , 科 里 奥 利 力 不 做 虚 功 , 作 约 束 力 处 理 . 
SW =— mesing * a69 十 mw’asingcos9g ， ad9 
~ m(w’a’singcos? 一 gasinp)60 


mk 
“mk 十 Acos 


] 


mk 
J met Aeos 


图 9. 72 
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所 以 
Q= Mow2a sinpeosp 一 gasing) 
一 一 |eay 一 一 |m (wa’sing cosp 一 gasing)dy 
1 ,2.2 
=— smuwa sin yp— mgacosy 
一 Fma’ 9 
_ 1 2 1 ,22.2 
7 一 7 一 YY 一 2 Ma 9 十 2 TW 4 Sin PP 十 meacosg 
因为 55 一 0, 9 一 工 二 常量 , 即 
99 
ma 9 一 方 motatsinzg — mgacos9p 一 常量 
这 个 运动 积分 是 能 量 积分 . 


m(wua sing esP— gasing) = 0 


sinplia’acosp— g) = 0 


当 sa/E 时 ， > l ,avicos7 一 g 产 0, 平 衡 位 置 处 ， 
sitiw =— 0 
当 > /如 时 ,< ,平衡 位 置 处 ， 
sinp 一 0 或 macosp 一 85 一 0 
0 一 0,7 和 arccos 8 为 平衡 位 置 ， 
(3) 由 平衡 位 置 处 或 一 人 e 的 正 负 号 判断 平衡 位 置 处 平衡 的 稳定 性 ,大 于 零 时 是 


稳定 平衡 位 置 ,小 于 零 则 为 不 稳定 平衡 位 置 ， 


9 一 一 和 一 一 Mtora (cos 92 一 Sin2P) 一 gacosg] 
o<A/ 分 时 ， 
和 =- nee — ga)>0 
9 mwa + ga) <<0 


故 p= 二 0 为 稳定 平衡 位 置 ,p= 为 不 稳定 平衡 位 置 . 


、/ 吾 打 
w> 时， 


。720 。 力学 (下 册 ) 


dV 
dg 


<-。 | <。 
。_。 dp | ~ 
dV 
dg 


P=arc cos -全 
wa 


故 9 一 0 和 区 均 为 不 稳定 平衡 位 置 ,g 一 arccos| 各 -| 为 稳定 平衡 位 置 
d [al 红 1 
(4) 由 量 | 党] 一 绢 一 0 或 由 能 量 积 分 对 求 导 均 可 得 


a 9 一 awsingcosp 十 gsing 一 0 


当 w<A/ 挟 时 ,9 一 0 为 稳定 平衡 位 置 , 在 此 点 附近 做 小 振动 
sinP2 9, cos 人 1 


za0D 十 (Cr 一 aow2)0p 一 0 
小 振动 的 角 频 率 为 


当 wa 全 时 , DO 一 arCCOS -| 为 稳定 平衡 位 置 ， 

在 平衡 位 置 处 ,将 sinP,.cosp 作 泰勒 展开 ， 
sinp SN sing 十 cos ap 
COS9P A coOs 一 SIQAD 


其 中 
名 一 arccos| -2 ,Ap 一 9 一 多 
运动 微分 方程 可 近似 为 
a AP 十 | gcosh 一 csm 2c0s’p 一 D jsy 一 0 
小 振动 的 角 频 率 为 


人 一 人/o 一 € 
9. 3. 43 ”质量 为 mi 和 wm; 的 两 质点 被 一 长 ! 并 穿 过 一 光滑 水 平面 上 的 光滑 小 和 孔 的 不 
可 伸 长 的 轻 强 连接 ,mi 在 水 平面 上 运动 ,m; 在 铅 垂 线 上 运动 . 
(1) 要 使 m; 在 平面 下 4 处 保持 不 动 ,必须 给 mi 以 什么 样 的 初速 度 ， 
(2) 如 果 ms 在 铅 直方 向 稍微 偏离 上 述 平衡 位 置 ,将 产生 小 振动 ,用 拉 格 天 日 方程 求 
振动 周期 . 
解 〈1) 必 须 使 mi 获得 一 个 垂下 于 绳 的 初速 度 vo, 使 做 此 飞速 率 的 半径 为 1 一 4 的 图 
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周 运动 所 需 的 问心 力 等 于 作用 于 ms 的 重力 ， 


mivo mm 
1 一 “2 


J = Ee ad) 
(2) 选 mx 对 小 孔 ( 作 为 坐标 系 原 点 ) 的 极 坐 标 >、. 2 为 广义 坐标 ， 


L 一 pA 十 D ) 十 pi 十 mg ll -一 rr) 


所 以 


d {9L\_ aL_ 
由 于 | 时 yy 一 0 得 
(11 mF Oo mr po 二 mg 二 0 (1) 
dp 
mr p=— ml 一 ad)v, = mi (1 一 qd) (2) 
1 
将 式 (2) 代 入 式 (1)， 
NN3 
(mi 十 m2)7 0 十 mg 二 0 (3) 
平衡 位 置 
一 0 一 { -一 dad 
今 


这 一 广 一 7 一 7 一 (一直 ) 


ms 在 平衡 位 置 附近 做 小 振动 ,mi 在 > 一 mr 附近 的 径 向 运动 也 做 小 振动 ， 


(! 一 gd) 站 /一 Cd | xX 11” ， 3z 
| 7 | =- [7 与 和 = [1+723 ~1 14a 
用 此 近似 , 式 (3) 近 似 为 
CE 
小 振动 的 角 频 率 w 和 周期 工分 别 为 


wy 二 | 3Mm28 
2x /tm qd) 
WwW 3Mm2g 


9. 3. 44 ”一 个 质量 为 M、 半 和 色 为 R 的 均 质 圆 球 沿 一 质量 为 m、 倾 角 为 a 的 三 角 块 问 
下 做 纯 滚 动 ,三 角 块 在 光滑 的 水 平面 上 自由 运动 ,如 图 9.73 所 示 . 

(1) 求 系统 的 拉 格 朗 日 函数 , 写 出 拉 格 明日 方程 ， 

(2) 设 开始 系统 处 于 静止 , 球 心 在 水 平面 上 五 处 , 求 系统 的 运动 . 

解 (1) 取 图 9.74 所 示 的 坐标 ,用 z 表示 三 角 块 的 坐标 ,9 表示 球 的 转角 ,考虑 到 球 


图 9. 73 


图 9. 74 


在 三 角 块 上 做 纯 滚 动 , 球 心 的 z、.y 坐标 为 
[Zz 十 (0 二 RO)cosa, H — Rosina | 
其 中 总 是 2=0 时 , 球 心 的 4 坐标 ,2=0 时 , 球 心 的 y 坐标 为 五. 
球 心 的 速度 用 zx、y 分 量 表示 为 
(之 十 RO cosa, 一 RO sina) 


系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L=T—V= 二 mm 十 二 M[( 十 Rb cosa)’ + (— ROsina)’] 
十 x EMR'Y 一 Mg(H 一 ROsina) 
Fm + Mz + HMRY + MRi dcosa 一 Mg(H — Rosina) 
dl 2 
(Cm 十 MYE + MR bcosa= 0 
7 


ot 6 十 cosa 一 gsina 二 0 


(2) 从 上 述 两 个 运动 微分 方程 可 解 出 


二 5(m 十 M)gsina 
~ [7Gn 十 AM) — 5Mecos’a |R 


用 初始 条 件 :: 二 0 时 ,9=0,0==0, 积 分 得 


0 一 5(Cm + M)gsina 1 
2[7G 十 AM) — 5Mcos’a |R 
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(m 十 MI)z + MROIcosa = 0 


所 以 
二 44Acosan _ SMpsinacosa ,2 
mM 2[7(m + M) 一 5Mcos a 


9.3.45 ”质量 为 wm 的 质点 被 约束 在 一 半径 为 .质量 为 M 的 均 质 圆 环 内 表面 无 摩 近 
运动 , 环 在 竖 直 的 zy 平面 内 沿 水 平 的 z 轴 做 纯 滚动 ,如 图 ， | 


9.75 所 示 .t= 二 0 时 , 环 是 静止 的 ,质点 在 环 的 顶部 ,具有 沿 
Zz 轴 方 向 的 速度 vo, 求 当 质 点 运动 到 环 的 底部 时 相对 于 固 


定 的 工 轴 的 速度 v, 并 给 出 当 副 0 及 学 0 时 的 结果 


解 圆 环 的 质心 坐标 为 (zy,r) ,质点 的 坐标 为 (z 十 
rsingsr 十 rcos6) ,质点 的 速度 为 | 
(zz 十 > g cosg， 一 8 sin0) 图 9. 75 
系统 的 动能 为 


T= mm 十 六 订 十 27 并 0 cos0) 十 Mi 十 FMr’ 二 


1 
2 
1 


2 (7 十 2 之 十 六 ma 十 ?927 廊 cos 


系统 的 势能 为 
V = mgl(r 十 7cosO) 
系统 的 拉 格 明日 函数 为 


了 一 7 一 YY 一 pO 十 2MD2 十 mr 0 十 mr 0 cos0 一 mger(l1 十 cosgd) 


(mm 十 2A1) 之 十 mr 0 cosb 一 mvo (1) 
这 当 用 了 初始 条 件 ;t= 二 0 时 ， Z 芝 一 0， 0 二 0，r 0 一 zm 
丙 为 此 ==0,T 是 之 .0 的 二 次 齐 次 函数 ， 


5 一 L=T 了 十 V 一 常量 


1 a 
Lm 十 MD 下 十 m7’ 十 mr 之 bcosb 十 mger(l 十 cosb) = mo 十 2mgr (2) 
质点 到 达 圆 环 底部 时 ,0 一 x, 代 入 式 (1)、(2) 两 式 ,得 到 此 时 二 .2 满足 的 方程 : 
(201 十 2) 工 一 mr 0 = myo (3) 
Cm 二 2M) 十 mr 一 mb 一 mo 十 omgr (4) 


用 式 (3) 消 去 式 (4) 中 的 +r 0, 得 
Mm + 2M — 2mMvoi— 2m’pgr = 0 


。724 。 力学 (下 上 册 ) 


mMvo+tm VMivs dt 2M(m 十 2Af)gr 
| MoOm 十 2M) 


风 为 从 6 0 到 2=r, 质 点 对 圆 环 的 作用 力 的 分 量 始终 大 于 零 ， 故 到 达 底部 时 , 必 有 > 


mMvo dt mM Mv 2MCOm + 2M)gr 
M(m 十 2M) 


r 0 一 二 (7 十 2 好) 之 一 vo 
到 达 底 部 时 ,质点 相对 于 xz 轴 的 速度 为 
一 过 一 六 0 一 之 一 | 二 Cr 十 247) 之 一 vo | 


2M . 1] 
一 加 一 一 ri — 2~V Mv 二 + 2M(m 十 2MD gr 
当 1r 一 0 时 ， 7 一 一 人 /II 十 4gr 
当 妈 0 时， V 一 > vo 
m 


9. 3.46 一 质点 在 光滑 的 旋转 抛物 面 二 az 内 侧 滑动 ,证 明 受 到 的 约束 力 的 大 小 为 
常量 .| 1 十 知 和 


说 明 约 东 力 的 方 问 . 
证 明 取 柱 坐标 r、p.z, 如 图 9.76 所 示 ， 
L=T—V= Fm +riy + ) 一 mp 
(假设 质点 的 质量 为 m). 
约束 方程 为 
flr,p,2) =r az=0 (1) 
用 带 有 未 定 乘 子 的 拉 格 于 日 方程 
di2Li 此 af 
| 好 | 一 dr = “和 
这 里 Q; 二 0, 可 得 
mF — rp) = 2 (2) 


r2 0 一 c( 常 量 ) (3) 
mz 一 一 Mg 一 Ma (4) 


由 式 (1)， z = = rr 一 全 十 全 六 

由 式 (4)、(2)、 上 式 和 式 (3)， 
Zr, | 2 ,2 _ 2 "2 2m .2 
+g mr 9 十 247) 十 td 十 mg 


一 CQ4 一 72 十 g) 一 7 


1 一 + (5) 
人 a” 


2 
1 十 纪 
a 
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由 机 械 能 守恒 ,并 用 式 (1)、(3)， 


1 网: 2 
~m(r 十 乞 十 红 产 ) 十 mg 天 一 五 
rr (二 人 


2 
2 和 ~ C 
,mea 
站 (6) 
la 
将 式 (6) 代 入 式 (5) 得 
2 
-1+ 和 仁 )4= | 宅 十 给 十 到 (7) 
a Ar a m a 2 
I or 


约束 力 F=2Are, 一 aAk 
IF|= WCG2jr) 十 (一 ah)2 = A(Ca2 十 472)102 
2 
= 常量 .|1 十 等 
注意 :4 二 0( 可 从 式 (7) 作 此 结论 ). 


约束 力 F 与 竖 直 向 上 方向 的 夹 角 的 正切 为 
—F, 一 24 2r dz 


tane = 下 aa 


和 是 rz 平面 内 抛物 线 2 一.r? 的 切线 的 斜率 . 可 见 ,约束 力 沿 旋转 抛物 面 的 法 线 方向 , 指 
向 抛物 面 的 旋转 对 称 轴 . 

9. 3. 47 ”一 个 肥皂 泡 的 半径 > 按 >=at 十 6( 其 中 a、2 为 常量 ) 的 规律 随时 间 变 化 ,一 
个 质量 为 m 的 质点 保持 在 表面 上 运动 .1=0 时 ,给 质点 一 个 沿 切 向 的 速度 ,不 考虑 重力 
的 作用 , 求 质点 的 运动 规律 及 表面 对 质点 的 作用 力 ( 限 用 带 未 定 乘 子 的 拉 格 朗 日 方程 )， 


解 ” 取 球 坐 标 , 且 使 质点 在 上 一 0 时 位 于 0 一 了 ,Oo 一 0 一 六 


一 372 


Ar’ 
(a? 十 4) 一 和 常量， 1 十 


了 一 了 一 pA 十 产 : py 十 rsin6 9 ) 


2 aL _ 六 i 2 
ym 方 = MO + mrgsin’0 

, aL ,， ， 
Lb, | = mr + am 
a0 di\ 30 


= mr psingcosb， 一 0 


约束 方程 : 
”~ 一 Ci 十 D，7 一 aa，0r 一 0 
带 未 定 乘 子 的 拉 格 期 日 方程 为 


m7 — mro — mr 2 sin20 一 人 (1) 


。726 。 力学 (下 上 册 ) 


mr? 0 十 2mr? 0— mar2op singcosb 一 0 (2) 
2 2 2 2 。 卫 
mr sn’ = mb’sin 2 “6 
有 rr psin20 一 bv (3) 
假设 任何 时 刻 0 一 了 (一 0 时 ,b 一 人) ,代入 式 (2) 
r20 十 2 六 0 一 0 
d 2 A 
eT 0) 一 0 
r?0= 常量 一 .0 二 0 
这 里 用 了 :一 0 时 ,> 一 5,2 一 0， 
6= 0 
可 见 在 任何 时 刻 确 有 6 一 了, 且 0 一 0,6 一 0 
rr 0 一 bv (4) 
? ww ew 
[Kw 加 | 0 Jo (Cat 十 py: 
| bv 二 | 1 _ 之 | 
了 一 CC p)|， 4a a(at +- 5) a 7 


质点 的 运动 规律 总 结 如 下 : 


NA T) 
2 了 a 


将 式 (4) 代 入 式 (1; ,注意 一 0,0 一 六 ,0 一 0, 即 得 约束 力 


好 | ?mb2v’ 
2 


负 值 说 明 约 束 力 为 拉力 . 

9. 3.48 ”一 个 质量 为 m 的 质点 被 约束 沿 一 弯 成 半径 为 a 的 水 平 圆 形 金属 丝 上 运 
动 ,摩擦 因数 为 kw, 开始 速率 为 mo, 看 不 计 重 力 的 作用 , 求 质点 的 角 位 置 导 时 间 的 关系 ,以 
及 金属 丝 对 质点 的 作用 力 ， 


解 L=T= Fm + r:¥) 
r 二 0a， 6r 一 0 
加 of of 
或 f=r—a=0, yy 一 ]， 和 一 
df 2 9f 入 NN 
人 | 2 ,tA4 dg; 区 已 .一 0， 
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mi — mrp=A (1) 
mr 0 2mr? 9=— plAlr (2) 
r=a (3) 
其 中 Qo 二 一 14lr 来 自 摩擦 力 . 
由 式 (3)、 式 (1)、(2) 简 化 为 
一 ma 9 一 从 


ma 8 一 一 plA| = pA 
(由 前 式 可 见 ,A 过 0) 
消去 4 得 
9 一 一 Ag9 


用 多 一 29, 可 将 上 式 积分 ,并 用 初始 条 件 :二 0 时 ,9 一 0,9 一 匀 ， 
-| far 
2 9 


—Ingt lnm = py 


金属 丝 对 质点 的 作用 力 为 
有 一 Le: 十 三 peo 


Fh ma 一 三 十 Ag 
r= KIA| = JE， 
9. 3. 49 一 根 光滑 的 金属 丝 论 成 一 螺旋 线 , 其 方程 为 z==ag,p 二 5,a、 为 销量 ,op 
为 柱 坐 标 , 原 点 为 引力 中 心 ， 引力 大 小 与 距离 成 正比 ， 比 例 系数 为 k, 有 一 质量 为 m 的 珠 
子 在 金属 丝 上 做 无 摩擦 滑动 . 求 金属 丝 对 珠子 的 作用 力 的 p、p、z 分 量 ( 不 考虑 重力 的 作 
用 ). 


解 = mp 二 Py 十 之 》 


P=6b, p=0 
zx 一 CD， 6z— adp=0 
r 一 pep 十 zk 
Q, =— ke, QQ,=— kz 
带 未 定 乘 子 的 拉 格 朗 日 方程 为 


mi(O 一 2) 一 一 AD 十 4 
jz2(02D 十 200 四 一 一 QU 
mz 一 一 ARz 十 克 
一/ 

z 一 QO 


用 式 (4)、(5), 式 (1)、《2) 可 简化 为 


ms 一 一 RD 十 从 
a 
p? 
m= ak 
由 式 (3)、(7) 消 去 w, 可 得 
2 
m 1 十 之 之 十 &z 一 0 
a 


zzZ 二 Acos(wt 十 4) 


其 中 wa me rd 由 初始 条 件 确 定 ， 


F, = p= mz kz 
将 式 (8) 代 入 , 即 可 得 F,、Fo、F; 与 t 的 关系 ， 


(1) 


(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


9. 3. 50 ”一 个 质量 为 m 的 质点 在 一 个 光滑 的 抛物 面 [ 其 方程 为 x 十 y = 二 a(a 一 z), 其 
中 a 是 常量 ,z 轴 竖 直 向 上 ] 的 顶端 从 静止 开始 下 滑 , 选 柱 坐 标 pc.p,.z 为 广义 坐标 , 写 出 含 


未 定 乘 子 的 拉 格 半日 方程 ,并 求 出 约束 力 , 在 何 处 质点 离开 抛物 面 ? 


解 了 一 Fm(p 十 0 p 十 之 ) 一 mpz 
f=P0—a(a—z)=0 
of _ of _ of 
3o 一 20， 入 二 0 3 — 
EEA | 
由 此 | 如 | 一丝 一 Q, 十 4 并, 合 未 定 乘 子 的 拉 格 朗 日 方程 为 


m(p— pp) = 2 
d . 
7 mp 2) 一 0 
mz 二 一 mg 十 aA 
0 = ala — z) 
积分 式 (2) ,用 初始 条 件 ;t 一 0 时 ,p 二 0, 得 
9 一 0 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 
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式 (1) 简 化 为 
mp 一 240 《5 ) 
_ ly ,2. 
由 式 (4) 一 4 一 了 TO， 之 一 一 一 
20. 加 2 
之 0 一 0 (6) 
用 式 (6), 式 (3) 可 改写 为 
,。 FF .2 
22p 十 人 一 Mg 一 一 44 (7) 


式 (5)、(7) 消 去 4, 可 得 
+ D .2 
[2p + p+ 2p gp=0 
了 2 i .2 2 .2 加 
| 2 ar? +t olde + oP dP gpde=0 
d| 二 2 
2Va ' 2 
用 初始 条 件 ;t 二 0 时 ,p= 二 0,p 二 0; 可 得 


2 ， .2 
二 十 cab = go 


:a 


2 工 :|= 
P 2 SO 0 


— 
/4 十 @2 


Da AAA Dap 


(8) 


对 上 式 求 导 , 可 得 
pa 
(40° 十 CQ 


。. oma” 
Fo = 2 = mb = cp Far 


0 一 


ma 
下 一 an 一 4 一 一 


20 (4P: 十 a》 
质点 对 抛物 面 的 正 压 力 入 是 约束 力 的 反作用 力 ， 


ma” 
= VFI+F+h = padm> 0 


不 会 出 现 N=0 处 , 故 质 点 不 会 离开 抛物 面 . 对 式 (8) 积 分 可 得 p= 二 p(t), 因 而 也 可 得 下。、 
Ff, 与 上 的 关系 . 

9. 3. 51 一 个 质量 为 m、 半 人 径 为 a 的 均 质 圆柱 体 4 在 一 个 固定 的 .半径 为 2 的 圆柱 体 
B 的 项 部 处 于 静止 的 状态 ,两 全 柱 体 的 轴 平 行 且 水 平 ,让 圆柱 体 4 稍 偏离 其 平衡 位 置 做 
无 滑动 滚动 下 圆柱 体 B. 用 带 未 定 乘 子 的 拉 格 朗 日 方程 求 约束 力 ,并 找 出 两 圆柱 体 分 离 的 
位 置 . 

解 ” 取 极 坐 标 .2 表示 圆柱 4 的 轴线 位 置 ,原点 在 固定 圆柱 B 的 轴线 上 ,图 9.77 中 
2 表示 圆柱 4 的 转角 ,用 rr、.9.9 为 广义 坐标 ， 


。730 。 力学 (下 册 ) 


| A W 一 mF 二 0 ) 十 六 xX pi 
! V = mgrcosd 
. L=T—V-— Fm +rO) 十 二 mmaz — mgrcosb 

| 约束 方程 

方 一 7 六 一 (CC 十 5) 一 0 

f, = (a 二 60—ap=0 

后 一 关系 来 自 纯 滚动 条 件 ; 

图 9. 77 


(ae 十 0)0 一 aep=0 
选取 g 的 零点 ,=0 时 ,p= 一 0, 积 分 即 得 . 


d {a) a af fp 


1M2 (六 一 -人 ) 十 Mgcosl 一 4 
mr 0 2r70) — mgrsind ~— (a + 6b)p 
Sma’ p=— ap 
2 
-二 a 二 6 
(a 二 6)0— ap=0 
用 式 (4)、(5), 式 (1)、《2)、(3) 可 简化 为 
—m(a 十 5) 十 mgcos0 = 人 
m(la +b)0— mgsin = 
Sm(a 十 从 六 一 一 
由 式 (7)、(8) 消 去 w, 得 


> (a 二 6)0= gsing 
(a |b) OdO— vsingdg 


积分 上 式 , 用 初始 条 件 6==0 时 ,0=0， 
(a 十 D) 0 = fg(1 一 cosDO) 
四 4 


_ hg (| 
?7 3a ol ost 


F,=~ A= mgcos0 — m(a + 6) 0 = smg(7cosb 一 4) 
> 4g ” 
200 = 3Ca 十 六 sInLL 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 
(5) 


(6) 
(7) 


(8) 


(9) 
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48 .. 
0 = 3C2 pysind 
go 一 HA 一 Ma 十 D) b 一 mpsimb 一 一 二 mgsing 


对 式 (9) 积 分 可 得 2=26G) ,从 而 也 可 得 到 F,、y 与 上 的 关系 . 
两 圆柱 体 分 离 时 ,下 .一 0， 
7cosl 一 4 一 0 


可 见 , 在 0 一 arccos 和 处 两 圆柱 体 分 离 . 


9. 3. S2 一 个 质量 为 m、 半 径 为 a 的 均 质 圆 盘 , 受 到 约束 ,保持 盘面 铅 直 地 在 一 完全 
粗糙 的 水 平面 上 滚动 ,受到 一 个 力 了 作用 ,作用 线 通 过 盘 心 ,= 万 十 万 7 人 分别 是 水 平 
面 上 的 x、y 轴 的 单位 矢量 ,z 轴 垂 直 于 水 平面 . 取 固 连 于 圆 盘 的 坐标 系 x'、y' 、z' ,原点 位 
于 盘 心 C,zx'y 轴 在 盘面 上 ,xz' 轴 垂直 于 盘面 , 取 z'、z 轴 的 史 角 为 0,p 是 2 和 大 X1 (是 > 
轴 的 单位 矢量 ) 间 的 夹 角 ,y 是 和 kXk' 的 夹 角 ,96、p.y 是 欧 拉 角 , 选 质心 C 的 zy 坐标 
和 gp、y 为 广义 坐标 , 写 出 礁 面 的 运动 微分 方程 . 


L=T=— om 十 了 ) + ohY + ly 


= mz 十 六 ) 十 Bmarly + 29) 
圆 檀 做 纯 滚 动 ,盘面 与 水 平面 接触 点 的 速度 为 零 ， 
Zi 二 yj ok X (一 ak) 一 0 
图 9. 78 中 zy 平面 是 水 平面 ,z 轴 拭 直 纸 面 辐 上 ,op 是 i 和 kXk' 间 的 夹 角 ,如 图 中 所 示 ， 


Kk’' = singi — cosgi 
所 以 
Zi yj yy(singi— cospi) X (一 caK) 一 0 
之 十 aV cosp 一 0 
3 十 aysing= 0 
Orz 十 acosgy 一 0 
Gy 十 asing6y 一 0 
Q; = fi, Q, = f;, Qo = Wy=0 
由 带 未 定 乘 子 的 拉 格 朗 日 方程 得 运动 微分 方程 为 


图 9. 78 


1 区 一方 十 加 
my 一 f: 二 4% 
imar p= 0 


ma = Aacos9 十 Lasing 
加 上 两 个 约束 方程 
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六 十 ad cose 一 0 
3 十 absinp 一 0 
9. 3. S3 ”一 个 质量 为 m 的 质点 ,受到 一 个 力 F=Fi 十 Fj 十 Fek 作用 以 及 一 个 非 完 
整 约束 一 ty 二 a, 其 中 a 为 常量 , 求 运动 微分 方程 . 


解 L=T= Smz + y+2) 
QQ; = Fi,Q, = FF,,Q,. = HF, 
TX— ty= a 


dx — tdy = adt 


SXC— ty=0 
运动 微分 方程 为 
1] 世 一 下 十 人 (1) 
my 一 下 ,一 类 (2) 
mz = FF, (3) 
一 ty 二 a (4) 
由 前 两 式 消去 4, 可 得 
mt 二 my 二 Ft+F, (5) 


运动 微分 方程 可 用 式 (5)、(3) 和 (4). 
9.4 ”冲击 运动 ”机电 模拟 


9. 4.1 用 拉 格 明日 方程 解 7. 4. 33 题 . 


解 ” 用 ys、ys 分 别 表 示 4 杆 .B 杆 质 心 的 y 坐标 , qa、 8s 分别 是 4 杆 .B 杆 绕 质心 的 
角速度 ,正方 同 规定 如 图 9.79 所 示 . 
y A 杆 和 B 杆 的 拉 格 朗 日 函数 分 别 为 


I 
| 2 1 ll2_ 1 1 
?和 一 La= 7 y4 下 9 X 1994 二 > 34 十 3494， 
4 多 
O B 1 ,2 1 了 *2 
一 全 一 Ls 7X 28+ XX 29 


i .2 了 
图 9. 79 = Ys 十 129 
_ a _94_1 
ys Qaya 一 Ya， pr, . 1 294 
9L , aL : 
,= 天 = 23y8， po = 2 二 二名 
YB 3pr 


页 撞 期 由, 两 杆 受 到 的 溃 量 了 如 图 9.79 所 示 ， 


1 1 
YP = Ys SP) Ya 一 74 一 79Y4 
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9yYP Oyp 1 
K ys = 1 一 了， 天 。 一 > 一 了 7 
,dyo dye 1 
K, = 13, 一 1， K, =—1 ”= > 7 
由 冲击 运动 的 拉 格 天 日 方程 


Ap, 二 K. 


. 1,. oo 1 


1 _» 1 
YA 10 = 了， 19 $4 0 一 J 


2 
由 于 作 弹 性 碰撞 ,机 械 能 守恒 ,碰撞 前 后 势能 没 变 化 , 故 动 能 相等 . 
广 训 十 方 多 方 纵 十 廊 X238 十 方 X 训 X2 钢 二 方 X10 


从 上 述 五 个 式 子 可 以 解 出 Tya、94、Ys、9s，, 得 


ya 一 ms-!, pa 一 20Tads- 


1 


y8 一 ms gp = lO0rads” ! 


9. 4.2 ”用 拉 格 朗 日 方程 解 7. 4. 34 题 ， 
解 ” 先 考虑 球 与 台阶 的 碰撞 过 程 , 取 球 心 的 坐标 z、y 和 绕 球 心 的 转角 8( 顺 时 针 方 向 
为 正 ) 为 广义 坐标 ,如 图 9. 80 所 示 , 图 中 还 画 出 了 在 碰撞 过 程 中 球 受 到 台阶 的 冲 量 I,、1，. 


图 9. 80 


= Hm 二) 十 广 * ma — mgy 


受到 深 力 的 球 上 4 点 的 x、y 坐标 为 
XA 二 计 十 acosyg 
yA= yO— asing 
0x ,一 Sz 一 asingdy 
8y ,一 97y 一 acos40yY 
Kr Kdy 十 天 0 一 0zra 十 76ya 
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一 76z 十 710y — a(llsing 十 7cosp)O7 


所 以 
K,= i,., K,=1, 
K,=— all,sing 十 1,cos?) 
-和 -~ mz _ =— mm’, 
Pz 二 2 和 9 py 本 ay » 
aL 2  ,: 
re ma YY 
99 9 
碰撞 前 pao 一 mv， py 一 0， peo 二 mav, 这 里 用 了 纯 滚 动 条 件 ; 
TT—— 0 oh 一 一 OU ， 人 一 一 — 
由 Ap;=Kk.,, 
mz— mv 一 了 
my— 0=1, 
A 2 _ : 
5 Ma PEMav 一 一 2a0 .sinp 十 7 cosOD) 
碰撞 期 间 位 置 变 化 可 以 忽略 ,Ag; 二 0, 所 以 
sing 一 全 一 ZL 
了 一 a 


cosp = V1 O— sin’y = 二 V2ah 一 hh’ 
再 考虑 做 完全 非 弹 性 碰撞 ,碰撞 后 球 上 4 点 速度 为 零 ， 
zi yj+ (C—OkX (acospgi— asingj) = 0 


由 此 可 得 
分 二 a psing 
Vy 二 a pcosp 
从 上 述 七 个 式 子 可 解 出 碰撞 后 的 p 为 
* 7a— 5h 
4 一 02 
再 考虑 碰撞 后 跃 上 台阶 的 过 程 ,这 是 个 定 轴 转 动 , 拉 格 天 日 消 数 为 
L 一 | Ema 十 ma’ 9 一 mgasing 
由 
di 2 
a 2 8" 
可 得 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
(7) 
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ta pd 9 一 一 gcosp dp 


做 上 述 积分 时 ,积分 下 限 分 别 为 pg 二 arcsin 


4 一 h | ,p79 一 4%, 积分 上 限 是 刚 能 路 上 台 


a 7a° 
9 一 0 各 
cag ing 
—a 一 一 &Sln 
10 * 1e—5h, 
Fa ro in( <4 ) 
可 得 
7a 一 54 ， l0gh 
7a7 7a” 
"7 0h 
可 见 , 当 0> 7 eiN 70gh 时 , 球 能 跃 上 台阶 . 


9. 4.3 一 个 由 质量 为 mw 和 M 的 两 个 质点 用 一 根 不 计 质 量 、 长 a 的 棒 构 成 的 王 铃 开 
始 处 于 静止 状态 ,突然 在 棒 上 距 M6 处 受到 一 个 垂直 于 棒 的 冲 量 了 , 求 作 用 后 哑铃 的 运动 


解 系统 的 质心 位 于 棒 上 离 M 的 距离 二 i7 处 , 绕 通 过 质心 垂直 于 棒 的 轴 转 动 的 转 
动 惯 量 为 


ma : 十 m| Ma “mM ,， 
mM M 十 RM 入 十 
取 质 心 的 坐标 x、y 和 棒 与 y 轴 的 夹 角 ?为 广义 坐标 ,y 轴 沿 静止 时 棒 的 方 问 ,z 轴 沿 
冲 量 方向 ,如 图 9. 81 所 示 ,C 为 质心 ,已 是 冲 量 作用 氮 ， 


Ml 


* 2 


上 7 、 1 mM ， 
L=7= 7 m+ Mz 十 7 十 7 m+ MY 


aL ， 
pr 一 (m +++ M)z 


aL ， 
py = 3 = m+ MS 
LL mM ,. 图 9. 81 
Zr 3p m+ Mo” 
ma . 
re = z+ (ob — ei)sing 
ma 
zp = dz + [5 — + MI 


1m 


I8x, = I8x + 7| bp — 一 ry cosgd9p 
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天 .一 了， 天 ,一 
天, 一 了 5 二 二 六 cosg| _ = 7|4 二 
由 Ap 一 大 ,， 
AP, = (m+ M)y= 0 
mM ,._ _{, _ma 
Apr + Me 和 [上 m+ MI 
得 i 一 二 于 51 
(mT MeE— ma 
A mMa: I z 
9. 4.4 质量 为 mi 与 ms 的 两 粒子 被 一 劲 度 系数 为 的 轻 弹 簧 连接 ,静止 在 光滑 的 
水 平面 上 . 
(1) 突然 沿 从 Pi 到 j Ni2 的 方 问 给予 712 1 一 个 冲 量 了 ,可 Wi, 在 碰 擅 后 第 一 次 到 达 带 止 
之 前 运行 多 远 :; 


(2) 是 否 可 能 给 mi 一 冲 量 使 系统 由 静止 变 成 无 振动 的 转动 ? 
解 〈1) 沿 从 m1 到 ms 的 方向 取 zi 轴 和 zs 轴 ，, 原 点 分 别 取 在 两 粒子 的 平衡 位 置 ， 


.2 .2 1 
7 = po -上 mt 一 了 (zz 一 1) 
3 aL ， 
pi = 37 二 7141， PpP: 二 -. 一 172 写 2? 
1 


因为 


所 以 


Z1 一 0， XTX, 二 
这 是 冲 量 作用 后 系统 的 运动 状态 ,是 以 后 运动 的 初始 条 件 , 即 :一 0 时 ,x1 二 zs 一 0,xi 一 
I 


Ts, ,二 0， 
a 
: os diaLy dL 
以 后 的 运动 微分 方程 由 全 | 中 | 一 此 一 0 得 
mx 一 k(x 一 1 ) -一 O (] ) 
mx, -十 k(z, -一 TX,) = 一 0 (2) 
式 (1) 十 式 (2) 得 


mi 十 Pi 一 一 0 
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积分 上 式 ,用 初始 条 件 , 可 得 


mx] 十 1]27 尼 》 一 一 1 
7 这 1 二] 十 ji 一 了 (3) 
式 (2)Xmi 一 式 (1)Xms, 可 得 
mm, 
mm 十 mT 工 ] ) 十 RCZ， X1) 二 0 


TX» — XI = Asin(wt + a) 


/kk(mi 十 m2;) 
ty 一 一 一 一 
?017772 


由 初始 条 件 :上 一 0 时 ,za 一 Or 一 0, 国 一 坟 , 吉 一 0, 定 出 


其 中 


0 二 0， A 二 = 一 一 l 
mw 
1 . 
Zy — Xi =— ———sinwt (4) 
Pitw 
式 (3) 十 式 (4)Xmi , 日 得 
二 Lt 一 vine 

* ml 十 ni,» (23 十 Mm) 
. I 了 
了 一 -一 COSCUL 


Mi1 十 7722 ni 十 7 
碰撞 后 mj 瞬时 静止 时 有 xz; 二 0, 即 
coswt = 上 


除 +:=0 外 ,第 一 次 静止 时 刻 为 


2 mm, 
1 TN Em + mo) 
ms 在 1 二 0 一 t= 二 ti 期 间 运 行 的 距离 为 
ox | uu 
Ta lh) 本 7j71 十 m， k(mi 十 7722 ) 

(2) 不 可 能 ,因为 要 给 m; 一 冲 量 使 系统 由 静止 变 成 无 振动 的 转动 ,必须 所 给 的 冲 量 
与 弹簧 所 直 . 若 冲 量 为 1 ,ma 获得 的 速度 为 二 ,mm 的 速度 仍 为 零 . 假定 此 后 mi 围绕 ms 作 
无 振动 的 转动 , 取 ms 平 动 参考 系 ,作为 两 体 问题 ,mi 的 质量 改 用 折合 质量 ,做 此 转动 需要 


问心 力 为 
| 
mi 十 22 mi I 


其 中 /是 弹簧 的 自然 长 度 , 可 弹 先 仍 处 于 原 长 状态 ,对 mi 无 作用 力 , 不 能 提供 所 需 的 同心 
力 , 因 此 给 mi 一 冲 量 使 系统 由 静止 变 成 无 振动 的 转动 是 不 可 能 的 . 
9. 4. 5 ”两 根 长 度 为 a、 质 量 为 m 的 棱 4B 和 BC, 在 B 点 无 摩擦 地 连接 , 放 在 光滑 的 
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水 平时 面 上 ,开始 两 棒 ( 即 点 A、B、C) 共 线 , 在 4A 点 施 以 与 ABC 线 垂直 的 冲 量 也 , 求 冲 击 
后 的 瞬时 两 棒 的 运动 状态 . 

解 选 z 轴 沿 上 0 时 CBEB4 的 方 问 ,y 轴 沿 工 的 作用 线 方 同 . 取 吾 点 的 坐标 z、y 及 
4 号 棒 、BC 榨 分 别 与 x 轴 的 夹 角 9.、9; 为 广义 坐标 ,如 图 9. 82 所 示 ， 


图 9. 82 
4 巨 棒 质心 的 坐标 为 
叶 ] 一 渤 十 Cos0, 
y= 二》 十 ;sing, 
BC 棱 质 心 的 坐标 为 
Xr 二 “cosb,, Var 一 光一 sing, 
两 棒 的 质心 速度 分 别 为 


仑 1 一 并 一 加 Psing 9 Y] 一 一 y 十 人 Picosl， 
站 2 一 一 记 十 py ,sing, 9 Y> -一 多 一 困 b,c0s0, 
系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L=T = tmz + yy) + 寺 x Ema + Tm + + 二 x ma 
2 : ， 2 人 12 2 人 12 
,2 2 1 »2 2 1 . 。 ， 
一 mn( 充 十 y) 十 gma (0 十 9,) 十 2 maz (一 O'sind, 十 0,s1n0,) 


十 Lay (bcosO, 一 Qscos0,) 


2 
冲 量 了 做 的 “ 虚 功 ”为 
18ya = Ié(y 十 asin0) = (8y 十 acos060,) 
冲 量 了 的 广义 冲 量 为 
K,=0, K,=I 
Ke 一 ay cosl |e =-o 一 CA ， 9， 一 0 
由 冲击 运动 的 拉 格 明日 方程 
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可 得 
2mz+ 六 ma( 一 bsing 十 gosing:)ja-a-o 一 0 
2my 十 ma (bcosO, — 0,c0s0,) io -=o-=o 一 了 
了 maz 入 — Tmaz singi|s o 十 工 majcosgjy = al 
3 nd 1 2 max sind 0. =0 2 NiadY COSU1 0=0 Ut 
lma:b, + Lmaz sin0s|o 一 Tmay cosb,l so =0 
ama 《2 2 Max sinds oo > May costz |0,-0 一 
Bh 
2mx= 0 
27y 十 广 ma( 一 0,) 一 了 
: ] . 
-aa 十 了 703 一 al 
pa 太一 may= 0 
解 得 
.4 
t= YY, y= 7 
> 9 3 
! Sma : 92ma 
AB 棱 的 质心 速 洲 为 
廊 ! 一 并 一 和 b'sinO, 一 
2 0. =0 
QQ _ 51 
1 一 ?十 27 Oicos0 p 0 jm 
BC 棒 的 质心 速度 为 
这 一 到 十 全 sinb， 一 0 
2 8,=0 
2Q 了 工 
492 一 峭 9 pcosl 4 -。 -一 4m 


AB 棒 、BC 棒 的 角速度 分 别 为 上 述 的 和 90， 

9. 4.6 质量 均 为 mx\ 长 度 均 为 2a 的 两 根 均 质 棒 PQ、QR 在 Q 点 光滑 铵 连 ,开始 置 于 
光滑 的 桌面 上 成 一 直线 ,在 PQ 的 PP 端 作用 一 冲 量 了 ,其 方向 沿 垂直 于 PQ 的 水 平方 同 ， 
求 两 棱 在 作用 后 各 自 质心 的 初速 度 和 初 角 速度 . 

解 ” 此 题 与 上 题 基 本 相同 ,只 是 棒 长 改 为 24, 用 上 题 的 图 ,zi、yi 表示 PQ 棱 的 质心 
坐标 ,zyw 表示 QR 棒 的 质心 坐标 . 可 用 上 题 结 果 , 因 结果 中 2、 加 各 9、6; 均 与 棒 
长 无 关 , 故 结果 与 上 题 完全 相同 . 

由 于 在 z 方 向 未 受 冲 量 ,对 两 棱 系 统 或 对 两 棱 分 别 为 系统 , 均 是 这 种 情况 ,用 和 量力 
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学 ,ZX 方 同 动量 守恒 ,有 目 为 完整 约束 ,可 减少 目 由 度 , 即 仅 有 三 个 目 由 上 度 
. 4. | 


9. 4. 7 一 个 质量 为 m、 半 径 为 a 的 均 质 圆 环 可 围绕 边缘 上 一 点 O 目 由 转动 ,开始 处 
于 静止 状态 ,突然 在 边缘 上 柬 一 氮 书 | 1, 其 方向 垂直 于 圆 环 所 在 平面 . 证 明 
由 此 冲 量 产生 的 角速度 大 小 不 


ye ,并 求 产 生 这 么 大 的 角速度 OP 的 距离 . 


解 ” 取 固定 坐标 系 Oxyz ,在 冲 量 作 用 时 ,x 轴 通 过 O 点 的 直径 ,了 沿 z 轴 方 向 ,如 图 
9. 83 所 示 ,图 中 用 C0) 表 示 了 的 方向 垂直 纸 面 向 上 


设 冲 量 作 用 ,使 圆 环 获得 的 角速度 表 成 
w= pi+Oj+ yk 
用 gpg.9.y 为 广义 坐标 , 绕 xz、y、z 轴 的 转动 惯量 分 别 为 
六 一 ma’, J 一 -oa 十 ma” 一 3 na 


= J +]1,= 2ma’ 


L=T= CD p10 + 10) 
图 9. 83 


一 《2G 2 十 -aa op 十 omay ) 
冲 量 作用 期 间 ,位 形 未 变 ,势能 没有 变化 , 写 冲击 期 间 的 拉 格 朗 日 方程 , 拉 格 明日 函数 中 可 
以 不 与 势能 ， 


在 图 示 位 置 , 即 冲 量 作 用 时 的 位 置 ， 


Szp = 2acosasina0y 一 2acosa 。 cosadd 


冲 量 做 的 “ 虚 功 ”为 
7Szp 一 2aycosaslina6y 一 2alcos’a6d0 
广义 冲 量 为 


K, = 2alcosasina 
Ks 一 一 2alcos’a 
Ky,=0 
由 冲击 运动 的 拉 格 天 日 方程 Ap;==KK; 得 


oma 9 一 2aycosasina 
-2 0=— 2alcos’a 
2ma:yg=0 

所 以 


_ 4icosasina 


Md 


第 九 章 力学 的 拉 格 月 日 表述 。741 。 


， ‘41cos’a 
0 一 一 一 一 一 一 
3ma 
y= 0 
4Icosasina. 4Icos’a. 
一 Ci 一 一 一 一 
ma : 3772C 
人 . 2 
w=9 十 十 少 一 上 (gcosta 一 8costa) 


2 . 
w 取 极 值 的 条 件 是 "全 一 0, 得 
sinacosa(18 一 32cos“a) 一 0 


“可 取 一 到 -~ 开 ,在 此 范围 内 ,a 一 0, 土 arccos| 六) ,好 ,为 极 值 ,分 别 代 入 wx 的 式 子 ,可 


4 
知 , 当 
:| 
& 二 十 arccos| 一 
4 
时 ， 
9 天 
一 or 一 2m’a” 
37 
Unax 一 一 
V2ma 
此 时 OP = 2acos| 十 arccos 3 |= a 


9. 4.8 ”由 长 度 为 2 质量 为 m 的 四 根 杆 用 光滑 匀 链 连接 成 的 构件 4BCD ,开始 成 正 
方形 静 置 于 光滑 的 水 平面 上 , 取 图 9. 84 所 示 的 坐标 ,质心 位 于 坐标 原点 ,4B .CD 与 xz 轴 平 
行 ,AD、BC 与 y 轴 平 行 , 今 在 4 点 沿 AD 方向 作用 一 冲 量 7 , 求 作用 后 构件 的 运动 状态 . 

解 ” 用 构件 质心 M 的 z、y 坐标 .BC 杆 与 z 轴 的 夹 角 9,、4B 杆 与 z 轴 的 夹 角 2 作 广 
义 坐 标 ,E、F、G、 晶 分 别 是 AB、BC、CD、AD 四 杆 的 质心 ,如 图 9. 85 所 示 ， 


了 
D C 


图 9. 84 
所 二 (ZX lcosONit (yO— lsin0)j 
所 一 《 父 一 jcosl i 十 (y lsin, )j 
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中 一 (你 十 lcos0 i 十 (vy 十 Lsin0)J 
8 = (TX 十 Lcos0O i 二 (y+ Lsin0b,)J 


or 一 (十 LOsinO i (Gy— 1 OcosO)j 
vs 二 (之 十/ psing ,Ji 十 《〈y 一 / 0,c0s0,)j 
vc 一 (Zz— /OsinO)i + (y+ 7 Ocos0)j 
Ur 二 《 妆 一 1 0,sin0, )i 十 (y 十 并 b,cos0,) 


四 根 杆 的 动能 分 别 为 
1 1 1l 2 2 
7 45 一 NT 十 pi sm 0, 
1 。 2 六 Dp.: 区 。/ ] 2 六 
一 om 十 { 0 十 2 二 由 Sinl 十 》 一 2ly icos0) 十 6 0 
1 | 1 2 2 
Tac= mvk 十 p 。 0 0 
一 mz 十 jy 十 1203 十 20sinp, 一 2ly 0,c0s0,) 十 ml 记 
1 1 1 »2 
了 cn 一 2 十 D3 。 0 0, 


一 pd 十 y 十 2 六 一 2 这 O'sinO, 十 207 bicosl ) 十 -nl 0 
1 ] ; 
T p= 六 mt 十 ph sami 
1 


一 Fm 十 了 十 L126, —— oz psinb， 十 27y b,c0s0,) 十 二 ml 全 


L=T=Ta + Tg To Tap = 2m(2 二 六 ) 十 nl 人 十 包 ) 


aL . BL_ ，， 
Pr= 六 二 4710， 加 一 3 一 人 3 
_o 8 2 _o 8 ,) 
pa 3™ 0 ， pe, = 3 0 


y4= YE lsinb, 一 yy 一 /stn0 + Lsing, 


_oO4 
K,.=1-<=0 


4 
K,= 1 一 了 


kK, 12| = 一 Jicosg | -0 
1 ol 一 7 9g 一 王 
1 一 
kk _1I%4 — lcosg, 二 — 
6 2 
2 02 一 和 0 一 r 


由 冲击 运动 的 拉 格 明日 方程 Ap 一 天 ;， 
Ap 一 4mZz= 0 


第 九 章 ”力学 的 拉 格 朗 日 表述 。743 。 


Ap,= 4my= 1 
Ape = ml 0, 二 0 


Apse, = Dm: 0, 一 一 了 


所 以 
37 


一 0， y= 二， 0 = 0， bs =—— 
9. 4.9 ”分别 用 基 尔 霍 夫 定律 和 拉 格 明日 方程 得 到 图 9. 86 所 示 电 路 的 电路 方程 . 


解 ”用 基 尔 霍 夫 定 律 ， 


L(G 一 0) 十 Ra 一 6 一 6 


Li 一 81) 十 去 g: 十 Rd2 一 & 


用 拉 格 明日 方程 ， 
一 ppAC 一 0) ，Y 王 -C9 
T=T—V= 方志 — 9)— cq 
这 里 拉 格 朗 日 函数 改 用 工 , 以 免 与 自 感 工 发 生 混 淆 ,下 面 瑞 利 耗 散 函 数 改 用 让 ,以 免 与 电 
住 尺 发 生 混 消 ， 
R= 方 Ri 十 Red 
Qe—é€, Qo=& 


| 将 | 一 站 =Q 一半 


得 
L(G — 1) = 6 € ~ Rid 
一 局 一 92) 十 声 q 一 E? 一 Rd, 
与 基 水 霍 夫 定 律 得 到 的 电路 方程 是 一 样 的 . 
9. 4. 10 ”用 拉 格 朗 日 方程 得 到 图 9. 87 所 示 电 路 的 电路 方程 . 
提示 :电流 源 可 作为 一 个 约束 g=i 来 处 理 . 
解 ”用 基 尔 霍 夫 和 定律 ， 


。744 。 力学 (于 册 ) 


Eq + Ri(G1 —) + Rd — 9) =0 


Ri(Gs — 1) 十 Rss 一 一 


用 拉 格 明日 方程 ， 
L=—V 一 一 -9 
QQ 一 0， Q, 一 一 上 
= FR 一 的 ?十 sRds 一 全)? 十 Red 
al a _ 苹 _，_ 交 
由 dt og; dg c 30; 
得 
Eq 一 一 Rh — 9) + Rgs — tn) 
0 一 一 人 (as 一 人) 一 人 ds — € 
约束 方程 : 2 一 1 
9.4.11 用 拉 格 朗 日 方程 写 出 图 9. 88 所 示 电 路 的 电路 方程 . 
RI 
一 一 OOC 
Li C, 
Ci 
ql 4d) I 


Rig, + Lidi + Fg gg) d+ Rd + Mi =e 
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* T7450 * 
、， ，， ,， ] ] 、 
L392 十 Ld; Mai C. ‘9? 一 4q1) 十 C24: 二 (Ks; 十 Ki)9, 一 0 
用 拉 格 天 日 方程 
1] ， .2 1 , .? 1 , .2 1] .2 ，， 
1 = phigd 十 9 bz 十 L392 十 了 42 十 Mgig? 
1 1 ， 
2C) 《1 q2) 十 2C,42 
> 1 ,2 1 1,.: 1,.2 ,. 1 、 1 
L=T-V= ot gh og t+ od tt Mods — 3G (9 qa) 一 39 


~ ] ,2 } .2 ] . ] ,2 
KK 一 2 Kg 十 了 人 zl 十 5 Rg: 十 2 fd? 


dq ~ | 
L191 十 L291 十 Ma 十 二 Ga 一 92) =€— (Ki KR) di 


(Ls 二 上)62 + Mial 十 FE-(q: 一 91) 十 C9: 一 一 (La 十 KR)g. 


9. 4. 12 ”用 拉 格 朗 日 方程 写 出 图 9. 89 电路 (各 线圈 有 互感 Mi NM Mi ,图 中 难于 
表明 ) 的 电路 方程 . 


图 9. 89 


解 ” 电 路 包含 两 个 回路 ,只 有 两 个 自由 度 , 有 约束 关系 :91 二 9 十 43 或 qi 二 qz 十 gs. 取 
位 1 、 人 2 为 广义 坐标 ， 


7 一 六 (Li 十 Lz 十 Zaba 十 2Mizdd? 十 2M2a026s + 2Mis0i03) 
= [Lg + Leds 十 六 — 2)° + 2Mizdgs 十 2Maaba( — G2) + 2Misd Cd 一 各 )] 
V = [a 十 十 |- 下 191 十 Eq; 十 Es(q1 一 92) 
= 二 


2 [Rd 十 Rs + Rad — G2)’] 


2 一 一 Kd — Rs(G1 — 92) =— (Ki Rg + Kg 
1 
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aR . . . ， . 
C: 三 一 2 一 一 人 ds Rs(91 一 0) = Rsqgi — (KR, 十 R,)g, 


这 里 用 引入 势能 的 办 法 处 理 直 流 电源 ,当然 也 可 以 像 前 几 题 那样 用 广义 力 处 理 . 对 于 交流 
电源 ,也 可 引入 显 含 时 间 的 势能 来 处 理 ， 


T=T—V= z [Lg + Lzgs + Ls: — Ys)’ + 2Misdi9; + 2M2s92 (9 — G2) 


、/. , 1 「『a; 2 (qi 一 gq.) z 
十 2Mis01(91 一 Gz) 一 pk 十 ee 十 | Eg 一 Eg;» 一 Es(qg1 — gq2) 


EA 
| 和 | 一 一 
得 (Ll 十 Ls 十 2M13)91 十 (Mi 十 M;, Ls M's)82 


下 车 + 寺 ja -CE + Es 一 一 人 Rg + Ksd: 
(Ls 十 L; 2Ad23)2， 十 (M', 一 也 3 十 AT， -一 M3)0) 
十 E+) dat EE E = Rt — (R, 十 R;)g, 


9. 4. 13 ”图 9. 90 所 示 的 电路 中 包含 两 个 相同 的 二 极 管 ,假定 五 :一 4193 193， 其 中 
4、O 是 常量 ,五 ;一 无 osinwty 各 线圈 有 互感 fi 、 Ai Ms. 用 拉 格 朗 日 方程 号 出 电路 方程 


上 -全 ov 一 
。 了 R 
4 Eb 4, " 
人 R 
L, . 
| 
和 


图 9. 90 
解 ” 只 有 两 个 自由 度 , 用 gi、g; 为 广义 坐标 ,93 一 az 一 0， 
T= [LG + Ls + Das 一 1)° + 2Miztg: 
十 2Mis0i(as 一 位) 十 2M2s02 02 一 全)] 


2 
V= 2 — Eig, + Eoqssinat 


2 . 
L=T—V = LG 十 Ld 十 Lalgs — 1)’ 十 2Midg 


9. 4. 14 图 9.91 所 示 的 系统 中 电容 器 C 的 上 极 板 悬 在 劲 度 系数 为 & 的 线圈 弹簧 的 
下 端 ( 弹 簧 上 端 固定 ) ,质量 为 m, 上 极 板 在 重力 、 弹 赞 力 和 极 板 间 的 电场 力作 用 下 在 竖 直 


方向 运动 ,下 极 板 是 固定 的 ,电容 豆 的 电容 C 一 
有 关 的 常数 ,* 是 电容 器 未 充电 情况 下 上 极 板 处 于 平衡 位 置 两 极 板 的 间距 . 用 拉 格 六 日 方 
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2 
十 2Misqi(0s — 91) 二 2M,s092(9; CO— 1) — 2 + Eiqi — Eq2zsinet 


SW=— Ridgidg1 一 R2926g2 一 Rs(d2 一 91) (60g 一 091) 
十 4|(o CO— 4) | (G2 — 1) (6g, — 6g1) 
一 [一 Ri 十 Rss — 1) — Al|(g;— G1)” | (os 一 人)J]sci 
十 [一 RG 一 Ras(G2 一 站) 十 4 一 人) (os — 1) J6g; 
Qi 一 一 Ri RG — 9) 一 4 — 9) os 一 各) 
Q: 一 一 Ra 一 Ra(o 一 和) 十 4 一人) (as 一生) 
yA 


di\a) dg 4 


(六 十 太一 2M) 贡 十 Ch 一 态 十 Ms 一 Mo) 区 十 车 一 吾 


一 一 全 191 十 Ks(g2 一 0) 一 4| (as dg1)” | (dz 一 di) 
(L, 十 L; 十 2M,3)92 十 (Mi, 和 L; 十 M'; M,3)9. 十 Eosinwt 
一 一 Rg2 一 Rs — 1) + ANC(Gs 一 0 (os 一 人) 


4 


9 
i 


程 给 出 运动 微分 方程 . 
| 
R 4 
平衡 位 置 
十 
E= Esinot BA 
图 9. 91 
解 ” 系 统 有 两 个 自由 上 度 , 取 g 和 x 为 广义 坐标 ， 


1 1, 
T= » 44 十 2 mT 


l 


一 =- 7CG9 十 六 有 一 一 qosinewt 


其 中 4 是 与 极 板 面积 及 所 用 的 单位 


，748 。 力学 (下 册 ) 


Ss 导 
24 4 
注意 :z 一 0 时 作用 于 上 极 板 的 弹簧 力 与 重力 相抵 消 ,因此 性 kz? 已 是 弹簧 力 和 重力 的 


合力 的 势能 ， 


2 十 hr? — gEosinet 


ll,..: 1 .: SX 1,,， : 
L = 2 LY + mt A 9 2 kx’* + qEosinat 
Q, 一 一 人 0， QQ 一 0 
4 - 奖 - 
dt on， 20， 
得 Li 十 og 一 Eosinwt 一 一 Rg 
,, ] ， 
mz 十 AZ FA 一 0 


说 明 一 下 两 式 中 各 项 的 物理 意义 :L 4 是 电感 两 端的 电压 ,一 9 是 电容 器 两 极 板 间 


的 电压 ,R 9 为 电阻 两 端的 电压 ,4q? 是 电容 器 两 极 板 间 的 吸引 力 . 


9. 4.15 图 9. 92 中 可 变 电 容 寓 的 两 极 板 可 沿 竖 直 直 线 ab 运动 ,无 转动 , 极 板 受 弹 赞 
力 、 重 力 和 两 极 板 间 电场 力 的 作用 ,Lio、lwo 是 极 板 不 带电 时 两 极 板 处 于 平衡 时 两 弹 赞 的 长 
度 ,s、A 均 为 常量 ,m,、ms 是 两 极 板 的 质量 . 求 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 及 运动 微分 方程 . 


人 
tb 
| 
| 
| 


图 9. 92 
解 T=Tmi + tmi + tre 
2 2 2 
V 一 ht Dh 二 7 Eq 
~ . ] . 1] ,., | ] ] ,5 一 和 Xi 一 廊 
L = ps 十 oma 十 TO 一 六 AT 一 Dp kz 一 9 人 十 Eg 


QQ 一 0， Q- 一 0， Q, =— Kd 
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EE 


2 
mv! 十 RiZ1 一 | 


Ht 区 十 到 2 -一 4 | 


24 

7 十 - -gq 一 已 一 一 Ra 
9. 4.16 图 9. 93 中 半圆 柱 4 通过 一 根 扭转 常数 为 4( 转 单位 角度 时 受到 恢复 力矩 为 
&) 的 细 弹 性 榜 钉 在 位 于 通过 柱 心 的 固定 的 垂直 轴 O 上 ,可 在 固定 的 半圆 柱 面 B 内 转动 ， 
构成 可 变 电 容器 ,假定 其 电容 为 C 一 Co| 1 一 人 ,9 一 6。 时 ,弹性 梯 未 被 扭曲 , 写 出 拉 格 朗 日 


晒 数 和 运动 微分 方程 . 


A 


_ 1],.: ,| li 

解 一 2 上 9 十 210 
其 中 了 是 半圆 柱 B 绕 O 轴 的 转动 惯量 

1 

2 0 20 O07) 9 

ll,, 1 1 » 9 
L= ot + oll ohO 0) C0 0+ Ed 
cs 一 一 Kg, Go 一 0 
de 也 _ 

和 ly -ye 


得 运动 微分 方程 为 


Li 十 E=— Rd 


| 
Co(ll 一 0/n)1 

A 有 1 : 、_ 
70 十 RCO 00) 十 FT 一 7 0 


9. 4. 17 可 变 电 容 器 与 墙 式 电流 计 如 图 9. 94 所 示 连 接 , 设 电 流 计 中 的 磁场 沿 色 向 ， 
磁感应 强度 为 已 ,线圈 有 7 下 ,每 距 面 积 为 4, 线圈 绕 轴 的 转动 惯量 为 1,k 是 扭转 弹簧 的 


。750 。 力学 (下 册 ) 
扭转 常数 ,可 变 电 容 器 的 电容 C 一 -卫生 ,Asd 均 为 常量 ,1o 是 极 板 不 带电 时 ,质量 为 m 的 


极 板 平衡 时 的 弹簧 长 度 ,” 看 线圈 的 自 感 系数 为 工 , 写 出 系统 的 拉 格 朗 日 函数 和 运动 微分 
方程 . 


h 8B( 潍 径 向 ) CC 和 一 


9) q, 
9. 94 


解 此 系统 有 四 个 目 由 度 ,用 Gqi\q2\x 作为 广义 坐标 . os 一 0 一 ai, 电流 计 线 圈 当 有 
电流 0: 通过 时 ,受到 磁场 的 力 窟 为 2B4i0l， 
一 六 7 从 十 方 记 人 十 二 Lo6s 十 广 m 


2 
V=— Egi — E,(g; — q1) — nbBA910 十 pi 0 十 pL 十 ‘(a 一 之 ) 
2 


了 一 2 二 7 人 十 方 Zi 十 方志 2 十 mz + Eiqi 十 下 (09 一 q1) 


0 ,pp 2 (qs — gq) 
十 nBAg0 2 Ril > kr 2A, (Ca — 7). 
0W 一 一 Ricai8ai 一 R90g2 
所 以 
Wo = 0， Q,, =— Kdi, QQ, =— Kd;, QW 一 0 
10, =nBAd— he 
01 . 
aL . aL 
i, = Zi01 十 nBA0, 3 一 = EE, 十 区 A (dC— x) 
2_],， a 1 
26， 一 /292， dg, 一 EE, 一 A.‘9 2 q1) (d 7) 
a , 2 四 
过 mM Ar 一 一 tr 十 3 (gs 一 91) 
二 | 中 | 四 
由 dt 3 ， 20， 人 &; 
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可 得 运动 微分 方程 为 
TO 十 有 0 一 72B4io 一 0 


二 (9 — gD) (4d — 7X) =— Rd 


Lidi + nBA, 0 一 下; 十 也 ,一 4， 


L292 一 卫 ; 十 元 (9 一 GD)(GC 一 并 ) 一 一 Rd 


.， 1 
mt 十 kz 一 2A. 9? 一 4) 一 0 


9. 4. 18 ”半径 为 > 的 圆 盘 的 中 心安 装 在 水 平 的 弹性 棒 的 一 端 ,弹性 棒 的 另 一 端 是 男 
定 的 , 圆 盘 转 动 角 时 ,弹性 棒 给 予 圆 盘 的 力矩 为 一 上 ,图 9. 95 中 弹 得 的 劲 度 系数 为 &， 
mi、mz 是 两 个 金属 圆柱 的 质量 ,用 绝缘 的 不 可 伸 长 的 轻 绳 和 弹簧 连接 并 路 在 圆 盘 上 , 圆 盘 
转动 时 , 圆 盘 与 绳子 间 无 相对 滑动 , 圆 盘 绕 弹 性 棒 的 转动 惯量 为 了 ,圆柱 体 可 分 别 在 两 个 
固定 的 导电 圆 简 内 作 竖 直 运 动 , 圆 柱 体 与 圆 简 构 成 可 变 电 容 器 


ci- 刘 yw>。 
cj L 1 


Cio yi 三 0 


-六 
.=f 1 2 


C20 了 2 < 0 
, / 弹性 榨 
| » 
大 7 pa 
i» 多 
i 
-Hi i 一 7 -一 一 | 
2 El=E,sinot 
固定 的 
导电 圆 简 
EA 7 
| R, M | | RR 
L: OO OF, 
q, 的 9 
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由 互感 将 两 个 电路 看 合 ,用 gi、q2,yi、yz 为 广义 坐标 , 写 出 系统 的 动能 、 势 能 和 运动 微分 


方程 . 
解 ” 圆 盘 与 绳子 间 无 相对 滑动 ， 


。 ; ] ， 
r 0 一 2? /一 ,> 


1 = pa 十 p> 十 37| 加 | 十 方志 十 Lg 十 Maqig， 
设 弹簧 的 伸 长 量 为 !, 原 长 为 fo, 绳 长 为 工 , 由 于 绳子 不 可 伸 长 , 工 为 常量 ， 
工 十 1 十 y 十 bo 十 7 = 二 常量 
令 yi 十 yz 十 1 二 5 为 常量 ,L= 二 6 一 (yi 十 y2) ,弹簧 的 势能 为 


hl? = Dhalb — yy — ya)’ 


z 
V = 去 pop + 元- 42 一 巨 191 —E2q;2 + 了 | a + 一 入 —y2) +mgy +m2gye 


这 里 用 了 0 二 并, 是 将 绳子 跨 在 圆 盘 上 时 , 当 yz 一 0 时 ,弹性 棒 未 扭转 . 
注意 :Ci J1 有 关 ,C2 与 2 有 关 . 
L = pA 十 二 my 十 py 二 十 Lg 十 Lg 十 Modi9; 一 yon 


2 
上: +Eq, 十 五,g 了 上 名 了 工 8 (8 一 多 一 多 )2 一 aigy —mgy 
2C,42 i1d1 242 2 2 2 «2 1 2 18 V1 228Y2 
2 . . 2 
2%, = 1 tT Mg, 入 一 一 合十 已 
2 37 
态 = Lg; 十 Ma, -C+E 
2 
并， 
;7 — HY 
3 有 一 mg 思 1 之 0 
3 -一 2C10 (0) y1)" 
YY 
hb — yy)— me 0 
aL . 
ay, 二 2y2 十 r272 
RI [2g2 
六 RAP YY) ~ mg 一 32 一 Co ys 之 0 
ay 
ks(b 一 3 一 2) 一 Mg 一 2 2 yz < 0 
Qs 一 人 191， Q,, 一 人 202， ,> 一 0， Q,, 一 0 
运动 微分 方程 为 
{ 
El =— Rd yy>0 


Ligi 十 Mg; 十 C) ol Vy1) 


Li + Ms + ti qi ~— E;=— Kigi yi 过 0 
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~ 0 
2 
过 0 
2 ~ 
一 Kg 
0 
/29， E, . 
2 
2 C,o ll, z , 
.， Mo z 
Ld; 十 2 E, — 
Ma) Tc, i 
L229, 十 oo , 
| | 
, at 
my 一 上; 关 
yi 一 k,(b TT 
| 


一 二 一 一 0 
一 0 yy 
[2q?2 5 _ 
Ys 
y+ 2C5 0 
) 十 MB 一 y 
一 yy 
bo 
加 一 大 人 
2 
3 十 
Wi2Y2 


ZI 一 1 Wg 一 yz 入 0 
k, 0 
2 VY? 
Y2) 2 
1 
十 ReB 十 
2 2 2 
2y2 y 


电 
9 


多 
人 已 
L; 
l 
r} OD 人 
L， 
人 OU / 
z 加 时 时 
9) 
R, 
| 
E 
- (a) 
证 
3 
1 
wi 
0 
: 
(b) 
了 
# 
LA ~ 
、 k tt 
| 4 ps HE 1 
| | -2 | 山 7 
ki 
7 
4 wl | 四 
z V7 
| 
( 7 
、_ 了 \ pb, ~、 
(c) 


图 9. 96 
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定 线圈 间 无 互感 ;在 (b) 中 ,下 是 恒定 的 外 力 , 每 个 木 块 受到 黏 性 力 一 zi; 在 (c) 中 ,r 是 恒 


定 的 外 力矩 ,每 个 圆 盘 受 到 制动器 的 黏 性 力 抢 一 5r; bj,A As 是 弹簧 的 扭转 常数 . 写 出 三 
个 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ,并 证 明 : 适 当选 择 坐 标 , 对 应 的 物理 量 取 相 同 的 值 ,三 个 系统 的 运 
动 微分 方程 相同 . 

解 ” 对 于 图 9. 96(a) 所 示 的 系统 ， 


1 - .2 ] .2 1 ,2 
1, = 9 L191 十 六 La2da 十 了 La24s 


_.1] ， l El 1 
VV, = 2C, U4 2C， -df 一 -一 2C, FA (qi gq2) 十 2C， (gz qs) Ea 

~ ] 1 
L, 一 2 二 Li 十 Lig 十 Lgs 一 2C. rz (qi1 — gq2)° — 2 A (qs — q3)° + Eq 


~ 1 
RR, = 六 Ri 人 十 Rag 十 六 Ra 


运动 微分 方程 为 
: Lidi 十 Eg 一 C9 一 站 一 一 Kidi 
，， 1 1 . 
L202 一 ce 十 | 十 二 ja 一 Eg 一 一 六 292 
L393 一 Eg 十 Eq 二 Kg;, 
对 于 图 9. 96(b) 所 示 的 系统 , 设 劲 度 系数 为 、ks 的 两 弹簧 的 原 长 分 别 为 lio、lzo， 


.2 1 ,2 1 .2 
ml 十 9 P22 十 9 Ta 
k, (Ts XX» [0)° 一 Fxi 


ki(xs 一 Zi 一 [10) 十 六 


一 方向 (XT, 于 ] 一 0o0) 一 二 (zs 2 一 12o0) 十 Fz 


2 


Kb = 六 aa 十 pa 十 ps 
运动 微分 方程 为 
mi 一 k(x 一 2 一 1 一 下 一 一 aa2i 
1711? 艺 2 十 RIKCZ2 一 ZI 一 2o) — k(x — x2 — Ly0) 一 一 ao7s 
MT3 苑 3 十 k(x 一 To 一 0) 一 一 Qs 


对 于 图 9% 96(c) 所 示 的 系统 ， 


pf 六 十 广 7 包 十 31s 扩 


V.= pA 8) 十 六 pa(b， — 9,)?— zr,, 


{c= 


一 = 六 十 7 ， D， 十 1; @,) 一 pA | 0.)° hall: 0,)° 十 zl 


bn 0 十 


l 2 2 
2 Lp,,, O, 十 9 Car 0, 


“一 2 
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运动 微分 方程 为 
10 十 有 0 一 有 0 一 rz 一 一 总 r 0 
1， 0， 一 ki0 十 (ki 十 k,) 0 一 k,0: 一 一 Oo27; 0， 
Ts0s 一 ks0; 十 有 2 一 一 bsrs 0 

右 三 个 系统 所 取 的 广义 坐标 的 零点 均 取 在 平衡 位 置 , 即 令 g 二 9g; 一 gioyXx! 二 Xx; 一 Xio ,0 
~ 0.;— 0.,， (1=1 ,2 ,3) ,0 是 图 9. 96 (Ca) 系统 平衡 时 ,第 1 个 电容 带 正 电 的 极 板 上 的 电 和 蓓 9 i0 
是 图 9. 96(b) 系 统 平衡 时 ,第 i 个 木 块 的 坐标 ,9 是 图 9. 96(c) 系 统 平衡 时 ,第 i 个 圆柱 的 
转角 .它们 满足 的 方程 ,可 由 相应 的 运动 微分 方程 令 广 义 坐 标 对 时 间 的 一 阶 、 二 阶 导数 等 
于 零 获 得 ， 


C CO 
_go,fl | qs0 _ 
CO 去 + 20 ,0 
gao | 30 
人 十 人 一 0 


一 有 (zaoo 一 lo 一 10) 一 下 一 0 
ki(X20 — Tio — Li0) — kXay0 CO— ZX ~— lw) =0 
k(xso — X20 ~— L200) = 0 
RiO 一 Ri — t= 0 
— ki0io + (ki 二 ks)0,0 — Rk,03 一 0 
— k,020 十 Rb 一 0 
三 个 系统 的 运动 微分 方程 可 改写 为 
D+ ENC Rd 


eo | 1 ] 1 1 [{ 二 
L292 一 C291 十 二 二 去 ja CY =— KK,0 ， 


Li 一 证 二 Rg 
Mz kr ~— kixz =— a 
mx, — kirxi 二 (Ri 二 ks)x2 一 有 Za 一 一 Qs 
masts 一 有 2T2 十 kerxs 一 一 Qa: 


站 由 十 下 20 一 有 2 一 一 Dr 201 
1, 0 — kt Ck 十 有)02 — k's 一 一 2orz0? 
Ts 0 — ks0% + ks =— bars 0 
只 要 一 mw 一 了 J, 它 一 和 ;Ri 一 4 一 bres Gi 二 1,2,3), 则 zi、9.(i 二 1,2,3) 遵 从 完全 相同 的 


微分 方程 . 
9. 4. 20” 列 出 图 9. 97(a)、(b) 系 统 的 运动 微分 方程 ,质量 为 ms 的 两 木 块 底面 受 
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(a) (b) 


图 9. 97 
到 医 性 阻力 , 医 度 分 别 为 wm .az，, 减 震 怖 也 提供 一 个 黏 性 阻力 ,黏度 为 a;, 证 明 两 个 系统 可 
以 是 等 效 的 . 
证明 设 图 9. 97(a) 系 统 无 a 时 ,在 1 10 ,Tz 二 Xzo 是 系统 的 平衡 位 置 , 取 此 位 置 为 
势能 的 零点 , 则 


V ,一 六 和 (Zi 一 X10) 十 pA 一 X20)" 十 Fkal Cz 一 X20) — (Xi 一 x10) 


1 ,2 1 .2 1 1 
L,= 9 VU 十 2 V272 一 Pi 一 10) 一 2 20) 


1 ，- 
ks x 四 计 20) 一 (2 一 一 T10) | 
令 Xi 二 X11 一 0;7% 二 Xr 一 X20; 则 


] ]  ,.,» ],， ,， 1] , va 1 ， )、2 
7 一 A 十 Mae — Ski 一 2 — k(x 一 并 1) 


2 
SW = Fosinwid7z] 一 aiaZl 一 aitoGzs 十 as(Zs 一 TZ1)6X1 一 as(zs 一 之 7073 
一 Fosinwtidr’ 一 的 十 1 人 | dt) Ti)Or — Qs dr, 
一 03 (之 3 一 人 2707 


QQ = Fosinwt 一 al 之 1 十 as( 之 8 一 十 1) 


:一 一 az， 一 Wf 完 2 一 守 1) 
dr 1 1 ;， 1 , 1,  ， 、: 
六 一 > ad 十 2 2d2 2C141 2C, 1? 2C (9: q2) 


6W =— Eosinwtdg) 一 Rigidg1 一 R292092 一 Rg30g3 
一 一 下 oslncwtogl 一 Rid10g1 一 R9209; 一 Rs (qz 一 01) (0g; 一 691) 
QI 一 一 下 sinol 一 人 idl 十 | d2 一 G1) 
WY, 一 一 R,g, ~ K;(92 | gd1) 
z 、 1 
比较 两 个 系统 的 拉 格 朗 日 函数 和 广义 力 可 见 , 只 要 m1 一 i,m 一 Ls 和 一 记 ' 如 二 亡 ,h= 


计 , 本 = 一 Poa 一 Row 一 Rom 一 Roz 与 giz 与 gs 有 完全 相同 的 运动 微分 方程 ,这 


样 , 两 个 系统 就 完全 等 效 了 . 


第 十 章 ”有 限 多 目 由 度 系 统 的 小 振 功 


10.1 自由 的 小 振动 


10. 1.1 一 个 刚性 结构 由 三 根 无 质量 的 杆 联结 在 一 起 ,并 贴 着 质量 均 为 m 的 两 个 点 
质量 组 成 ,4B3=BC= 工 ，BD= ,4BD=DBC=0, 如 图 10.1 那 样 支 承 在 固定 点 呈 
上 ,并 以 小 振幅 前 后 摆动 . 求 振动 的 角 频 率 ,要 做 这 样 的 振动 对 ! 有 何 要 求 ? 

解 ”系统 的 质心 位 于 4C 的 中 点 ,在 BD 的 延长 线 上 ,系统 的 
重力 势能 等 于 位 于 质心 的 具有 系统 质量 的 质点 的 重力 势能 . 

VV = 2m(Lcos0 一 站 (1 — cosp)p 2S mg (Leos0 — Do 
其 中 op 是 偏离 平衡 位 置 (g 一 0) 的 角 位 移 ,pq 是 BD 与 竖 直 线 间 的 夹 
角 , 最 后 的 式 子 已 考虑 了 小 振幅 振动 ,p 是 小 量 ,1 一 cosg~ 放 9 
AD = CD = ML’ + [I — 2Licos0 

系统 是 个 刚性 结构 ,位 于 A、C 的 两 质点 对 DD 点 的 角速度 等 

于 质心 对 万 点 的 角速度 ,系统 的 动能 为 
T=2x zm(AD WD’ = mL + Ll — 2LcosO) ¥ 


系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L= m(L’+/— 2Licos0) 9p — mg(Lceos06 一 7) og 


di 2 
得 运动 微分 方程 为 
(L? 十 1 一 27icosg) p+ (Leos0 一 站 gp 一 0 
小 幅 振 动 的 角 频 率 为 


加 | (Leos0 — Dg | 
LL:— 2Licos0 


在 平衡 位 置 ,535 一 0， 由 此 得 p=0. 
要 在 平衡 位 置 附近 做 小 振动 ,必须 是 稳定 的 平衡 位 置 , 要 求 在 平衡 位 置 有 35 之 0， 
村 一 2mg(Lceost0— (lL)>>0 


要 求 ! 满足 的 条 件 是 
{< Leosd 
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10. 1.2 质量 为 mi 的 质点 用 长 为 的 .不 可 伸 长 的 轻 
强 系 于 国定 点 O, 另 一 质量 为 ms 的 质点 用 长 为 不 可 伸 长 
的 轻 强 系 于 前 一 质点 上 , 求 此 系统 做 小 振动 的 简 正 模式 和 相 
应 的 角 频 率 . 
解 ” 取 图 10.2 的 坐标 ,2.9 为 广义 坐标 ， 
Z1 一 Lisin0yyl 一 Licosl 


Za 一 VisSinl 十 lssing 


yz 一 Licosl 十 lcosmw 
系统 的 动能 (做 小 振动 近似 ) 为 


图 10.2 


了 一 po 十 y7) 十 (二 十 》2) 


方 (mi 4 ma) li 6? 十 mal F + mlil, 6 peos(p— 0) 


于 Cm 十 922)09 0° 十 -oa oF 十 10 00 
系统 的 势能 (做 小 振动 近似 ) 为 


Y 一 一 72183y1 一 mgy: 
— (mi 十 ap)glicosl 一 NglcOSO 
AsVo 十 pe + m2) gl 十 Fmaglag 
其 中 Vo。 是 常量 ,势能 的 零点 可 以 任意 选取 ,Vo 值 无 关 重 要 , 故 不 必 具 体 写 出 . 
惯性 矩阵 和 刚度 矩阵 分 别 为 
-| (1 十 m2 U1 | 
mol ls mls 
x -| (m1 十 m2) gl 0 | 
0 m2gl? 
系统 有 两 个 目 由 度 ,有 两 个 简 正 频率 ， 
0 = uicos (wt 十 a),， 0 一 UCOS (wt 十 a) 
(K— wM)*u=0 
(7721 十 ?1777 )Z 1 (gg -~ 一 lw ) 一 一 molilo 


即 | "=0 (1) 
一 ml mols(g — lw)) \u, 
Ul、\it? 要 得 非 零 解 ,必须 
(mi 二 ma)h(g 一 Zi) 一 molil2w” | 
一 m2lil2w mal2(g 一 Law ) 


可 得 
ml 一 (12] 十 - 11 )〔Z 十 1»,) gw 十 (m1 十 12) 5 一 0 


1/2 
wly 2 一 Lo 二 ma) (0 十 12) tN (oa 十 1)Lmaz(Ca +7 + md 一 
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其 中 wi 的 式 子 用 式 中 的 “十 ”号 ,os 的 式 子 用 式 中 的 “一 ”号 . 
用 代入 (1) 式 , 解 出 的 za as 标 为 zz2， 


1 /mata) tm La) 
2 241 | ne] 十 mm 


用 mw 代入 (1) 式 ,得 


4 工 /mata) + mh 一 2 
us) 27， 1 2 mi 十 Mm, 


可 以 考虑 以 下 极限 情况 得 到 熟知 的 结果 ,作为 上 述 计 算 的 正确 性 的 一 种 检验 . 


~ 一 基 一 i 
当 pm) 0 时 ， (二 WW (17,) 


当 0 一 0 时 ， ww 一 os 一 了 
2 
当 L 一 > 日 时 ， Wo 人 
1l 


ww 均 为 无 穷 大 ,系统 不 运动 ,这 也 是 合理 沪 ; 因 为 上 述 几 个 极限 情 帝 ,都 只 有 一 个 目 由 度 ， 
只 存在 一 个 简 正 频率 . 
10. 1.3 半径 为 7 的 均 质 球 在 一 个 半径 为 RR 的 固定 球 这 内 表面 深 动 , 试 求 该 球 在 平 
衡 位 置 附近 做 小 振动 的 质 期 , 
解 ” 设 球 的 质量 六 mm， 


{9 | .9 
一 -1 2 J 2 了 
4 
由 于 纯 滚 动 ， 
(R—r)0— r 0 一 0 
， FR— 
p= 6 
7 | 及 一 rp 了 2 
了 = ]0727 - | = om CR r)°0 
V=me(kRo— r)(1 一 cost) 祥 : mg(R — ry 
7 2 A2 ] 2 
也 一 工 一 了 二 了 DA 一作) 6 — omg(R—r)o 
由 | - 妆 -= 
dt\ 26 20 
得 Em(R—r)’ 0 +mge(R—r)0=0 


w=. /38 
7(R—r) 
TT 17 (Kr) 
CU 98 
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解 ”由 前 题解 出 的 简 正 频率 和 振动 模式 ,可 以 写 出 系统 运动 的 通 解 如 下 : 


一 了 7 /， mm (ls 十 ZL 十 mi 《人 一 [> 
271 1 ni 十 ni, 


十 一 1 1 一 二 十 A! 十 L,)” 十 nl 一 1,)" B cos (wt 十 Qa) 
24 mi 二 mm， 


P=Acos(wt+t oa) + Beos(wt 十 az) 


4 cos (et 十 a] ) 


其 中 ww 一人 元 [om + ma) Ci + La) 


1 
十 (ai 十 m2) [mo (Ui 十 7 十 alLi 一 J) | 


(Lm + mh + 12) 


ww, 一 


1 


一 人 (mi 十 m2) | m2 (Ui 十 Ll,)* 十 milii 一 门 林 | 
要 使 系统 像 一 个 单 摆 那样 运动 , 需 0 一 9 
有 了 两 种 情况 ,0 9: 


上 m2 (li [2) mi (hi -2 |- 一 门 ， 
Ca) 于- /za 十 4) tm hha) tm 1, 生 B=0; 
1 /za (2 十/ 7) 十 1 (0 一 2 | 
b | ] Mo\tl Tt 1\t1 一 “2 [= ,日 A4=0. 


第 一 种 情况 不 可 能 ,因为 


ja 十 人 十 ma 一) _ 
二 全 计生 下 二 全 44 


不 能 成 立 ,等 号 左边 为 负 值 ,右边 为 正 值 , 不 可 能 相等 . 

第 二 Ce 但 要 求 lz 二 0, 妈 j= 二 0 或 1 二 0, 这 两 种 情况 实际 上 就是 一 
单 摆 , 因 此 可 作出 结论 : 双 摆 系统 在 任何 情况 下 都 不 可 能 像 单 摆 那 样 运动 . 

10. 1.5 一 个 长 度 为 4、 质量 为 mm 的 单 摆 靶 挂 在 另 一 个 长 
度 为 .质量 为 m 的 单 摆 下 面 , 如 图 10.4 所 示 . 这 系统 可 能 做 这 
样 的 绕 平 衡 位 置 的 小 振动 :下 面 单 摆 上 的 某 一 点 无 水 平 位 移 , 找 
出 这 一 点 的 位 置 . 

解 ” 分 别 用 (zi,y1)、(zz,y2) 表 示 上 ,下 两 个 质点 的 坐标 . 

Xi =3lsin0,y! = 3icost 
Xx, = 3s1n0 十 dising 
ya 一 3Lcosl 十 4icosg 


1 一 mm( 计 十 吝 ) 十 广 ( 关 十 入 
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= Fm[181* 0° + 161° ¥ + 24l? 6 ycos(0 一 网 ] 
了” 一 一 meVY1 一 meY? 一 一 mg{(6lcosd 十 44cCOSO) 


7 一 7 人 2[18 6° + 169 + 2469c0s(0 一 办 ] 十 mgl(6cosg 十 4cosy) 


d 2 | 红 
得 | 99. 
得 30+29c0os(0— 9)— 29(6— sin(0 一 内 十 世 sin0 一 0 


49 十 3b0cos(b 一 P) 一 3000 一 sin(b 一 四 十 sing 一 0 
对 于 小 振动 ,上 两 式 只 保留 一 级 小 量 ， 
30 十 2 9 十 分 0 一 0 
30 十 498 十 全 9 一 0 


试用 0 一 goe ， 9V 一 Peiw 
代入 上 述 两 方程 ,得 


l 

特征 方程 为 

全 一 3w 一 2o 

= 0 
一 3o 全 一 4o 

解 出 简 正 频率 ， 

ms, wm 
将 wi、ws 分 别 代 入 (1) 式 ,得 

1) 00) (2) __ 3 (2) 

周一 0 ， 1 一 » 00 
0.? 的 通 解 可 与 为 


0 = Acos(wt 十 al) 十 有 cos(co 十 ao) 
p=— Acos(wt + a) + > Bcos(wst + oz) 


设 下 面 的 摆 强 上 高 上 面 的 质点 的 距离 为 :的 一 点 在 小 振动 中 不 动 , 则 
310 十 x9 二 3L[Acos(wt 十 Qi) 十 Beos (wt 十 az) 


十 s[— Acos(wt 十 ai) 十 六 Beos (azt 十 ay ) | 一 曲 


(1) 
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对 一 切 上 都 成 立 ， 
如 两 种 振动 模式 都 被 激发 ,要 求 ， 满足 


3 一 :一 0， 3 十 >s 一 0 


两 式 同时 满足 是 不 可 能 的 ,说 明 只 能 有 一 种 振动 模式 被 激发 . 行 这 一 点 必须 在 绳 上 , 则 要 
求 ; 在 [0,47] 区 间 内 , 则 要 求 满足 3/ 一 ;二 0,s==3L. 这 是 只 有 第 一 种 振动 模式 被 激发 的 情 


况 ; 若 不 要 ; 在 [0,44j 区 间 内 ,可 要 求 3/ 十 六 5 一 0 ,5 一 一 20, 这 一 点 在 下 面 那 段 绳 的 站 上 的 


延长 线 上 离 上 面 质点 距离 27 处 ,这 是 只 ,有 第 二 种 振动 模式 被 激发 的 情况 

10. 1.6 CO;, 的 简单 经 典 模型 是 由 三 个 质点 组 成 的 线 状 结构 ,用 弹簧 力 代 等 原 子 间 
的 作用 力 ,两 个 弹 禾 自然 长 度 为 7, 劲 度 系数 为 有 ,只 允许 沿 连 线 方 癌 运 动 .C 的 质量 为 
M,O’ 的 质量 为 m. 

(1) 这 个 系统 有 和 多少 个 振动 自由 上 度 ? 

(2) 写 出 各 质点 的 运动 微分 方程 ; 

(3) 求 简 正 频 率 和 振动 模式 (振幅 比 ). 

解 (1) 系统 有 三 个 自由 度 , 但 只 有 两 个 振动 目 由 度 ， 

(2) 用 lv? NL3 分 别 表 示 O:- .C+ .O 对 原平 衡 位 置 的 位 移 ， 


A 


V = 六 有 (zs -一 人 1) 十 pA -一 Try) 


= 了 T 了 一 V 一 二 m( 闪 十 入 十 记 MM 闪 一方 hzo 一 1)? 一 了 h(xs 一 了 
d | 9L aL 
于 闪 )- az 
得 运动 微分 方程 为 
nm 人 “一 R(， -一 TX1) 一 一 0 


AT 一 RCZ 一 27 十 Z3) 一 
m Xs 二 k(xs CO— Xs)= 0 
(3) 令 zi 一 Ae”, 代 入 微分 方程 组 ,可 得 
(k— mw)Al— kA,=0 
- kA, + (2k — Mow’)A,— kA;=0 (1) 
— kA, 二 (kk— mw)A;=0 
A1i、A:、A， 有 非 零 解 的 条 件 为 
k— mo — 上 上 k 0 
一 上 上 28 一 Mo 一 玉 | 二 0 


k— mow’ 


。 _ i/ /2mtM, 
解 得 CUI 一 mm ’ mM 
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其 中 ww ws 是 所 要 求 的 简 正 频率 ;ws 二 0, 不 是 振动 ,是 系统 整体 的 平 动 . 
依次 将 wi、w 代入 方程 组 (1) ,可 解 出 相应 的 振幅 比 : 


A 时 
4G 一 0， AD 
A pe A 
A5™  M’ A®-! 
或 与 作 wl:(1,0, 一 1)， os | 1,— 2 ,1 | 


10.1.7 若 上 题 中 系统 处 于 平衡 位 置 ,突然 左边 的 质点 受到 一 冲 量 p 的 作用 , 求 此 
后 该 质点 的 运动 . 


解 ” 由 上 题 求 出 的 振动 模式 ,可 写 出 三 个 质点 运动 的 通 解 为 
Z1 一 C cos(wt 十 al) 十 Deos(wt 十 ao) 十 at 十 忆 


一 一 Wa Deos (wzt 十 a) 十 at 二 5b 
Za 一 一 Ccos(oL t+ a) Deos(wt 二 0) 二 at 二 5 
其 中 at 十 2 是 整体 做 平 动 的 特 解 . 


C.Da\a\a\b 均 为 待定 常量 ， 由 初始 条 件 :t 王 0 时 ,六 一 心 一切 一 0, 因 一 三 入 一 各 


_p_ pM Xx 
C= 2mw1 D = 2mM 十 2m)w, 1 2 
Pp _ 
4 M+ 2m’ ?=0 
左边 质点 的 运动 方程 为 
PP . pM .. pt 
Xl1 一 mo mot 十 2m CM + Dm os 2t 十 M + 2m 


10. 1.8 一 根 长 工 .截面 积 4、 质量 M 的 均 质 图 
不 委 直 地 衣 在 水 中 ， 并 用 劲 度 系数 为 夺 的 轻 弹 管 与 均 
的 .质量 为 M. 长 度 为 2L 的 杠杆 相连 ,杠杆 的 枢 轴 
其 中 心 , 圆 木 限于 做 竖 直 运动 , 弹 得 为 自然 长 度 时 
林村 外 于 水 平 的 平衡 位 置 ,如 图 10.5 所 示 , 水 的 密度 
为 0， 

(1) 永 枉 社 小 角 位 移 时 的 简 正 模 ( 频 率 和 位 移 
洲 ); 

(2) 讨论 劲 度 系数 很 大 时 的 极限 情况 . 

解 〈1) 取 杠杆 与 水 平 线 的 夹 角 为 9( 顺 时 针 方 向 E10. 5 
为 证 y 和 圆 木 的 竖 直 坐标 zx( 向 下 为 正 ) 为 广义 坐标 , 均 选 系统 的 平衡 位 置 为 广义 坐标 的 有 堆 
点 
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一 = 六 4Cz 一 了 0) 十 ps 


注意 重力 已 与 平衡 时 的 浮力 相抵 消 ,因而 万 pgAx’ 实际 上 已 包括 了 重力 势能 和 浮力 势能 . 
改 用 19 和 z 为 广义 坐标 .惯性 矩阵 和 刚度 矩阵 分 别 为 


iM 0 一 上 h 
M= | NT pipgA 
0 M 十 pg 

hk Mow 2 


HI = |K—wM| =— 


一 有 十 og4 一 Mw’ 
kh? + kogA 一 | ApM 十 工 Mes4| wr 十 Mew kG 
Miw: — (4EM + MogA)w’ + 3k0gA=0 
wf — aN [4h + pgA + VRT PEA) — 12k08A ] 


2 


1 
一 7L4 十 084 一 MR + ogA) — 12kogA | 
将 wif、w2 分 别 代 入 鼠 ，z 一 0, 解 出 

wu’ 


1 _ 1 
5 = 3 GhLo8A+ MET peA) — 12k0gA | 
1 


ws2) 


1 
~ = — slpeA — VR pgA) 一 128084 


wl 


Oy 


(2)& 很 大 时 
VV(4k + ogA)’: — 12kogA 一 1682 — 4kogA 


一 4 1 一 全 一 饮 一 二 pgA 


] ] 4k 
呈 心 | 饮 十 pgA 十 4& 一 TpgA|~ 7 


2 
mw 一 2 /是 


(1) 
2 一 二 一 二 | _1 ~ 一 二 
uD 3 6k pgA 十 4k 2 P8A ~ 一己 
| 十 opgA 一 妇 十 二 4A- 30 
2 = ~ 3pg A/4M 
(2) 
us 1 1 1 Ey 


w 的 极限 情况 是 弹簧 力 比 重力 .浮力 的 合力 大 得 多 ,但 & 还 不 是 无 限 大 的 情况 ,这 时 
仅 弹 自 力 起 作用 ， 
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IH| ~ 


k 
得 出 1 一 人 /5 

ws 的 极限 情况 可 认为 & 一 co , 弹 息 基本 上 保持 自然 长 度 ,好 像 弹 千 如 同一 个 不 可 介 长 
的 轻 强 ,可 得 w;= 二 ~ 3p8 A74 | 这 时 x 二 L909, 只 有 一 个 目 由 上 度 ,T= XSM 和 


10.1.9 用 一 根 劲 度 系 数 为 上 的 弹 管 , 把 
一 个 质量 为 m 的 木 块 挫 在 质量 为 M 的 模 上 ， ~ 
棉 的 斜面 与 水 平面 成 a 角 , 棉 又 在 水 平面 上 滑 A 
动 ,如 图 10. 6 所 示 , 所 有 的 接触 面 都 是 光滑 
的 . 

(1) 已 知 弹 筑 的 原 长 为 4, 求 木 块 和 棉 都 = 
处 于 静止 时 的 弹 赞 长 度 so; 

(2) 以 棉 的 坐标 xz 和 弹簧 长 度 s 为 广义 坐 
标 , 写 出 系统 的 拉 格 朗 日 函数 和 运动 微分 方程 ; 

(3) 求 振动 的 角 频 率 . 

解 〈1) 木 块 处 于 平衡 时 , 沿 斜面 的 合力 为 零 ， 

mpsina—k(so—d)=0 


so 二 Fmgsina +d 


(2) 太一 方 M 祝 十 广 加 ( 祥 十 $cosa)? 十 广 m(3 sina) 
== 示 (M 十 0) 认 十 广 讽 闻 十 吉 评 $cosa 
V = ks — d)’ — mgssina 
L = (M 十 7) 着 十 pi 红 十 六 之 icosa 一 hs 一 d)’ + mgssina 
得 运动 微分 方程 为 


(Mm)iims cosa=ms0 
m s+ mcosat k(s— d)— mesing = 0 
(3) 用 前 式 消去 后 式 中 的 分, 可 得 


m(M 十 msin’a) 


yr sk(s—d)— mesina== 0 


令 s 二 s 一 d 一 ”一 ,上 式 可 改写 为 
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* 
人 0 3 /十 Rs 一 0 


二 | RCL 十 了) 
MCAf 十 msin’a) 


2 一 pe 十 ) 


(其 中 忆 为 常量 ,> 轴 沿 竖 直 方向 ) 给 出 的 轴 对 称 容器 的 内 壁 上 做 无 摩擦 运动 ,如 图 10. 9 所 示 . 
| 1) 粒子 在 高 度 < 二 zo 处 的 圆 轨道 中 运动 , 求 质量 为 mw 的 粒 
子 的 能 量 和 对 < 轴 的 角 动 量 ， 
C | > (2) 微微 向 下 拨 动 在 水 平 圆 轨道 上 运动 的 粒子 , 求 围绕 原来 
轨道 的 小 振幅 振动 的 角 频 率 ， 
解 ” 用 柱 坐 标 ,题目 给 出 了 约束 关系 : 
2 一 bx 十 y*) 三 br 


用 r、 0 为 广义 坐标 ， 


振动 的 角 频 率 为 


10. 1. 10 一 个 粒子 在 由 式 


2 


0 一 二 (72 + rg +) — mgz 
一 mF 十 rs O 十 br:7*) 一 mbgr’ 
diaLi 2L 
由 dt\a7) yy 
得 (1 二 pb2r2 7 十 br 天 一 0 十 pgr 一 0 (1) 
在 z= 二 zo 处 做 水 平 的 泗 央 运动 ,+ 二 9;? = 二 0, 代 入 上 式 可 得 
— YY bg 
由 约束 关系 ， 
_ .|/2z0 
六 二 ?on 一 p 
J = mrim 一 2mzo A 六 
aL aL . 
因为 加 一 0， 一 二 mr’ 9 二 常量 . 
99 
所 以 r2 p=7? po= 2z0 /元 (2) 
用 (2) 式 消去 (1) 式 中 的 y， 


4Zz08 
pr’ 


(] 十 bor) ++ br7 CO— 二 baer=0 (3) 
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2 
令 7 一 ro 十 Sr ,7 为 一 级 小 量 ,只 保留 一 级 小 量 ,并 注意 等? 一 太 ,《3) 式 可 近似 为 


rt 
qd? 


(1 十 Bre) zi CO) 十 4bgér 一 0 
在 ”方向 的 小 振动 角 频 认为 
4g _ | 4g 
] 十 bire 1 十 2bzo 


10. 1.11 一 个 质量 为 M、 半 径 为 尺 的 环 被 悬挂 在 位 于 
环 上 一 点 的 枢 轴 上 ，, 环 可 围绕 枢 轴 在 它 上 自己 的 垂直 平面 内 自 
由 转动 ,一 个 质量 为 m 的 珠子 在 环 上 做 无 摩擦 滑动 . 

(1 ) 选 适当 的 广义 坐标 , 写 出 此 系统 的 拉 格 明日 函数 ; 

(2) 对 于 mr、M 的 一 般 情 况 及 mm 之 M 和 mM 两 种 极 图 10. 8 
限 情况 求 小 振动 的 简 正 频率 . 

解 (1) 用 图 10. 8 中 的 0. ?为 广义 坐标 ， 


T = 二 x 2MR: 6 + zm[(R 60) 4 (RD? | 2R: 6 ocos(p — 0)] 


V =MgR(] 一 cos0) + mgR[(1 ~— cos0) | 1(1 — cos9)| 
L = (2M | m)R’6 + mR PF + mR 6 veos(p— 0) 
— (M+ m)gR(l — cos0) — mgR(l 一 cosO) 
(2) 在 平衡 位 置 6=0、p==0 附近 的 小 扰动 ,TT、V 可 作 近 似 , 保 留 到 二 级 小 量 ， 
T =I2M 十 mR GO + mR + mR by 


= 二 (M + mgRp + FmgR 了 


| (2M 十 mR 
M 二 


mR’ mR 
po | (M+ m)gR 0 / 
0 megk 
HF 二 eR 一 mR’w’ _0 
— mR’w’ mgR’ — mR’w’ 


2MR’iw 一 (3M + 2m)gRw + (M+i+m)e R=0 
[MR — (M+ m)el(2Rwe — g)=0 


当 m 守 MM 时 ， w= 和 | 3， wz 一 人 | Ny 


LU 
Kk 
当 mn 之 MM 时 ， wwW]O A 二/ 入 
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10. 1. 12 一 个 质量 为 mm、 市 电量 为 g 的 小 物体 ,被 限制 在 张 
角 为 2a 的 圆锥 面 内 侧 做 无 摩擦 运动 ,一 个 一 g 的 电荷 固定 在 加 
锥 的 顶点 上 ,不 计 重 力 , 图 10.9 中 虚线 是 运动 物体 在 圆锥 内 表面 


的 稳定 轨道 , 绕 > 轴 的 角速度 为 m, 求 围绕 此 稳定 轨道 小 振动 的 
角 频 率 ,假定 v 之 c (光速) 所 以 辐射 是 可 以 忽略 的 . 
解 ” 选 取 柱 坐标 中 的 rp 为 广义 坐标 ,有 关系 z==rcota， 


7 = Fm 十 六 op 十 2) 一 mcscia 二 rr 0 ) 


g'sina 


TY 一 ol 一 一 
1 47rE0o7CSCQ 4Aeor 


1 2 2 qsina 
一 mr cscatr Pp) 十 dneor 


oF 
3 gq; 


aL 
二 一 0 
og: 


得 m rescia—mr 9 十 


d 
由 dt 


， 
dn (1) 


Anreor’ 
mr? 9 二 J (常量 ) (2) 
对 于 平衡 轨道 ， r 一 0,r 一 roy 0 一 go, 由 (1) 式 得 


:» gg Sina 
mro W 一 Lne, 2 (3) 


用 (2)、(3) 式 ,可 把 (1) 式 改写 为 


2 
mr 十 一 全 一 sinaa 
4AeE07 


考虑 在 平衡 轨道 -=ro 附近 的 小 振动 , 令 >=ro 十 zzSro 为 一 级 小 量 . 保留 一 级 小 量 , (4) 
式 可 近似 为 


] 一 一 | 二 0 (4) 
r 


2 


m z+ | 


1 
3S1n°a 


dd. +=0 
4XEo7'D 


w” 一 in 一 sin2a 
(这 里 用 了 C3) 式 ) 
w 二 msina 

10. 1. 13 ”一 个 转动 惯量 (对 其 对 称 轴 ?为 了 的 飞轮 ， 
在 水 平面 内 绕 固定 的 过 圆心 O 与 圆 平 面 垂 直 的 对 称 轴 转 
动 ,一 个 质量 为 m 的 小 球 可 以 自由 地 沿 半 径 方 向 的 一 条 
轴 滑 动 , 小 球 用 一 根 劲 度 系数 为 &. 上 自然 长 度 为 ! 的 轻 弹 簧 
连接 在 轮 的 中 心 , 如 图 10. 10 所 示 , 求 ， 

(1) 飞轮 以 恒定 角速度 02 转动 与 弹 筑 有 稳定 长 度 r 
之 则 的 关系 ， 

(2) 用 弹 篱 长 度 ~ 飞轮 的 转角 2 为 广义 坐标 , 写 出 系 


第 十 章 ” 有 限 多 自由 度 系统 的 小 振动 “769， 


统 的 运动 微分 方程 ; 
(3) 飞轮 的 角速度 在 2 附近 ,小 球 离 轮 心 的 距离 在 ”附近 , 即 系统 在 (1) 的 稳定 运动 
附近 做 小 振动 的 角 频 率 ， 
解 (1) klro—/) = mro{2s 
kl 
0 Tk—mf2? 
(2) T=7160 + Fm +r Gy 
= hr) 
一 方 CT 十 mar596 十 广 加 六 一 了 Rr 一 1)” 
d a aL 
| dg; do 
得 运动 微分 方程 为 


m7- mrt 十 Ar 一 门 一 0 
CT + mr) 0 = (T+ mri) ho 
其 中 vo、f2, 是 两 个 常量 ,由 初始 条 件 给 出 ,因为 不 一 定 是 稳定 运动 ,不 要 求 有 (1) 间 得 出 的 
(3) 在 (1) 问 的 稳定 运动 附近 做 小 振动 ,此 时 ro。 和 026 之 间 有 (1) 给 出 的 关系 . 
用 运动 微分 方程 的 第 二 个 式 子 消 专 第 一 个 式 子 中 的 0 ,得 


1 
{ 十 了 


在 (1) 问 的 稳定 运 云 动 附近 做 小 振动 , 令 有 级 小 量 ， 
T+ mrs > 
1 mlro 十 z=] 4 
7 十 mrs ] ， 
了 十 mr$ 十 2mrox 


ou| kr DD)=0 


nr mr| 


(ra 十 了 | 


~ rot z)| 


2mrox 


—2 
2 
7 十 ee 人 


= (ro + x)|1 十 


4mroc 


2 
7 十 mrs 人 


人 (ro 十 x)|1 一 


4mrox 


T+ m Qt hr 1+ zr) =0 


1 区 一 mdro 十 z| 1 一 


用 mrof2¢ = 二 (ro 一 站, 上 式 可 改 配 为 
er 
Tmr 


Mm 区 十 七 一 7 人 2 二 十 有 一 0 


3m2r3 一 ml 


2 _ 
7 了 十 用 ek 一 


mz 十 此 十 
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0 


一 质量 为 m 的 珠子 被 限制 在 半径 为 5 的 光滑 加 
环 上 运动 ,该 圆 环 以 固定 的 角速度 绕 同 它 的 直径 相 重 合 的 固定 


/kk 3mro — 1, 
~ ml Tim 


10. 1. 14 


的 竖 直 轴 旋 转 . 


(1) 写 出 拉 格 天 日 吗 数 和 珠子 的 运动 微分 方程 ，; 
(2) 求 临界 角速度 2,w 二 0 时 , 圆 环 的 底部 是 珠子 的 一 个 稳 
定 平 衡 位 置 ，; 


图 10. 11 


(3) 当 w 记 0 时 , 求 珠 子 的 稳定 平衡 位 置 . 
解 (1) 用 静 参 考 系 , 取 图 10. 11 中 的 9 为 广义 坐标 ， 


T = pm 全 + bsin?Ow’) 


V =mgbcosd 


L = Fmb:(O 十 wisin?0) — mgbcos 
由 


d | a 
dr 
得 运动 微分 方程 为 


aL 
.| 一 一 一 0 
| W 


bp — bwsinbcos0 一 gsing = 0 
(2) 当 珠 子 在 圆 环 底部 附近 运动 时 ,02=r 十 0 ,0 为 小 量 ， 


sin0 = sin(x + 0) A sinr -+ cos(r + 0 ) |y _ 0 =—0 
cos0 = cos(x + 0) cosrt— sin(x+ 0)|,_0 =— 1 
运动 微分 方程 可 近似 为 


bp0’' + (g— bw) 一 0 
圆 环 底部 是 珠子 的 一 个 稳定 平衡 位 置 , 需 在 9=x 附近 ,也 即 在 8 ==0 附近 的 运动 必须 是 
小 振动 ,要 求 6--2 >0, 由 此 可 求 出 临界 角速度 0， 


gr 一 5022 一 0， 0 一 人 /六 
(3) 当 w>>0 时 ， 


bo 一 pu?zsinbcosb 一 gsing = 0 
处 于 平衡 位 置 时 ,9 一 0， 


sinO(bw’cos0 + g)=0 
bw cosO gg=0 


8 | 
po” 


四 = arc COS 


Ce 
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是 平衡 位 置 ,b 在 | 艺 ,x| 区 间 内 . 
为 考察 在 此 位 置 的 平衡 的 稳定 性 , 令 9 二 0 十 9 ,9 为 小 量 ,将 sin6、cos6 均 在 0==0。 处 

作 泰 勒 展开 ,只 保留 一 级 小 量 ， 

sin0 = Sin + cos0.0 

cos0 = cosb, 一 Sinb LU 
在 9=0。 附近 运动 的 运动 微分 方程 可 近似 为 

0' 十 wisin:00 一 0 

wzsin20, 0, 帮 2 一 arc cos| -总 是 稳定 平衡 位 置 ， 


10.1.15 ”质量 为 zm 的 粒子 在 竖 直 平 面 内 的 光滑 的 抛物 线 = 一 一 z?(a 为 常量 ,z 轴 坚 
直 向 上 ) 上 运动 . 
(1) 写 出 拉 格 明日 函数 ; 
(2) 给 出 关于 平衡 位 置 做 小 振动 的 运动 微分 方程 并 求解 
解 (1) 用 之 为 广义 坐标 ， 
} 


_ 1 ,2 2) = 二 m| 锚 | 
了 一 2 (ZT 十 2) 一 7 7 ] 十 | 


3 
(2) 由 | 于] 中-。 


得 运动 微分 方程 为 


平生 位 置 处 ,一 0 或 到 一 0, 可 得 + 一 0 为 平衡 位置 , 且 汪 


,一 二 mg 之 0,z 一 0 是 稳定 


十 -一 


平衡 位 置 . 
在 平衡 位 置 附近 ,因为 x、* 均 为 一 级 小 量 , 仅 保留 一 级 小 量 , 运 动 微分 方程 可 近似 为 
立 十 <g7 一 0 
a 
解 出 X=Acos /24+ 
/ a 


其 中 4、a 为 积分 常数 ,由 初 条 件 确定 . 


10. 1.16 ”长 六 /质量 为 mm 的 均 质 棒 , 用 一 根 长 人、 可 不 计 其 质量 
的 弦 线 县 于 固定 点 ,如 图 10. 12 所 示 . 求 在 平面 内 小 振动 的 简 正 频率 
和 振动 模式 ， 

解 取 图 中 90 为 广义 坐标 , 棒 的 质心 坐标 为 


.772。 力学 (下 册 ) 


Z = 二 Lcos9 十 lcosb 


y 二 lsin9 十 lsing 
质心 速度 为 


二 一 Losing— 于 bsinb 


y=! pcos 0 十 1 pcos8 


CT as 1,1 | 8 
“2 

一 二 mm 多 十 号 mn 有 2 信 十 二 mn 用 gcos(g 一 网 
Y 一 一 MESZ 一 一 mai| cosg 十 cosb 


1 


7 ml po 十 ml 三 十 pocos (0 — 9) 二 melcosg+t cos0 


7 二 


在 平衡 位 置 处 ,35 一 0, 芒 一 0, 可 见 9 一 0.0 一 0 为 平衡 位 置 
在 平衡 位 置 9 一 0.p 一 0 附近 做 小 振动 ， 


cosp 1 方 凶 ， cos0 > ] 一 pi cos(d—H)1C— (0 一 9)’ 
0 、9 均 为 一 级 小 量 , 保 留 到 二 级 小 量 , 拉 格 朗 日 函数 可 近似 为 
1 ,2 3 12 0 3 121256 了 3 2 了 
L= om p+ om 7 十 ml p68 2 ME8ly omgld + omel 
d |- 
下 ge dq; 
得 1 9 +1 +gp=0 
1 9 二 70 十 gl 一 0 
特征 方程 
一 7 2 _. — J 
2 4 二 0 
一 [oo gO—ilw 
解 出 简 正 频率 为 


将 CU 2 分 别 代 入 
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图 10. 13 


10. 1.17 飞 球 节 速 器 由 连 在 长 /的 臂 上 的 两 个 质量 m 和 质 
量 M 组 成 ,如 图 10. 14 所 示 . 该 组 合 件 绕 竖 直 轴 转动 ,质量 M 可 
沿 该 轴 无 摩擦 上 下 滑动 ,忽略 各 辟 质 量 、 空 气 阻力 ,并 假定 MM 的 
直径 很 小 . 假定 轴 以 恒定 角速度 wo 转动 . 

(1) 计算 质量 M 的 平衡 高 度 ; 

(2) 求 质量 M 在 平衡 位 置 附近 小 振动 的 角 频 率 ; 

(3) 现 假 定 轴 被 允许 目 由 转动 ,小 振动 的 角 频 率 是 否 改 变 ? 
者 变 ,计算 新 的 值 . 

解 图 10.14 中 二 轴 总 在 四 臂 所 张 的 平面 内 ,z 轴 随 组 合 件 
一 起 绕 z 轴 转 动 , 用 一 壁 与 轴 的 夹 角 09 为 广义 坐标 ,用 zw、zw 表 
示 质 量 m 的 坐标 ,用 zw 表示 质量 M 的 坐标 ， 


Xx» = Lsing, zm =— {cosd 
之 一 一 2lcoso 
i) T 2x 二 (起 十 部 十 zi) 十 Mh 


=m 0 二 miiwssin’0 十 2MI[* 6 sin26 
V 一 22gzn 十 AMfgzw = (— 2mgl — 2Mgl)cosd 
L = (ml 十 2MI?sin?0) 6° + ml?wisin’0 十 2(m + M)glcos0 
由 d | Es 
得 
(m 十 2Msin?0)10 十 2Misinbcos0 0 一 mlwisinbcos0 + (m+ M)gsin0 = 0 


质量 M 处 于 平衡 位 置 时 ,9 一 0,b 一 0， 
milwssinOocost = (m + M)pgsing, 


。 774 。 力学 (下 上 册 ) 


sin0, 二 0 ,或 cos0, 一 (mt M) 


ml ws 


质量 M 的 平衡 高 度 分 别 为 
ziy 一 一 27 ,或 _ 20m + M)g 


ms 


注意 :这 里 求 质量 M 的 平衡 位 置 不 能 用 这 里 的 V, 由 季 一 0 得 出 ,因为 这 个 V 是 用 静 
参考 系 写 出 的 ,系统 并 不 处 于 平衡 ,如 改 用 绕 轴 以 wo 的 角速度 转动 的 参考 系 ,M 的 平衡 
位 置 也 是 系统 的 平衡 位 置 ,可 用 池 一 0, 不 过 这 个 V 应 改 为 

V =— 2(m+ M)glcos0 ~ ml wosin’d 
后 面 新 加 的 项 是 惯性 离 轴 力 势能 ， 
(2) 在 sinb=0, 即 9,==0 这 个 平衡 位 置 附近 ,运动 微分 方程 可 近似 为 
mi + [m+ Mg— miw l=0 
如 (m 十 M)g 一 ml 这 0, 则 09=0 是 一 个 稳定 平衡 位 置 . 在 这 个 位 置 给 一 微 扰 ,质量 M 不 会 
远离 平衡 位 置 ,但 9 只 能 向 正 值 方向 运动 ,不 能 同人 负 值 方向 运动 . 从 2>0 回 到 6==0 后 再 
怎样 运动 ,题目 未 给 出 足够 的 条 件 无 法 讨论 . 因此 我 们 讨论 (2 十 MJg 一 mw<0 的 情况 ， 
9 一 0 是 一 个 不 稳定 平衡 位 置 . 存在 着 另 一 个 平衡 位 置 ,那里 cosb 一 aeE(<1)，, 它 是 
个 稳定 平衡 位 置 . 下 面 讨 论 在 这 个 平衡 位 置 附近 的 小 振动 , 令 = 二 9 一 8, 用 
sing > Sing 十 coSO 
cosg > cogsf 一 Stng 化 
代入 运动 微分 方程 ,只 保留 一 级 小 量 ,得 
Cm 十 2Msin?*0)10' + mlwisin’00' = 0 
质量 MM 在 平衡 位 置 附近 小 振动 的 角 频 率 为 


DC 一 mwssin’O, 
和 m 十 2Msin’0, 
.0 TmtM)gl 
其 中 sin Oo=1 | mi{ws | 
(3) 转轴 并 不 受 约束 ,可 以 自由 转动 ,用 pg 表示 转 动 的 角速度 ,系统 的 自由 度 增 为 两 
个 ， : 
L = (nf? 十 2Mi2sin26) 6 + ml? sin’9 + 2(m + M)glcosO 
， 9 , 
因为 人 一 0, 人 一 常量 ,可 得 
99 
psin’0 一 wosin’0, (1) 
dif 2 
由 di\ 36 ] Tw? 
得 


(m 十 2Msin20)70 十 2Misinbcosb 5 — ml 9 singcosb 十 (m+ M)gsin0 = 0 (2) 
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用 (1) 式 消去 (2) 式 中 的 ,得 
(mm 十 2AMfsin20)7 0 十 2AWf1sitnbcost 6 — 


ml wsin’ Oocoso 
sin’0 


在 质量 M 的 平衡 位 置 ,9 一 arccos| | ,对 cosg .sing 作 泰 勒 展开 ,代入 (3) 式 ,只 
保留 一 级 小 量 , 得 


(m 十 2Msin’0,)! 0 二 (m+ M)g 


十 (m+ M)gsind = 0 (3) 


1 十 3cos bop 


-= 0 
costo 


用 cosb 一 -we 人 ,上 式 也 可 改写 为 


(mm 十 2Msin’0,) 8' 十 mws(l 十 3cos‘0.)0 =0 


小 振动 的 角 频 率 为 
Dew Im(1 十 3cos’0,) 
ON m+ 2Msin’0b, 


可 见 , 有 保持 角速度 为 w 的 约束 还 是 在 角速度 为 we 时 不 受 约束 ,质量 M 在 其 平衡 位 置 
的 小 振动 的 角 频 率 是 不 同 的 ， 

10. 1. 18 两 个 长 度 均 为 .质量 均 为 z2 的 单 摆 巧 在 同一 
水 平 线 上 ,用 一 根 劲 度 系数 为 的 无 质量 的 弹 赞 将 两 质点 连 起 
来 ,弹簧 的 自然 长 度 等 于 两 悬 点 间 的 距离 . 求 系统 在 平衡 位 置 
附近 做 小 振动 的 简 正 频率 和 简 正 坐标 . 车 开始 时 两 质点 处 于 平 
衡 位 置 ,左边 的 质点 由 于 受到 一 个 冲 量 获 得 一 个 向 右 的 水 平 速 
度 v。, 用 简 正 坐标 表达 系统 的 运动 规律 . 

解 ” 取 图 10. 15 的 .9 为 广义 坐标 . 设 两 匡 点 间距 为 a， 


T = Fm 6 十 pd 6， 


一 六 4 | |a 十 /Sinp 一 lsin901)* 十 (一 lcos0i 十 lcos0,)°]? 4 上 
二 mg[l(1 一 cosb) 二 L(1 — cos0,)] 


~ Dh, — 9.)? + Fmgl(g 十 2) 


= (kL 4 mgl)0 — E120,0, + pe + mgl)9 


m= 0 / -| 一 kL ] 
ml2) kl RE 十 mg 
kl 十 mel 一 ml 一 kr 


— EL? k++ mel— mliel 


| | k 
可 解 出 已 1 一 全 ， CC2 号 十 和 


将 oa 代入 五 * Uo=~0， 


I 


*776 。 力学 (下 册 ) 


kl 一 有 fa 
| pg kun) 
取 zx 生生 1, 则 zx 和 5 三 1. 
将 o 代入 H*u=0, 
— kl — kl\ /ur 
加 一 2 
取 x 和 2 王 1, 则 x 知 一 一 1 
两 个 特 解 为 
pi = cos 


通 解 为 


0, 一 一 CCOS 


全 十 册 十 人 >COS 


| 
0, -一 Cicos| /全 十 Qi 


一 人 ?COS 


和 A! 过 十 < 十 as 


， 守 } . 
初始 条 件 :t 二 0 时 ,6 一 人 0 一 50 一 了 ,0 ,二 0, 定 出 


~ Uo 1 虽 四 Uo 
24 或 2w,l 
8 ,2k 
l 下 m1 
to ， 也 ， 
bg, = Doo 7S nt 十 Dols nat 
Vo . Un 
0, 一 Ze 1s nt De 1s in at 


将 uf? wb? wb? wl? 代入 简 正 坐标 全 .与 原 用 坐标 91、0, 的 关系 式 ， 
曲 | ul 2 bi oo | 
é, mz m2zl \ 0 
1 1 | | ud 
一 一 mf 
1 一 1】 0 mi!'\y, li 一 0, 


é ~—ml’ (0, 十 0,)， 2 -一 ml’ (0 一 0,) 


uk WD 
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简 正 坐标 的 常数 倍 仍 是 简 正 坐 标 , 因 此 可 用 
$1 = 0 + 0,,， f= 0 — 6, 
用 此 人 简 正 坐标 表达 的 满足 初始 条 件 的 解 为 


Un ， Un . 
5 一 一 一 “SiCoIt ， é, 一 一 SINw,t 
wl wl 


10. 1. 19 ”两 个 质量 分 别 为 Mm, 且 Mm 的 质点 被 
两 根 长 / 不 可 伸 长 的 轻 绳 挂 在 支架 上 ,用 一 根 劲 度 系数 为 
&、 原 长 等 于 两 支点 间距 的 轻 弹 簧 将 两 质点 相连 ,如 图 
10. 16 所 示 . 求 沿 两 质点 连 线 在 平衡 位 置 附近 做 小 振动 的 
简 正 频率 ,给 出 在 每 个 模式 中 m 和 M 的 运动 之 间 的 关系 ， | ’ 
写 出 通 解 . 若 t=0 时 ,mm 静止 在 它 的 平衡 位 置 ,M 从 一 个 初 : 6 
始 正 位 移 处 静止 释放 . 系统 的 总 能 量 为 E,( 取 平衡 位 置 为 
势能 的 零点 )、 弹 筑 很 弱 , 且 M=2m, 求 以 后 运动 期 间 被 m 获得 的 最 大 能 量 . 说 明 在 哪里 
用 了 弹簧 很 弱 的 条 件 . 

] 


] 


解 工 = 二 一 mA 61 二 一 MI G2— hl (0 —01) —mgl(1—cosh, )— Mgil(l— cos0t,) 


2 2 
om 6 十 方 Mi bi— (hl tmgl Ot — (kl + mgl) + kL, 
E 中 人- 区- 
得 ml 0 1+ (kl+mg)0— ki0,=0 
MI 0 s+ (kl+ Mg)0,— kl0=0 
简 正 频 率 w 满足 的 方程 为 


kl+me— milw — kl 
— kl kl+ Meg— Miw: 


解 =F 


mMeg 十 kilm + M) 


CU 一 - 


mMi! 
分 别 代 入 (kl+mege—miw’)u— klus=0 

令 全 一 1,x 和 2 一 1, 可 得 zx 各 一 1,z 多 一 一 1 
如 振动 模式 可 用 图 10.17 表示 ;第 一 种 振动 模 
< 式 , 简 正 频率 为 mw,m 和 M 同 相位 且 振 幅 相同 ;第 
0 2 二 种 振动 模式 , 简 正 频率 为 w,;,m 和 M 的 振动 相位 
图 10. 17 相反 ,振幅 也 不 同 ,m 的 振幅 与 M 的 振幅 之 比 为 

1: 1 


通 解 为 


，778 。 力学 (下 册 ) 


一 人 1COS 


0 =—Cu' Vecos(wt 十 a] ) 十 Cu! cos (wt 十 Qy ) 
十 Cycos miMg 十 klCm + ww 


| 
Iii mMi 


0, ~—Cius cos (wt 十 Q1) 十 Cu Cos (wt 十 0 ) 


0 
一 CicOS 全 十 四 | 一 MC2COS mM 人 十 My 十 ww 
对 于 下 列 初始 条 件 ， 
上 一 0 时 ,0 一 0， 0 一 0， 罗 一 bo， 0 一 0 

其 中 92 满足 下 列 方程 , 取 正 根 : 

方 A128 十 六 Mg1b5 = E 

| 2E, 
所 以 0 一 &12 十 Megz 
确定 (1、Cz、al 、Q2 的 方程 为 
LI1Cosai 十 Crzcosay 一 0 
-一 Ciwsina — 人 ?czSIna， 一 一 
CicOSai 一 17Cacosas 一 0,0 


， ni 。 
四 Ciwisina 十 et 二 0 


解 出 2 一 0， xz 一 0 
C = C, 一 一 元 
用 M 一 2m 这 个 条 件 ， C1=0w Cs 一 一 二 go， 
几 一 sulcoswt — COSw,t) 
0 = 和 bu coswit 十 Tcoswt| 


fg femg+ 3k! /2 
其 中 MTN 2ml ?2TN R12meal 


质点 m 的 能 量 为 


_ /2xmg 十 3& _ | 3 | ~ /| 3&L | 一 
Ww 二 prnl 7 lt omg 7 l + fmg wi(l1 十 60) 
人 1- | Ee 
Nmel dmg) NVmeal 


SS 
| 
9 
S 
oro 
二 名 
ST 

| 
LW 
RS 
十 
| DP. 
NE 
oo 
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3 有 7 
其 中 9 一 25 祥 1. 


用 弱 弹 簧 近似 后 ,经 计算 可 得 


EE) = mgl0%[1 十 (1 十 ©) “sin’cw,t 十 COS’ wt | 


一 2(1 十 和 )sinolit + sinw,t 一 2coswitcosw,t | 
全民 of{1 一 cos[(w 一 w)t]) ( 略 去 一 切 小 量 ) 
显然 质点 m 的 最 大 能 量 为 
Fimax 一 EL — (— 1)|= EE, 


10. 1. 20 质量 均 为 ，。 茶 电 区 为 e 和 1 而 金属 小 球 ,用 同样 长 度 为 的 .不 可 伸 长 的 轻 
绝缘 绳 系 在 同一 水 平 线 上 ,两 悬 点 相距 为 a. 让 两 球 在 其 平衡 位 置 附近 做 小 振动 , 求 简 正 
频率 ( 设 电 场 力 比重 力 小 得 多 ). 


包 bi 
Ce” 
“ET 人 4reoa 


其 中 六 一 ((a 十 /sing, 一 /sinb )2 二 [EC1L 一 cosb) 一 51 一 cosO 7 J} 


~za| 1 十 (0 一 全 ?十 a 一 六 六 | 


Z 
rm 一 寺 [1 一 和 (0 一) 十 等 (0, 9 
V ~: amt Lan e000 + EE -0 一 01)’ 
2 gLU]1 2 &LU2 47re .02 2 1 5 2 1 4 
| 了 2 2、 _ el el 
-| 2 mg! 十 men | (0 十 0 ) | fneoa ; (0, 0 ) 
L =im6: + Lm6:— mgl + > 友 |( 信 十 如 ) 十 起 ——00 -+_el (6 6,) 
2 ! 2 < 2 27eoa 12 4reoa2 < ! 
; # 2) a 
drt a 0 0 
得 
& ee ee 
0 十 |& 下 neoma’ | 0 re ma t dxeomila?: | 0 
2 2 2 
2 & _€ ___¢ EE 
02 十 | l 十 reoma’ > EC dnemla’ 


在 势能 函数 中 出 现 9.、9, 的 一 次 方 项 ,是 二 阶 微分 方程 中 出 现 非 齐 次 项 的 原因 ,而 这 

种 情况 的 产生 是 因为 9, 二 0.9;==0 不 是 平衡 位 置 ,平衡 位 置 bb 是 这 个 非 齐 次 方程 的 一 
人 

中 十 3 | Oo 和 e lo 十 ee -一 一 0 


XE ma mas dneomla’ 


Ten ma’ 


。 780 ， 力学 (下 册 ) 


2 2 


& € -< _p __.€ 
l reoma3l ”” néema’ ?© drxemila? 
由 对 称 性 可 知 ,20 一 一切 0 , 可 解 出 
2 
02。 一 一 io -一 < 


4(xeoma’p 十 2e27) 
如 取 0 一 0 一 0 ,0 一 0 一 0 二 阶 微 分 方程 将 是 齐 次 的 ， 不 论 用 内 、 4 还 是 用 1 8， 作 广 
义 坐 标 , 不 仅 食 正 频 率 相 同 ,而 且 简 正 频 率 满足 的 特征 方程 也 是 相同 的 ,特征 方程 为 


人 十 A 一 一 和 A 
一 人 
— A 全 十 A 一 
2 
其 中 A Tema 


_/& _ jg _ /gg ,2e 
解 出 1 1 “2 l +124 Z tzemas 


10.1.21 质量 为 MW 的 物体 被 限制 在 水 平 的 xz 轴 
上 元 摩擦 地 滑动 ,质量 为 m 的 质点 通过 一 根 无 质量 
的 ,长 度 为 5 的 ,不 可 侍 长 的 线 和 MM 联结 ,m 限 在 竖 直 
的 zy 平面 内 运动 ,如 图 10. 18 所 示 . 

(1) 写 出 系统 的 拉 格 明日 睫 数 ; 

(2) 就 小 振动 情形 . 求 简 正 坐标 ,并 加 以 说 明 ， 

(3) 求 用 简 正 坐标 表达 的 系统 的 运动 学 方程 . 

解 (1) 用 2 为 广义 坐标 ， 


1 
2 


10. 18 


T -lMii+t -ma[ (之 十 b bcosO)? + (6 Gsing )*] 


= (M+m) ?+ jmb: + mb i Gcosb 
V =me2(l 一 cosy) 
= (M 十 ze) z? 十 mb 6’ + mb i bcos0 — mgb(l — cosO) 
(2) 对 于 小 振动 情形 ， 
= 二 (M+ m) ?十 记 mb? 十 mbz6 一方 mmB60: 


aL 
由 中 | 到 | 一 中 一 得 运动 微分 方程 为 
(M 十 mm) ZX 十 m60 = C( 常 量 ) (1) 
z+606+-+g0=0 (2) 
若 令 1 一 z 十 一 2_6, 则 (1) 式 可 改写 为 


m+-M 
(m 十 M)7=C 或 y=0 
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_C. 


7 是 一 个 简 正 坐 标 , 它 的 物理 意义 是 系统 的 质心 的 z 坐标 ,质心 在 zx 方向 做 速度 为 二 地 计 


的 匀速 运动 ， 
由 邓 二 0, 芝 二 一 到 9 ,将 它 代入 (2) 式 ,(2) 式 变 成 


Mb 
mM 


0 十 gb 一 0 
可 见 ,9 就 是 另 一 个 简 正 坐标 . 
9 表示 的 运动 是 简 谐 振动 , 简 正 频率 为 


(m 十 M)g 
Mb 


ty) 一 一 


”CC J CC 


0 = A cos me tia 


C、D、A 和 a 均 为 积分 常数 ,由 初始 条 件 确 定 . 

10.1. 22 由 质量 为 m 的 质点 和 长 为 7 的 轻 强 组 成 
的 单 摆 ,悬挂 在 质量 为 M 的 物体 上 ,该 物体 置 在 光滑 的 
水 平面 上 ,并 用 一 根 劲 度 系数 为 的 水 平 轻 弹 先 连 到 一 
国定 点 ,如 图 10. 19 所 示 . 

(1) 写 出 系统 的 拉 格 明日 函数 ; 

(2) 求 系统 做 小 振动 的 角 频 率 . 


解 (1) z 轴 的 原点 取 在 弹 赞 为 原 长 时 物体 所 在 位 图 10. 19 
置 ， 

T =»M 元” 十 mz 十 1 6 + 21 x bcos0) 

V 一 二 二 melt(l 一 cosy) 


了 一 FM 十 1) 证 < 十 pp 6° + ml bcos0 一 pL — mgl(] — cosyd) 


(2) 做 小 振动 ,9、x、96 和 之 均 为 小 量 ， 
Lo 7M 十 m) ?十 ml Pmlz6— ps — mgl 
2 | 一 守 一 0 得 
(M+m)zx+mi0+hkr=0 
ml0 十 和 到 十 magg 一 0 
设 过 一 tcCOS(wt 十 w) LO 一 zcOos (wt a) 


代入 微分 方程 组 ,可 得 
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站 一 710 网 
2 


一 0 
-一 mew’ TE jw 
[ ts 
wui、us 要 得 非 零 解 ,必须 系数 行列 式 等 于 零 ， 
gk CM m)o’ 一 mew’ 
mw Fe mw = 0 


Mo — |k+ (Mim E+ =0 


(M+m)gei+eki+v LM+m)etel | — 4kMeol 


解 出 1 一 2 MI 
/M+m)eiki—vV| (Mim)etel | —4eMel 
2 2M1 
Am 10. 1.23 质量 为 2m 和 m 的 两 个 质点 ,用 两 根 劲 度 系 数 均 为 由 
, 轻 弹 乱 悬 挂 在 固定 的 支架 上 ,如 图 10. 20 所 示 , 只 考虑 竖 直 方向 上 的 运 
动 . 


(1) 求 系统 的 简 正 频率 ,并 描述 每 种 模式 的 运动 ; 

(2) 将 质量 为 2m 的 质点 从 平衡 位 置 缓 慢 地 向 下 移动 一 段 距离 i， 
然后 放 开 ,让 系统 自由 振动 , 求 质 量 为 m 的 质点 的 运动 . 

解 (1) 取 竖 直 向 下 的 y 轴 ,yy 分 别 表示 上 、 下 两 个 质点 的 位 置 ,原点 均 取 在 肪 
点 ,再 设 上 .下 两 个 弹簧 的 原 长 为 Li, 则 


L=T 一 V = 二 X 2m 这 十 方 放 站 十 Smgy1 十 mey2 


mi 


图 10. 20 


一 CO 一 一 CO — yr — Lo) 


2m V1 十 28y — ky — 2mg — kli kls = 0 
m yz 十 &yz 一 ky — mg ~— kls = 0 
令 1 二 V1 十 加 ,yz 一 yz 十 Y, 使 
2kn, — kn, — omg — kli + kls= 0 
kn, 一 kn — mg — kl, = 0 


则 运动 微分 方程 可 改写 为 
2m » 1 十 2ky1 一 有 yz 一 0 
my Ry:— kyl=0 
y1 一 办、 y2 一 六 或 y1 二 0、ys 二 0 为 系统 的 平衡 位 置 . 
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A 1 lee  __ le 2 
令 yi 二 we“, ys 二 use ,可 得 


I 一 天 zi 
一 0 
一 天 k— mwl zs 
92k — 2mew’ —k 
特征 方程 为 —0 
一 开 k— mew’ 
解 出 
V2 | V2 
和 1+ | 遍 ， AN 
将 wm、 分 别 代入 关于 zi、 的 方程 组 , 令 wi? 一 1,u4? 一 1, 可 得 wy 一 一 VB,u 罗 一 
~/ 2 . 
振动 模式 可 表示 为 


描述 如 下 ; 按 简 正 频率 为 w 的 模式 振动 ,上 、 下 两 质点 的 振动 相位 相反 ,振幅 比 为 
1 : M2 ; 按 简 正 频率 为 w 的 模式 振动 ,上 、 下 两 质点 的 振动 相位 相同 ,振幅 比 也 是 
1: /2. 
(2) 系统 的 通 解 为 
y= A cos(wit 十 ai) Beos(wt 十 az) 
ys =— MM 2 Acos(wt + a1) + MM 2 Beos(wt + Qs) 


初始 条 件 :t= 二 0 时 ， yi 二 ys=l, yi 二 y= 二 0 
2 _1l, V2 TI V2 
定 出 Ql 二 Q; 王 0， 4=- 二 | 1 一 立 2 B=1|1+ M2 
下 面 的 质点 的 运动 方程 为 
yy 二 如一 了 (一 VE +1)icos| 1 2) 


+ 3(VE r+)ios| 1 -~ | | 各 ++ 


个 质量 为 m 的 质点 .用 三 根 无 质量 的 、 劲 度 
系 烤 分 别 方 & 和 六 的 弹簧 连接 组 成 的 系统 ， 
如 果 这 更 个 质点 从 图 上 所 标 出 的 对 称 的 初始 
位 置 静止 释放 , 求 此 振动 周期 . 
内 ” 如 只 考虑 两 质点 沿 连 线 方向 的 运动 ,这 个 系统 有 两 个 自由 度 . 取 zi、zxs 分 别 表示 
左 、 右 两 个 质点 的 位 置 , 原 点 均 取 在 平衡 位 置 ,zi 向 左 为 正方 网 ,zs 回 右 为 正方 同 ， 
] 1 1 


. ] . ] 
二 om 这 ?十 om 这 一 DRX 一 三 7 一 DR CX 十 廊 ，)“ 


图 10. 21 
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aL 

中 计 |- 芝 ~ 

得 
Ml Zi 十 &Azi 十 有 (zi 十 z) 一 0 (1) 
m Xs 十 rs 十 h(x 十 xX) 二 0 (2) 


由 系统 和 所 给 初始 条 件 的 对 称 性 ,只 有 一 种 振动 模式 被 激发 . 用 上 述 的 zx;、x; 坐标 ,两 质 
点 始终 有 zi 二 x2, 即 两 质 上 忌 的 振动 振幅 和 相位 都 相同 的 振动 模式 被 激发 . 
(1)、(2) 式 可 改写 为 
m xi 二 (2k' 十 kk)x= 二 0 
m xX, 二 (2k’ 十 k)x, 一 
立即 可 得 振动 的 角 频 率 和 周期 分 别 为 


/2 十 大 [|__m 
m f= 27 2& 十 
10. 1.25 考虑 一 质量 为 m 的 粒子 在 二 维 势 场 
V(rX,y) 三 一 全 十 pL 十 A 
(iD0, 均 为 常量 ) 中 的 运动 , 求 ， 
(1) 在 什么 点 (xo、yo) 质 点 处 于 稳定 平衡 ? 


(2) 给 出 围绕 这 个 平衡 位 置 做 小 振动 的 拉 格 天 日 函数 ; 
(3) 求 (2) 问 所 述 振动 的 简 正 频率 . 


oaV oaV 
解 (1) 由 于 一 0 及 光一 0 可 得 
一 kr 十 Arxy 十 T= 二 0 
Aor’ y=0 


以 下 几 组 (x,y) 均 能 满足 这 两 个 方程 , 均 为 平衡 位 置 . 


jk jk _ 
二 10 一 A 0 一 A 一 4， 


yio 一 0; yr0 一 0; Ya0 任意 . 
9 3 aV 
Fa dT) 十 2 cay ddy 十 3 
一 《一 包 十 Ay 十 37 (dzx)? 十 4ANzxzydzdy 十 Ax:(dy)? 
将 (xio , yi1o) 或 (Tz0 ,y20) 分 别 代 入 上 式 , 均 得 
aV aV oa“V kA 
Fz (dr) 十 2 royd dy 十 EN 二 2k(dx)? 十 NX dy) >0 
可 见 , 这 两 个 位 置 都 是 稳定 平衡 位 置 . 
将 (zsoyyso) 代 入 ， 


9 了 9°V 3 了 
dz) 十 2 23ydzdy 十 EA 一 《一 下 十 Moy )Cdz) 
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可 见 ， 当 一 上 十 0y30 这 0， BB ya30 一 刀 ， (0, yso) 的 那些 点 都 是 “稳定 平衡 位 置 ”, ys 二 


一 人 ,(0,yao) 的 那些 点 也 都 是 “稳定 平衡 位 置 而 当 一 上 十 Noy 和 <0， 即 -Vt ~y% 


/和 的 那些 点 0,ys) 是 不 稳定 的 平衡 位 置 ,在 (0,yso) 对 于 yso 不 限 , 沿 y 轴 均 是 随员 平衡 


的 . 
( 2) 考虑 (zioyyo) 这 个 平衡 位 置 ,将 V (zyy) 在 (zi, yo) 点 作 泰 勒 展开 , 令 Xx 一 并 一 


Vy =», 风 


VT,y) =— sk ‘| + E+ pi 和 | y+ 
| 
_ + 
L =7mz' + my kr" 2 磺 


考虑 (xzo ,yzo) 这 个 平衡 位 置 ,将 V(x,y) 在 (xzo;yzo) 处 作 泰 勒 展开 ,也 保留 到 二 级 小 
量 . 邻 福 zt ,y 二 y. 和 上 面 一 样 . 计算 


1I9V| 9V 92V 
V(x ,Y') 二 (0,0) 十 | C00 “十 2 一 一 一 ry oo 十 3 oy :| 
可 得 
了 12 -二 19 kAo 19 Rk 
L = 27 十 my kX 2 Wm 
] . ] . _ kN 


考虑 (0, ys0) ,其 中 oo/ 和 或 人 ,V(xz,y) 在 这 些 位 置 作 泰 
勒 展开 ,保留 到 二 级 小 量 , 可 得 


V(x ,yy) 一 


De 


(一 此 十 Aoy30) 


1 
2 
L = 地 训 十 方 砚 识 一方 ( 一 和 十 hyo) 


(3) 对 于 在 稳定 平衡 位 置 | 、/ 生 ,0 或 | 附近 的 小 振动 ,有 完全 相同 的 拉 格 
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天 日 方程 ， 
Mi 苑 十 287 一 0 


均 有 两 个 简 正 频率 , 沿 方向 振动 ,二 将 , 沿 y 方 向 振动, 一 *. 沿 其 他 方向 ,是 
z 方 癌 角 频率 为 wi 的 简 谐 振动 与 y 方 同 角 频率 为 w 的 简 谐振 动 的 合成 运动 . 
对 于 第 三 组 稳定 平衡 位 置 附近 的 小 振动 ， 
m 并 十 (一 十 Aoy30)X 二 0 
二 常量 


有 一个 简 正 频率 ,一 人 / 一 《二 “2 ,其 中 ys> 生 或 yt 但 这 小 振动 仅 限于 在 


与 工 轴 平 行 的 方向 ,因此 严格 地 讲 ,这 些 点 不 能 算 作 稳定 平衡 位 置 ， 

10. 1. 26 一 个 质量 为 m、 半 径 为 + 的 
小 球 , 用 一 根 长 为 /的 .绝缘 的 、 不 可 伸 长 的 
轻 强 挂 在 电容 器 两 极 板 的 中 间 , 两 极 板 接 
地 ,间距 为 L, 球 的 电势 为 V ,平衡 时 , 球 位 
于 上 距 两 极 板 等 距离 处 ,绳子 在 铅 垂 方向 , 电 
势 满足 什么 条 件 时 , 球 可 在 平衡 位 置 附近 做 


时 
J 一 x* 小 振动 , 求 振动 的 角 频 率 , 为 了 简化 计算 ,可 
作 适 当 的 近似 . 
图 10. 2: 拱 示 ;可 用 两 个 镜像 电荷 代替 两 个 接地 


的 极 板 ,而 不 是 用 两 串 镜 消 电 科 来 代 蔡 两 个 接地 的 极 板 . 
解 ”小 球 所 带 的 电 疆 为 
gq := 4NXe0rV 
用 两 个 镜像 电 蓓 代替 两 个 接地 的 极 板 来 考虑 对 小 球 的 作用 . 
取水 平 的 z 轴 , 永 点 到 在 平衡 位 置 ,表示 小 球 位 置 的 坐标 zx.9 只 有 一 个 是 独立 的 ,小 
球 位 于 x( 或 0) 位 置 时 ,两 个 镜像 电荷 分 别 位 于 z 坐标 为 L 一 z 及 一 L 一 x 处 ,与 小 球 的 距 
离 分 别 为 一 2x 及 工 十 2z, 如 图 10. 22 所 示 . 用 9 作为 广义 坐标 ， 


r= /lsing, 二 一 /0cosb 


小 球 的 动能 了 和 势能 UU 分 别 为 
一 wml 0 
0 = 一 和 [了 + 了 证 melll 一 cosb) 
_ 2 jo _ 二 | 十 mgl(1 一 cosb) 


2 2 一 上 
一 菇 - 革 -各 tmea -ew 
由 
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a 颖 1 。， 外 加 2 | 。 人 32reor VA), 
27rEn tT mat 20 2 "8! Treo ′ 一 2 78! 也 


和 全 和 0 
a ger 
因此 要 求 电势 V 满足 的 条 件 是 
7 gL 1/2 
"< | 64neor! 


L 
在 平衡 位 置 附近 做 小 振动 的 运动 微分 方程 ,由 是 | “| 一 鸡 一 0( 其 中 二 T 一 得 


ml?0 十 mg 一 Sr |0 — 0 
二 | 加 rer | 172 
l mL | 
况 明 : | 当然 是 用 两 串 镜 像 电 荷 而 不 是 只 用 两 个 镜像 电 何 ， 


] 


[7 一 9 1 | 
(2n 一 1) 于 十 27 (27 一 1)L 


4reo 一 ke 一 一 Zz 


+ me(l oO— cosg) 


2 


.qd ] 4 并 加 
加 2 > (2n 一 机 十 (on 一 1727? 1 + mg(l cos0) 


2 


4 
2 和 + meglio 


27rE4 LL 
[1 32xeor V7 | ， 
~| 2 m8l 13 a | 
1 
其 中 a= 2 (2n—1) 


可 在 平衡 位 置 附近 做 小 振动 ,要 求 电 努 满 足 的 条 件 改 为 


3 


172 
V < | -EL 


。 pgp—1/2 


64rxeor’! 
小 振动 的 角 频 率 改 为 
gg 64neor:V 1/2 
| l mL 9 
这 个 无 穷 级 数 -7 收敛 是 很 快 的 ,只 取 一 项 (x 一 1) 时 ,a 一 1, 取 两 项 时 (x 一 1， 


2) ,a 二 1.037, 取 三 项 时 ,a 二 1. 045, 取 四 项 时 ,a 二 1. 0479, 取 五 项 时 ,a=1. 0492. 

可 见 , 用 两 个 镜像 电荷 而 不 用 两 串 镜像 电荷 所 引起 的 误差 是 相当 小 的 . 

10. 1.27 三 个 自然 长 度 为 ~/ 2 、 劲 度 系 数 为 的 轻 弹 先 , 与 一 质量 为 m 的 质点 相 
连 ,三 个 弹簧 的 另 一 端 分 别 固定 在 (一 1,1)、(1,1) 和 (一 1, 一 1) 处 ,质点 和 2 仅 在 水 平 且 光 
滑 的 zy 平面 内 运动 . 

(1) 写 出 系统 的 拉 格 姑 日 函数 ; 
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(2) 确定 平衡 位 置 , 并 说 明 是 否 稳定 平衡 ; 
(3) 写 出 系统 在 平衡 位 置 附近 做 小 振动 的 拉 格 天 日 函数 ; 
(4) 求 简 正 频率 和 简 正 坐标 ; 
(5) 辑 出 振动 模式 图 
1 


解 〈1) LL=T-V=smi + om ok{[r 十 1)2 十 (y 1 JV) 


k{[Cz— 1):++ (y— 1) 2—~vV2 六 


Fo | 六 | 一 


&tfECz 十 1)2 十 (7 十 1)2342 一 AAA2 全 


(2) 平衡 位 置 处 有 


由 二 一 0 得 
十 1 
[VC 二 TO 一 MT 
— 1 
pl 
L (并 1) 十 (Yy 1) 2 (一 1)2 十 (yy 一 1)? 


十 1 
hI/ -一 -0 
[VC 十 1 十 (yy 十 1 i 
十 1 TX—1 
_ -V+ 
TiliTz lizrtl “| VE VC 
+ i |- 
V(r 二 1) 人 :十 (十 1)》* 
NW 
由 9y 一 0 得 
—] 
-1+y 一 1 1 V 了 | -天 
?一 1 一 (CCz 二 1 二 (二 17 
+ 0 
/一 1 十 (二 1 CC 十 1 十 (十 T7 


2 | i 1 
2 =k(3— V2 十 
Dx (0,0) (TX 十 1) 十 (y 一 1 7)3 (Tz—1): + (y — 1 
十 -天 二 二 一 一- CCz+D 
(z 十 1 入 十 (人 十 ]) [十 1) 十 《yy 一 工 )2]32 


加 (xT 一]) (过 十 1) | 3, 
[zz 一 1)2 十 (一 1)2]32 [C+ 1? Gy 二 1)?]) 1,0 2 
2 
| 3 
9y”| co,9) Z 
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aV| ,C+D OD) 
aray | co,o) kt 2 ) [CCz 十 1 十 (yy 一 工 )] 22 


加 (rz — 1)(y— 1) 
[ (zz 一 1)2 十 (yy 一 1 开 )2]3/ 


(XT 十 1)(y 二 1) | _ 1, 
(0,0) 


Exz 十 1)2 十 (yy 十 1)23]3/ 2 
92V 92V 932V 

2 一 一 一 YY 2 
az 0 dzrogy (0 > t Oy’ (0,0) 


2 
= 十 xy 十 hy 一 号 | 2 十 ly 十 hy l 0 


2 
可 见 , (0,0) 点 是 稳定 平衡 位 置 . 
(3) 在 平衡 位 置 (0,0) 附 近 ， 


Vy Vy 
V(rz,y) 2V(0,0) 十 二 | < 


二 一 2 2 二 ] 十 a°V | :| 
ar’* C00 十 gy (O00 ay’ C0,0)2 


=- 二 | 3,2 1... .3 : 
一 了 | kx’ 十 ry 十 2 ky 
了 .2 了 2 1 [3 2 3 :| 
L= omi tins 2 < 2 tryT oy 
(4) 由 动能 、 势 能 的 表达 式 , 可 写 涡 性 矩阵 和 刚度 迁 阵 为 . 
3, 1 
1 0 , 2 2 k 
lo nm 3 
24 2 
H=K— wM 
HH 必 村 -一 
3 
ok -一 mo >k Wi 
二 0 
pL: — ~ 一 me wo 
pe mow? 六 
1 3 一 
4 Dy, 2 
2 k 2 R mw 


mw 一 3mpkw’: + 2k: = 0 
2k k 
解 出 (1 一 mm ? 《LU2 一 yy 
将 oo 代入 (1) 式 , 取 wf ?=1, 得 ww2?= 二 一 1; 将 ww 代入 (1) 式 , 取 wi” = 二 1, 得 ws” 二 一 1]. 
由 简 正 坐标 和 原 用 坐标 的 关系 ， 
(1) 《1 ) 
>》 


Wl Ws M1 Mi 


(2) 
| Us 17721 722 
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-239-。 
简 正 坐标 的 常数 倍 也 是 简 正 坐标 ,可 取 


=zy, 7 一 工 一 》 


为 简 正 坐标 . 
(5) 振动 模式 可 图 示 如 图 10. 23: 


| | 1 
用 原 用 坐标 ， 1. | ; Ca: 》 
Xx y 上 | 


用 简 正 坐标 , 1: 


c 信 022: 6 了 


图 10. 23 
10. 1. 28 一 质量 为 m 的 质点 在 重力 作用 下 在 一 个 方程 为 
之 二 TX 十 y 一 XY 

的 光滑 曲面 上 运动 ,其 中 > 轴 指 问 竖 直 门 上. 

(1) 求 此 质点 的 运动 微分 方程 ; 

(2) 求 质 点 围绕 稳定 平衡 位 置 做 小 振动 的 简 正 频率 ， 

(3) 车 将 质点 由 平衡 位 置 稍微 移 开 一 点 再 放 开 它 , 要 保证 只 有 和 较 高 频率 的 简 正 模式 
被 激发 ,x 和 y 的 位 移 之 比 应 为 多 大 ? 

解 (1) z= 二 Xx 十 y 一 Xxy 

2X 十 2y 一 和 yy 一 TY 三 守 (27 一 y) 十 3》 (2y 一 工 ) 
一 方 mm[i 十 证 十 (27T 一 y) 了 十 y(2y 一 zx) 
227m y)2y— 7X)|— me(r ty — ry) 

dlaL) aL 
由 | 2 | ag 得 

和 [十 二 (2r 一 2)2 十 (2r 一 y)(2y — z)] 

=—2X(27T 一 y) 一 六 (2y 一 ZT) 十 2 一 Z) 一 下》(27r 一 3) 一 28Zz 十 8 
[3 十 立 (2y 一 2 十 过 (27 一 y)(2y 一 工 ) | 


一 一 和 (2z 一 人 十 2y(2y 一 zz) 一 六 (2y 一 Z) 十 223(z 一 y) 一 2g8y 十 gz 
ny odV aV 
(2) 在 平衡 位 置 ,+ 二 0,y 一 0, 区 二 0,》 王 0, 由 上 述 运动 微分 方程 或 由 3 一 0, 3 一 0， 
均 可 得 平衡 位 置 满足 的 方程 为 
一 28z 十 8Sy 一 0 
一 28y 十 8SZ 王 有 
可 见 ,z 一 0,y 一 0 为 平衡 位 置 . 
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在 平衡 位 置 附 近 的 运动 , 仅 保留 二 级 小 量 , 拉 格 姑 日 阔 数 可 近似 为 


“~ Bm 十 了 ) 一 Mg Ty ~ ry) 
和 < | 一 芷 一 0 或 由 上 述 运动 微分 方程 作 近似 ,只 保留 一 级 小 量 , 均 可 得 在 平衡 位 轩 
附近 运动 的 运动 微分 方程 为 
人 二 一 2 BC 人 十 py 
y=— 2gy 十 gz 
设 T= 二 wicos (wt a) 
y= uzcos (wt a) 


代入 运动 微分 方程 ,得 


2g 一 地 -一 wu 
| ” |=0 (1) 
—& 2g 一 w |) \u 
特征 方程 为 
2g—w 一 
所 百 0 
一 
凡 一 4go 人 十 3g 一 0 
解 得 WV 5 ， Ws—~\M 38 
(3) 将 w 代入 (1) 式 得 
(2g 一 38)z — gu2” 一 0 
(2 
5 1 


因此 , 当 zx、y 的 初始 位 移 大 小 相等 、. 正 负 号 相反 时 ,从 那里 静止 释放 ,就 只 有 较 高 频率 的 
振动 模式 被 激发 , 委 5 一 一 1 就 是 题目 要 求 的 x 和 y 的 位 移 之 比 . 

10. 1.29 图 10. 24 中 两 物体 质量 均 为 m、 两 弹簧 的 芽 度 系数 
均 为 ,绳子 不 可 伸 长 ,绳子 与 滑轮 间 无 摩擦 力 . 当 系 统 在 平衡 位 置 
时 给 左边 物体 向 下 的 初速 度 w, 求 系统 的 运动 ， 

解 ” 取 竖 直 向 上 的 zi 坐标 表示 右边 物体 的 位 置 , 竖 直 问 下 的 
zs 坐标 表示 左边 物体 的 位 置 , zk、zs 的 零点 分 别 为 系统 平衡 时 m1、 
m2 所 在 位 置 , 弹 赞 力 和 重力 的 合力 的 势能 为 


V = ps 十 hz ?= Rr? ps — hx,x, 


] 
T= Fmilt smi 
办 | | 2k 了 
M = ， 时 一 
0 和 一 天 k 


图 10. 24 
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由 |H|=0 得 
mw 一 3mkw: 十 有 2 一 0 


2 3 十 V5& 3—~Y5 k& 


2 


2 7 2 m 
—~ > VD 一 上 
H(w,) 一 
有 ] 十 5 有 
2 
革 十 5 . 8 
2 
adjH (w;) = 
k tM? 
2 
取 uu 二], 则 “P= Vo 
1 EY 5 _. 
Hl(w,) = 
一 1 十 /5 天 
2 
一 1 十 5 有 
2 
adjH (w,) = 
. 1 十 ^5 有 
2 
取 w= 二 1, 则 w= VD 
两 个 特 解 为 
Zi = sin(wt 十 al) 
友人 1) _ 一 VY in 十 a) 
Xx = sin(wt 十 a,) 
xi) 一 sin(wy 十 a,) 
通 解 为 


1 一 Cx 十 人 2 -一 Csin(Cwt 十 al1 ) 十 C ,sin (wt 十 az ) 
Ta 一 C1Z3 十 Co 和 2 


一 人 人 Csin(or 十 al) 十 


初始 条 件 为 :一 人 时 ,z= 二 0, 评 二 0 ,zs 二 0, 廊 ;二 vo, 定 出 


UD jm Un | mm 
CG < 一 一 一 一 一 0， 270Y 一 ， CC 二 =— 0, 724v 一 一 
1 全 有 wy 0 bk 2 5 w, 0 k 


Csin (wt 十 Q， ) 
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0， s18 /| 
mt 
0, sl8/ & 
mm 


XX] 一 一 0, 270670 A | Sin 1. 618 | ,| 十 0, 124v0 A | sin 
7IZ 
人 区。 二 0， 171wvo A| Sin 1.618 jt, 十 1， 17v0 A| Sin 
m 


10. 1. 30 质量 均 为 m 的 两 小 球 固 定 在 
长 度 为 2 的 轻 杆 上 , 杆 的 两 端 支撑 在 劲 度 系 
数 均 为 有 的 弹簧 上 ,如 图 10. 25 所 示 , 求 系统 
只 做 竖 直 方向 的 小 振动 时 的 简 正 频率 以 及 节 
点 (振动 模式 中 保持 不 动 的 点 ) 的 位 置 ， 

解 ” 取 竖 直 向 上 的 zzz、zs 轴 分 别 表示 
杆 的 右 站 .中 心 和 左 端 的 位 置 ,原点 分 别 取 在 
弹簧 为 原 长 时 1、2、3 点 的 位 置 . 

1] 2 


2 2 


图 10. 25 


了 — hz 十 ps 二 mgXxi mgzx? 

ZXi、z2、Xs 不 是 都 独立 的 ,有 约束 关系 

X2 - 六 (zi 十 za)， 或 za 一 27s 一 2 
取 zzs 为 广义 坐标 ， 

V 一 二 kz 十 十 EC2zs 一 z)2 十 mg + mnB: 

一 &z 十 2k72 一 2RZiZ 十 mgzi 十 ME? 
中 有 广义 坐标 的 线性 项 是 因为 mm 、zs 的 零点 未 取 在 平衡 位 置 . 由 zz 一 0、 3 一 0 可 定 出 
平衡 位 置 


3m m 
1 


邻 区 一 zi 十 党 芝 ,vy 二 zz 十 人 ,可 将 动能 ,势能 写成 
1] . ] . 
一 -7 7 之; 十 了 7 bo 
V =V, 十 kr 十 2k xr", 一 2RZO2 
其 中 Vo= VY ix ,XT'2 ) (00 — VY CX ,TX2) | ( 3 ,~ ) , 因 不 影 啊 结果 ,不 必 算 出 . 


异性 矩阵 刚度 矩阵 和 特征 矩阵 分 别 为 


1 0 
MM 一 
0 mm 
| 2k 2 
K 一 
一 2k 4k 
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ok — mo 一 2 
H=K—wM = ， 
一 2 Ak— mw 
ok 一 mw’ 一 2k 
IH| = 一 0 
一 2k A4k 一 meow’ 


mw 一 6kmew’ 十 4k’* = 


可 得 由 一 (3 十 WV5 ) 全 ， 名 一 (3 一 VV 5) 和 
ie 一 2 
好 (li ) 一 
一 2k (1 一 人 5) 上 
WA 2k / 
adjH (w!) = 
2k 一 (1 十 人/ 5)k 
取 zx 生 一 1, 则 
us — ~ V5 一 一 1.618 
(一 1 十 人 5) 一 2k 
H(w,) -一 
一 2k (1 十 57)R 
Wa 2 
adjH (w,) = 
2k (一 1 十 人/ 5)k 
取 zx 和 2 一 1, 则 
nS) 一 V_ — 0. 618 


两 种 振动 模式 中 节点 的 位 置 如 下 图 10. 26(a)、(b) 所 示 ， 


对 于 简 正 频 率 为 


的 模式 ,节点 位 于 2 点 的 右 方 s 处 ， 


”1.618, s=0.618 
— $$ 


对 于 简 正 频率 为 
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ww; 一 A/ (3—~v 5 ) 生 一 0.874 和 /和 


的 模式 ,节点 位 于 2 点 的 左 方 处 ， 


S 


s+i 
10. 1. 31 一 个 质量 为 4m、 半 径 为 22 的 均 质 半球 形 碗 静 置 在 一 光滑 的 果 面 上 ,其 边 
缘 所 在 平面 是 水 平 的 .在 它 内 部 躺 着 一 个 质量 为 m、 半 径 为 5b 的 完全 粗粮 的 均 质 球 ,系统 
运动 时 , 球 心 与 碗 心 保持 在 一 个 竖 直 平面 内 , 即 系 统 平衡 时 它们 所 在 的 竖 直 平面 . 证 明 ; 小 
振动 的 简 正 频率 为 wm 、wz, 其 平方 oi、wi 是 下 列 方程 的 根 ， 
1565:x’: 一 260pgz 十 758 一 0 
证 明 先 求 半球 形 碗 的 质心 位 置 , 由 图 10. 27， 


mxc 一 |zdm 


= 0.618,， s = 二 1. 618l 


X=rsing, m = 2xr’p 
位 于 xz 一 zz 十 dz 处 的 质 元 质量 10. 27 
dm = 2xrcos0 «rd. 0 


ging : ponr _ 1, 
Xec 一 | rsing » DO2rrcosld = =r=6 


0 2 
这 里 用 了 半球 形 碗 的 半径 > 一 20， 
半球 形 碗 对 通过 碗 心 的 水 平 轴 的 转动 惯量 为 


_2 2 32 p2 
3 (dm ) (226) 3 mb 


用 关于 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 ,半球 形 碗 对 通过 质心 的 水 平 轴 的 转动 惯量 为 
1 一 了 一 dm = Smb 
取 静 坐标 系 Oxy 1、y1 表示 碗 的 质心 C 的 坐标 9 2s YY? 表示 球 心 DD 的 坐标 ,ao 表示 
碗 心 的 二 坐标 ,p 是 OC 与 竖 直 线 的 来 角 ,9 是 O'D 与 竖 直 线 的 夹 角 ,用 y 表示 球 围绕 球 
心 顺 时 针 的 转角 ,如 图 10. 28 所 示 . 
以 To DO 作为 广义 坐标 9 
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zl = ro, — bsing, Z| = Zo, — b peosg 
y= 2b— bcosp, 加 =bosing 
zy = zo t+ bsing, zs = zo + b OcosO 
ys = 2b — bcosb, Y, = 6b Osing 
考虑 碗 为 参考 系 , 球 与 碗 的 两 接触 点 间 无 相对 滑动 ,D 点 的 速度 为 6(9 十 9), 球 上 的 
接触 点 相对 于 万 点 “ 平 动 参考 系 ”( 对 碗 参考 系 而 言 ) 的 角速度 也 就 是 球 相 对 于 碗 的 角 速 
度 设 为 (规定 顺 时 针 方 向 为 正 ) , 则 
56 十 内 一 0 一 0 
所 以 几 一 0 十 p 
碗 相对 于 静 参 考 系 的 角速度 为 p, 球 相对 于 球 心平 动 参考 系 的 角速度 % 也 就 是 球 相对 
于 静 参 考 系 的 角速度 ,用 角速度 合成 法 则 ， 
y= +9=6+29 
将 六 .2 加 与 zo、9.0、zo、9.9 的 关系 计算 系统 的 动能 ,得 
1 


T= 十 X 4m( 尝 十 记 十 方 1c 罗 十 方 加 (地 十 总 ) 十 二 X 攻 mpeg 


=om(zs, + pb: (7 一 20 Ze DecosgO) 十 pe 二 pb 6 


十 20 Yo prcos9) 十 mb'p 十 到 mb (A 十 2 9)? 
V =4mgy + mgy: 
~4me(2b -- busg) + 328(20 一 pcosO) 
了 有 一 了 一 站 
aL aL 
因为 ~ 二 0， pp 二 常量 二 0 
EO! 


dzro, 
求 简 正 频 率 与 初始 条 件 无 关 , 因 此 我 们 可 以 选取 初始 条 件 , 使 上 述 常量 为 零 ， 
5m zo' 一 4mb pcosp 十 mb bcosbg = 0 


Xo' 一 和 pcosp 一 5b bcosb (1) 
(1) 式 可 以 积分 ， 


Xo' 一 Sbsing 一 到 bsinb 十 常量 


这 个 式 子 的 物理 意义 是 系统 在 z 方 向 动量 守恒 . (1) 式 可 以 积分 ,是 几何 约 东 ,可 以 用 它 
减少 系统 的 自由 度 ,这 样 就 消除 了 一 个 非 振 动 自 由 度 , 剩 下 的 是 两 个 振动 目 由 度 .将 (17 式 
代入 动能 的 表达 式 , 并 做 小 振动 近似 . 只 保留 二 级 小 量 ， 


03, ,2 22 3 p262 名 rs， 
7 oomb 9 十 5 70 0 十 5 m6 po 
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V 之 5megb 十 2mgbg 十 Fmgbe 


136 rz 8 p2 
15 mb smb 
8 ,2 6 p2 
smb 5 mb 
加 站 0 / 
0 mgb 
4mgb 一 pa 四 
HI = IK— wiM| = =0 
一 MESB 一 四 
令 工 二 ww， 
_ 136 x || _6 zj 一 | 一 号 xz| 一 
4mgb ] 5 mb rx|Ilmeb smb sm 0 
约 去 公 因 子 (m6) ,可 得 
624,2 > 208 2 


两 边 乘 以 他 , 即 得 
1560:x: 一 260bgxX 十 75g* 一 0 

10. 1. 32 质量 为 m 的 质点 用 长 为 7 的 不 可 伸 长 的 轻 
强 系 在 另 一 质量 为 m 的 质点 上 ,这 个 质点 又 用 同样 的 轻 强 
系 在 套 在 光滑 水 平 杆 上 的 、 质 量 为 2m 的 小 环 上 . 试 证 :在 平 
衡 位 置 附近 的 小 振动 中 有 一 种 振动 模式 ,下 半 段 绳子 与 铅 
垂 线 所 成 的 角 恒 为 上 半 段 绳子 与 铅 垂 线 所 成 的 角 的 两 倍 ; 
另 一 种 振动 模式 ,上述 两 个 角度 大 小 相等 但 符号 相反 ， 

证 明 ” 取 图 10. 29 的 z、 .2 为 广义 坐标 ， 


T -二 x 2m z? 十 地 mm[ (之 十 1 bcosb)2 + CU bsing)2] 


十 方 mm[( 十 1 bcos0 十 1pcosP: + ( bsinb + ! psing)’] 


—om z+ mr 及 十 六 mn 了 十 zz 之 (2 bcosb 十 pcosD) 十 zz2 0 pcos (0 一 9) 


mi + ml + om P+mi(26 +nD +m 


这 里 用 了 小 振动 近似 ,9、p.9 、9 均 为 小 量 . 
V =mgl(l — cos0) + mel(l 一 cos0) 十 mgill 一 cosy) 
mgl0” 十 Fmgly 


L=T—V 


。798。 力学 (下 册 ) 


因为 


aL aL 
下 二 人 Iz 一 入 量 


与 上 题 所 述 一 样 , 可 取 初 始 条 件 , 使 此 常量 为 零 ， 
之 一 一 二 1(2 6 十 9) 
它 也 是 可 积分 的 几何 约束 ,用 它 可 消除 一 个 非 振 动 自由 度 ， 
T 2m| 一 11(2 0 十 已 | 十 ml?6 十 ml F 


— Fm (26 + D+m/l6p 


2 l 


mt pm 


3 


一 712 4 


pe 
Ps 


| 2mpl 0 
0 mpt 
2mgl 一 ml’ow’ 一 mle 


IH| = 一 0 
一 pA mgl 一 ml 


2 
可 得 wt— Eth 全 一 0 


将 ows 分别 代入 五 ，w==0, 可 得 两 个 独立 的 方程 为 


mglu''’ 一 Fmglub 一 0 


一 21azglzki2 一 2mglu 


\ z2 U2 
所 以 2 人 1 2， 77《21 ] 


(2) 一 
2 一 


这 就 证 明了 位 正 频率 为 \ .5 的 模式 任何 时 刻 均 有 9 一 20, 简 正 频率 为 2 /的 模式 , 作 
何 时 刻 均 有 p= 二 一 0. 
10. 1. 33 一 个 系统 运动 时 ,其 动能 和 势能 分 别 为 


了 一 六 (好 十 冀 十 多 


5 
V 一 201 十 BE 十 2g3 一 qiqz 一 42q3 
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如 开始 时 01 G10 人 2 一作 20 ,gq3 一 qa0391 二 92 二 93 二 0, 求 此 系统 的 运动 . 


解 LT 一 V 一 广 (9f 十 如 十 99) 一 2gf 一 这 gi 一 2g 十 qiqz 十 qzgs 
aL) a  ，、. 


91 十 49: 一 9 一 0 
9: 十 59: 一 9 一 gs 一 0 
qs 十 4q3 一 qz 一 0 
设 符 解 具有 下 列 形式 :gj 二 we“, 代 入 上 述 微分 方程 ,得 
(4—w)u—u = 0 
一 可 十 (5 一 wu 一 uw 二 0 
— Us 二 (4—w)us=0 
特征 方程 为 
4—ar 一 0 
一 1 5—w 一 1 |=0 
ni 一 工 4 一 包 
可 解 出 t= 3 ， 2 一 2， ws 一 人 / 6 ， 
将 w 代入 方程 组 (1), 取 wi”?=1, 得 


2 


) tly 
Dp 一 一 1 Es 一 ] 


将 w 代入 方程 组 (1): 取 w==1i ,得 


wy) -一 0O， us) 一 一 
将 us 代入 方程 组 (1), 取 wi”?==1 ,得 
ws 一 一 2 ， ws) 一 


wwz ws 均 为 实数 ,说明 gj 均 为 振动 . 特 解 可 写 为 
df = cos(V 3t+a) 
qi = cos(M 3 +a) 
00 一 cos(\/ 3 十 a) 


gq‘ = cos (2t 十 a,) 

9 和 一 0 

qs 一 一 cos(2 十 as?) 
0(3) 一 cos(v 6 十 os) 
gs 一 一 2cos(/ 6 十 as) 


gs 一 cos(~/ 6 十 as) 


3 
通 解 为 qj; 一 2 Ciu; cos(witia) (j=1,2,3) 


i=1 


证 qi 一 Cicos(M 3t 二 a) 十 Ccos(2t 十 Qs) 十 Cacos(vV 6 十 as) 
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gq» 一 Cicos(~/ 31 十 ai) 一 2C:cos(、/ 6+ 十 03 ) 
qs 一 Cicos(~v 3 十 ai) 一 Cocos(2 十 ay) + Cscos(v 6 十 as) 
由 初始 条 件 :: 一 0 时 ,91: 一 qioygs 一 gzo,g3 一 gso,g1 一 0 一 93 一 0, 可 定 CI 、C2z、C3s、Ql、az 和 as， 
可 得 
Qi 一 于 [2(gn。 十 qzo 十 9so)cos M3t 二 3(gio 一 gao)cos2t 二 (gio 一 2420 十 gao)cos 61 
过 2 一 二 [ga 十 gzo 十 9so)cos 人 人/ 3 一 (gi 一 2920 十 9so)cos ~ 人/ 6 t | 


G3 = [2(gw 十 qzo 十 qa0)C0s MV 3t— 3(qio — qs0)COs2t 十 (qio 一 2q20 二 qa0)cos MM 61 


10. 1.34 三 个 质量 均 为 m 的 物体 ,被 限制 在 
沿 交 于 一 点 相互 成 120* 角 、 处 于 同一 水 平面 的 三 条 
光滑 直线 运动 ,用 三 根 劲 度 系 数 均 为 & 的 轻 弹 赞 将 
它们 相互 连结 ,如 图 10. 30 所 示 . 图 中 三 质点 分 别 位 
于 O1、O;、O; 时 ,系统 处 于 平衡 位 置 . 考虑 系统 在 平 
衡 位 置 附近 的 小 振动 . 

(1) 写 出 系统 的 运动 微分 方程 ，; 

(2) 求 简 正 频率 和 振动 模式 . 

解 (1) 取 广 义 坐 标 x1、zxz、x;, 零 点 分 别 取 在 系 
统 的 平衡 位 置 O01、O;、O;， 


一 Dm( 计 十 误 十 说 ) 
在 图 10. 31 位 于 xi、zs 轴 上 的 两 质点 分 别 从 平衡 位 置 位 移 zi .zs 时 ,连结 它们 的 弹 筑 
的 伸 长 量 为 


XICOS(30° 十 a) 十 XCc0S(30° 一 a) 


图 10. 31 
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一 2i(cos30"cosa 一 sin30°sina) 十 xX, (cos30°cosa 十 sin30°sina) 


小 振动 ,zi\zs 和 a 均 为 小 量 ， 


cOSQ 1, SIlna > a 


ZiCOS(30 ”十 a) 十 Zrcos(30"” 一 a) 之 > (az 十 Zry) 


同样 计算 另 两 个 弹簧 的 伸 长 量 ,分 别 为 3 (zs 十 ma) 和 SS (zs 十 zh)， 
[Eee 


1 

2 

kL 十 十 (zs 十 X33)? 十 (zx3 十 X11)?| 
3 


k(2x? 十 ph 十 73 十 2X1T, 十 Xo 十 273Z1) 


8 
= 了 一 V 一 坟 m( 闻 十 名 十 季 ) 一 了 h(xf 十 区 十 十 vs 十 wzs 十 zsz1) 
由 是 | 六 | 一 里 一 0 得 运动 微分 方程 为 
m Zz 十 hz 十 hz 十 p22 0 
m zs 十 这 ks 十 二 zi 十 hz =0 
mm ,十 hz 十 十 hz -= 0 
(2) 由 动能 、 势 能 的 表达 式 可 写 出 惯性 和 矩阵、 刚度 和 矩阵、 特征 矩阵 分 别 为 


m 0 0 
MQ= ,0 mm 0 
0 0 nm 


六 3. 于 
天 一 | Dk Tk 
Tk 
一 mep 六 1 
HI=K— woM=| Yk Dk—mr 2k 


为 书写 简便 起 见 , 令 7 一 广 k. 特征 方程 为 
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27 一 mew 7 7 
五 | = 7 27 一 me 7 二 0 
7 7 27 一 mw’ 
(Gao — 67(mw)’ + 97 mw) 一 4 太一 0 
从 各 项 的 系数 有 1 一 6 十 9 一 4=0 可 知 . 必 有 一 个 因子 mo 一 7, 进而 可 得 
(mews — 7 mew’ 一 TD)(ow 一 47) 一 0 
三 个 简 正 频率 分 别 为 


将 Wi \ Wo WwW3 依次 代入 H+*u=0. 
独立 的 方程 . 
将 Wl \ WwW? 代入 得 


二 ws, 是 简 并 的 ;代入 HH: & 一 0, 只 能 得 到 一 个 


7(《UI 十 2 十 2) 一 0 
1: 取 zx 生生 1,z2 一 0, 则 ze 和 一 一 1 
wz: 取 zi 一 1 ,uw 多 二 一 方 ; 则 w= 一 祖 ， 
将 os 代入 得 
一 2kul® 十 kuss’ 十 Ru 一 0 
有 zi 一 2kus’’ 十 kus = 0 
取 xi 一 1, 则 zx 和 一 1,x3 一 1 
10. 1.35 三 个 质量 均 为 mx 的 质点 在 由 势能 
六 一 Ye 一 十 ee +e-’) 
[其 中 Vo 为 常量 ,a.8、7Y 是 它们 的 角 距 离 ( 以 弧度 为 单 
位 )] 给 出 的 力作 用 下 在 半径 为 5 的 水 平 圆 圈 上 无 摩擦 
地 运动 . 当 a 二 B==7== 科 时 ,系统 处 于 平衡 . 求 系统 偏离 
平衡 位 置 做 小 振动 的 简 正 频率 . 
解 ” 三 质点 处 于 图 中 A、B、C 时 为 一 个 平衡 位 置 ， 
偏离 平衡 位 置 的 角 位 移 为 9.、9,、9, 时 ,它们 之 间 的 角 距 
离 分 别 为 
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一 拭 十 9 一 4 
V0,0,,0s) = Voe™ 3? (enh 十 eg- 十 e636) 
Voe 等 |1 十 (人 信 一 9 十 到 (9 一 0)? 十 1 二 (6, 一 0) 十 二 (0, 一 0 
十 1 十 (0s 一 的 ) 十 二 (0, 一 0.)? | 
==Voe- 久 [3 十 二 (91 一 91)? 十 十 (9, 一 0,)? 十 二 (0， 一 01)? | 
Voe-3(3 十 人 MW 十 仆 十 的 一 910, 一 0,0; 一 0,0,) 
T 一 六 mb2( 他 十 名 十 抑 ) 


2 
B 0 0 
M=|10 B 0 
0 0 B 
24 一 4 一 4 
一 | 一 4 24 一 4 
一 4 一 4 24 
其 中 B=mb?, A 二 Voe- 久 ， 
2A— Bo — A — A 
IH| = 一 4 2A— Bo 一 4 一 0 
一 AA “一 4 2A— Bow’ 
第 一 列 加 第 三 列 作 第 一 列 ,再 第 一 行 减 第 三 行 作 第 一 行 ,得 
0 0 一 34 二 Bo” 
一 24 2A— Bo 一 4 一 0 
A— Bw 一 公 24 一 有 or 


(一 34 十 Bo2)L242 一 (4 一 Bos)(24 一 Bo2)] 王 0 
(一 34 十 Bo 一 Bo 十 34Bo2) 一 0 


1 一 
-134_- /Ve ™ 
NB NN mb 


由 一 0 不 是 振动 ,是 整个 系统 沿 圆 圈 做 等 角 速 转 
去 ,只 有 两 个 询 正 频率 ,它们 是 简 并 的 ， 

i0.1.36 三 个 质点 ,其 中 两 个 质量 为 m, 一 个 质 
量 为 吧 , 被 约束 在 半径 为 > 的 光滑 的 水 平 圆 环 上 运动 ， 
并 用 三 根 相 同 的 轻 弹 簧 将 它们 互相 连接 . 如 图 10. 33 
所 示 , 劲 度 系 数 为 &. 让 系统 只 围绕 一 个 平衡 位 置 做 小 
振动 . 


804。 


力学 (于 册 ) 


(1) 定性 描述 系统 做 简 谐 振动 的 振动 模式 ; 
(2) 找 出 一 组 简 正 坐标 , 求 出 简 正 频率 ， 


图 10. 34 


一 种 振动 模式 ,xi 一]1， 


动 


解 ”方法 一 :(1) 由 于 在 水 平面 内 所 受 外 力 的 作用 线 

都 通过 环 心 (弹簧 力 为 内 力 , 在 竖 直 方向 ,每 个 质点 所 受 合 

外 力 均 为 零 ), 系 统 对 环 心 的 角 动 量 守 恒 . 必 和 存在 一 个 系统 

整体 以 恒定 角速度 转动 ,系统 的 角 动 量 不 为 零 , 简 正 频率 

w 一 0, 实际 上 不 是 振动 ,实际 上 只 有 两 个 振动 自由 度 , 题 

目 要 求 只 围绕 一 个 平衡 位 置 做 小 振动 ,就 是 这 两 种 振动 模 
式 , 系 统 的 角 动 量 均 为 零 . 

用 9.、0,.90;( 如 图 10. 34 所 示 ) 分 别 表示 mr、M、m 偏离 

一 个 平衡 位 置 (图 中 虚线 表示 的 位 置 ) 的 角 位 移 , 根 据 系 统 
的 角 动 量 为 零 , 可 以 设想 : 

ui 二 0,u3 二 一 1. 即 两 个 mx 的 振幅 相同 ,但 相位 相反, 人 MM 不 


2 


另 一 种 振动 模式 ,zx 名 一 1,x 包 一 一 各 ,zx 名 一 1. 即 两 个 mm 的 振幅 和 相位 都 相同 ,M 的 
振幅 是 两 个 m 的 振幅 的 42 倍 ,相位 相反 ， 


(2) 了 = mr (fh 十 6,) 十 Mr 6, 
2 2 
V = rt rr 一 。 + 4Gr+ 0 ra 
2 2 
+ 本 rr 一 rg 一 a 一 3 5k 2 一 a| 
其 中 a 为 弹 费 原 长 . 
由 一 了 一 人 
di 3 
和 呈 | 2 2 
nt 8, 十 k(20 一 g, ~ 一 0,) 一 0 (1) 
M90, + k(20, — 0, — 0,) = 0 (2) 
m0, + k(20,— 0, — 0,) — 0 (3) 
(1) 式 十 (2) 式 十 (3) 式 ,得 
m0, 十 MO 二 0 =0 (4) 
m(01—0;)++ 3k(0 一 9) 一 0 (5) 


用 (4)、(5) 式 ,可 引入 两 个 简 正 坐标 ， 


£ = 0 + M9, + 0, 
m 
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相应 的 “ 简 正 频率 ”为 om 一 0, 它 不 是 振动 ,而 是 整体 以 恒定 角速度 围绕 环 心 O 转动 ， 
7 一 0 一 4 


简 正 坐 标 7 与 上 述 的 uf?=1,u2?==0,u8?== 一 1 的 振动 模式 相对 应 , 简 正 坐标 弛 应 与 


上 述 的 xz 和 一 1,x 姑 一 一 各 ,zx 旬 一 1 的 振动 模式 相对 应 . 由 此 可 见 试用 (1) 式 十 (3) 式 一 2 
X (2) 式 得 


相应 的 简 正 频率 为 


m(0, 十 0 ， ) TT 2AA 十 3k (0, YY 20, 十 0,) 一 一 0 


不 能 得 到 第 三 个 简 正 坐标 , 改 用 (1) 式 Xx 一 一 十 (3) 式 X 二 一 (2) 式 X 六 17， 得 
2 i MM 


可 见 6¢=0— 20,+0, 
为 第 三 个 商 正 坐 祭 ， 相应 的 简 正 频率 为 


i2m 十 MM tM, 
“3 mM 
方法 二 ;用 前 面 已 用 过 的 方法 ， 


V = hr’(208 + 208 + 208 — 20.0; 一 20.0s 一 2050)) 


mr: 0 0 
M=|10 Mr 0 
0 0 mr 
281 — kr — kr’ 
K= |I— kr 2kr: — kr’ 
— kr: — kr 2kr’ 
2k 一 mo 一 开 一 天 
IH|=r’ 一 天 2k 一 Ad 上 一 0 
—k —k 2k — mo 
第 一 行 减 第 三 行 作 第 一 行 ,再 第 一 列 加 第 三 列 作 第 一 列 , 得 
0 0 一 3k 十 mw” 
一 2k 2k 一 Mo 一 天 一 0 
有 mo 一 天 2k 一 mw 


(— 3k me)T2k: — (km mew)(2k — Meo:)|=0 


/ | Rk 12 M 
可 得 W000, w= ; ww: 一 一 天 。 


将 2 代入 H+*u=0, 


" 806 ， 力学 (下 册 ) 


一 上 上 — 上 & —k uC?) 
nm 
—k 一 天 — k) | 


wu 2) 十 us 十 2 人 2) 一 0 


zx 和 2 一 2 和 一 0 


-uwu? +|2 一 开 


取 1” 二 1, 则 


ul = 0, zx) 一 1] 
将 w 代入 H。，u=0， 
二 二 2 , _, WD 
上 k 一 4 一 zx) | 一 0 
nm 
一 此 一 上 上 2 We 


(M — 2m)ui™ 一 Mu 一 Ma =0 
mu 十 Mu” 十 mus 二 0 


取 wu1” 二 1, 则 


a3) 一 2m us) 一 ] 
将 mm 代入 吾 ，z 一 0， 
了 2 一 ul? 
天 2k 一 天 2 人 1 一 


[一 k —k 2k})lu 
2 -一 ws) ~ 一 Ws! 一 0 
wu _ 3!) 十 wus!) = 0 


取 ul 二 1, 则 


2 
E uy ub udm m, ml (0, 
7 | 一 7 (2) us?) us?) 1]221 Moo N23 60, 
a U3 C3) 3) ma: mss mas) (6, 
1 ] 1 |r 0 0 116， Mb 十 M0, + m0, 
_|] 0 llo m 0110,|= m0, — m0, 
] 一 2m ] 0 0 mJj10, xb 一 2m0, + m0, 


所 以 
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7 一 一 m0 -一 m0, 


上 = m0, + MO, + m0, ¢ = 0 + M0, ++ 
或 7 二 外 一 0， 


C= mo 一 2720 十 my, ¢ = 0, — 20, + 0, 


10. 1. 37 ”两 个 质量 为 mx 和 一 个 质量 为 M 的 点 状 物体 
用 两 根 荔 度 系 数 为 k、 自 然 长 度 为 零 的 轻 弹 和 引 连 结 , 一 起 被 
限制 在 竖 直 的 半径 为 尺 的 光滑 圆 管道 内 运动 ,如 图 10. 35 
所 示 ,物体 可 以 相互 通过 , 求 系统 围绕 平衡 位 置 小 振动 的 振 


动 模式 ,并 描述 每 一 个 模式 Oe 
解 用 6.6.0 表示 m、M.m 三 物体 偏离 平衡 位 置 的 10. 36 
角 位 移 , 均 以 道 时 针 方向 为 正 ， 


= sm(R G+ 有 让) + MR 5 
V 一 二 4CRb， — RO,)? + 六 (Rb _ RO)’ + mgR(l 一 cosb ) 
十 MgR( 一 cosl0) 十 mgR(] 一 costs) 
性 R2( 拉 十 2 在 十 居 一 260 一 2020) 十 本 mgRCO 十 6) 
十 MER6 
为 书写 简便 起 见 , 令 z= R01,zs= R90, ,zx;= RO0;. 
一 了 一 V 一 二 m( 认 十 总 十 守 一 [十 [k 十 E) (zf 十 
十 i| 2k 十 Me | 2 一 RZ1， -一 xo | 
m XI 十 +E) 一 上 — 0 


Mz, + [2k + YE Xs; 一 有 (ZI 十 Zi) 一 0 
十 


m Xs 十 k ZE | 7, -一 ki, 一 
设 xz; 二 wicos 《wt 十 Q)，, 则 
十 — mew? 一 大 0 ui 
一 天 2k + SE 一 Mo —. Wz | 0 
0 一 有 十 PE zzo2| | 


Ul ,HW2\H3 得 非 零 解 必 有 


* 807 。 
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。 并 k 2k z ) 
解 得 二 和 | 关 十 六， 2 一 真 十 三 十 和 ， 3 一 人 


将 ol os ,os 分 别 代 入 (1) 式 , 取 wi 二 wi” 二 ut” 二 1, 可 得 ws 二 0,ws ”二 一 1;w2 二 一 各 
us =1;us =]1 ,ud =1. 
三 种 振动 模式 (如 图 10. 36 所 示 ) 分 别 为 : 
. ] ] Wl: (1 0， 一 ]) 
mm M mm 2772 
(Up : 1 一 M 一 | 
pp. ] -7 ] Wa (1,1,1) 
mh M " 第 一 种 振动 模式 ;MM 不 动 ,两 个 m 振幅 相同 、 相 
位 相反 ;第 二 种 振动 模式 ;两 个 mx 振幅 和 相位 均 相 同 ， 
a: | __ 7 _. 
? Y 和 ” M 的 振幅 是 m 的 振幅 的 42 倍 ,相位 相反 ;第 三 种 振动 
图 10. 36 模式 ;三 个 物体 振幅 相同 、 相 位 也 相同 ,是 弹簧 保持 原 
长 (为 零 ) 不 起 作用 的 情况 . 


10.1.38 ”一 块 质量 为 m 的 均 质 正方 形 薄 板 , 在 相 邻 的 两 个 角 
用 劲 度 系 数 为 的 、 完 全 相同 的 弹簧 瞪 挂 起 来 ,如 图 10. 37 所 示 , 弹 
簧 和 薄板 在 竖 直 平面 内 做 小 振动 , 求 简 正 频 柬 . 

解 ” 取 平衡 时 质心 所 在 位 置 为 坐标 系 的 原点 , 取 质 心 的 xX、y 坐 
标 和 绕 质 心 的 转角 6 为 广义 坐标 ,如 图 10. 38 所 示 . 

用 关于 转动 惯量 的 和 垩 直 轴 定理 . 设 正 
方形 边 长 为 a, 绕 通过 质心 垂直 于 薄板 的 


轴 的 转动 惯量 为 一 全 mat， 
T = Fm 十 说 ) 十 ma 5 
考虑 在 平衡 位 置 附近 的 小 振动 .4. 点 在 zx、y 方向 的 改变 
量 分 别 为 


Ara s 工 十 广 ab， Ay 一 一 方 ab 

10. 38 
本 Ars 到 工 十 方 a0， Ays 一 y 十 广 cb 
， . ] , 1 ， 
4 一 一 &RAz4 一 kAYyaJ 一 一 对 工 十 二 ab i 一 k|y 一 二 a0 J 
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Fs =— kAzsi — kAysj —— &| z+ a0 


i .| y + a0|j 
注意 :由 于 坐标 原点 取 在 平衡 位 置 ,考虑 弹 敌 由 平衡 位 置 的 再 伸 长 来 号 的 “ 弹 和 力 ”, 实 际 
上 已 是 弹 筑 力 和 重力 的 合力 . 

Fa、Fs 均 是 保守 力 , 势 能 分 别 为 


1 2 | 了 :一 二 1 
Va 一 2 RCATA) 十 2 RCAYa) > ® 廊 十 > a0 


‘ 1 
+ 二 k|y— 一 CO 


2 


一 了 | 1 
Vs 一 p 并 十 2 a0 


Tp| 1 
十 D y 十 7 a0 


7 一 Ya 十 Ve 一 对 十 二 ob 


+ hy + hap 
可 以 验证 ,由 上 述 的 势能 求 得 的 广义 力 Qi:、Q,、Q@ 与 由 SW = 二 Fa，6r4 十 Fs，6rs 算 出 
的 Qe 是 完全 相同 的 ， 


写 惯 性 矩阵 和 刚度 矩阵 时 ,和 矩阵 元 的 量 纲 必 须 相 同 ,因此 我 们 改 取 x、y、a9 为 厂 义 坐 
标 ， 


‘pm 0 0 
Ww 一 | OQ O 
| 1 
| OQ 0 6 m 
2k 0 上 
六 一 |0 2k 0 
此 0 大 
ok — mo 0 k 
2 
1 


kC— mew’ 


6 


k 0 ww 
| | k | 
解 出 il 一 a ws 二 和/ (4 十 ~v 10), ，ws 一 (4 一 属 / 10) 7 


10. 1. 39 三 个 质量 均 为 M 的 质点 被 图 10. 39 中 所 画 的 六 根 弹 赞 连接 起 来 ,A4、B、C 
三 点 是 固定 的 ,组 成 等 边 三 角形 ,所 有 弹簧 的 劲 度 系数 均 为 上 .平衡 时 ,三 个 质点 组 成 一 个 
等 边 三 角形 ,如 质点 受到 约束 ,只 能 沿 A4BC 的 三 条 中 线 运 动 ,运动 所 在 的 平面 是 光滑 的 
水 平面 , 求 小 振动 的 简 正 频率 和 振动 模式 . 
解 ” 取 各 质点 向 外 偏离 平衡 位 置 的 位 移 zi zs、zs 为 广义 坐标 ， 
= 廊 M 计 十 祖 M 训 十 方 MM 和 2 
考虑 图 10. 40 一 条 弹 筑 的 势能 , 设 平衡 时 弹 知 的 长 度 为 a， 
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Vi 一 | E 十 (zi 十 zz)cos | 十 Ke 一 Sn #4] | 


] 
~ 了 | 十 2a (Zz 十 za )cos 于 一 C 


近似 中 略 去 了 根 号 内 的 二 级 小 量 对 .zi、zazs 这 些 项 ,它们 对 V 的 贡献 是 四 级 小 量 ,我 们 
只 保留 Vj 的 二 级 小 量 ， 


2 


图 10. 39 图 10. 40 


1/2 2 
Vi 一 六 a 1 十 全 (zi 十 Zy )COS | -一 a | 


上. al 1 十 一 (zi 十 zycos |- a 


2 
k| (x 十 Xs)COS | 一 六 (zi 十 xz 


kz? 十 二 三 十 六 有三 十 CZi 十 2)? 十 高 kCzz 十 za)2 十 首 帮 (zs 十 


ko | 一 | 一 Fo | 一 Fo | 一 


x| za 十 > 十 十 zz 十 


3 3 
9 TX2Ts 十 9 TT 


2 


ss 
| 
口 忌口 


or 


x- x- 
co 中 | | 忌口 oO 
x- 


| 
| 
xy- 
| |an 心 jc 
ep 
ep 
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Dp, _ Ar,2 3 3 
D Mw 1* 1 
_ 3 Dy, NA 2 3 _ 
IH| = 1 > Mw k 一 0 
3 3 Dp WA 2 
4* 1* > Mw 
第 一 行 减 第 二 行 作 第 一 行 ,再 第 一 列 加 第 二 列 作 第 二 列 得 
Th — Me 0 0 
3 3, _ 1 2 3 
人 1 Mow 1 0 
3 3 DD, _ Nr,2 
Ak D > < Mw 
了 7 了， | 中 | 5 — :| — Bg]|= 
Ws: Mo || | Bk 一 Mo?)| 3k— Mo Sp |=0 
1 2 4 23 2 2 
[Th — Mo] | Miw 一 + 74:) 二 0 
? 2 2 了 2 
7a Mo] (Mor Th) (Mo — Ah) 0 
/x om |/ 
! N44aM’” ? NA4M’” M 


w ,wz 是 简 并 的 ,将 它们 代入 五 ， w=0, 得 
hu 十 xz 十 zs) 一 0 


只 能 得 到 一 个 独立 方程 . 人 
取 xz 一 1,z 一 0, 则 xD 一 
取 xz 一 1,xz2 一 一 2, 则 wx 一 


将 w; 代 入 HH & 一 0, 得 
加 2213) 十 123? 十 uss) 一 0 


3 -一 ou) 十 zxg) 一 0 


取 zj 一 1 ， 则 uy 一 1 20 一 ]， 
模式 图 如 图 10. 41 所 示 . 


。812 ， 力学 (下 册 ) 


10. 1. 40 一 个 质量 为 M、 长 为 a、 宽度 为 6 的 均 质 矩形 板 , 在 其 每 个 角 用 一 根 劲 度 系 
数 为 的 同样 的 轻 弹 筑 支 撑 , 这 些 弹 簧 只 能 在 铅 垂 方向 运动 , 求 小 振动 时 振动 的 简 正 频 
率 . 

解 ” 取 平衡 时 质心 的 位 置 为 竖 直 向 上 的 静坐 标 轴 & 的 原点 , 田 取 固 连 于 薄板 的 动 坐 
标 系 Cxyz、x、y 轴 在 板 上 分 别 与 矩形 的 边 平 行 和 垂直 ,如 图 10. 42 所 示 ， 

取 质 心 C 的 5 坐标 , 板 对 z 轴 的 转角 六 对 y 轴 的 转角 0 为 广义 坐标 . 

和 矩形 板 对 过 质心 的 zx 轴 、y 轴 的 转动 惯量 分 别 为 


1 1 ys 
ls = ToMa, 1,, = 75Mb 


IME 1 F411 GM LM 4 LM 
T= MU ola d+ ol = M+ Ma ¥ + sr Mb 
V 一 h6 十 由 RC 十 祖 kCp 十 三 做 


。 其 中 &4、Lp、bp、tz 分 别 是 矩形 板 四 个 角 A、B.D、E 


的 坐标 ， 
, Vs 1 
2 和 Ca 6 2 PT 2 0， CB 6 2 oF 2 60 
Ek 
2 ~ _ 1 ,1 1 1 
o < > > 5p 一 6 十 2 29 > 00， E 汪 人 十 2 492 十 7 CCL 
大 0O D 


V 一 Sh(b? 十 arg 十 202) 


Tv 二 rp 了 2 - 1 ,2 有 2 
了 一 人 YY 二 了 MMS 二 2Ma 十 27Mb 0 


一 六 (4 如 十 arg 十 002) 
d a aL - 
由 旺 | 过 | 一 入 一 0 可 得 
MY 二 4& 一 0 

1 2 2 _ 

1544a ?十 Rap 一 0 

7 Mb 3 上 二 4020 = 0 
小 振动 的 简 正 频率 为 


4 _, |& ,oi /l2&_, |3k 
"TNM “NM “wTNM™ NM 


10. 1. 41 一 个 质量 为 M、 半 径 为 RR 的 均 质 薄 贺 盘 用 两 根 劲 度 系数 均 为 k、 原 长 均 为 
l, 的 轻 弹 簧 , 连 在 一 个 无 摩擦 的 桌面 上 的 两 个 固定 点 , 礁 可 在 桌面 上 做 平面 平行 运动 . 处 
于 平衡 时 弹簧 长 度 为 !(>/o), 求 围绕 平衡 位 置 做 小 振动 的 简 正 频率 . 

解 ” 取 平衡 位 置 为 zx、y 坐标 的 原点 ,两 个 固定 点 的 连 线 为 z 轴 , 取 盘 心 的 zy 坐标 
及 盘 的 转角 2 为 广义 坐标 ,如 图 10. 44 所 示 ， 
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图 10. 44 


Xa 一 并 一 kcosy, 


XB 一 工 十 Reosyg, 


ys = yO— Rsing 
l “2 :2 1 了 2 , 
1 一 了 人 十 入) 十 7 < » ME og 
1 2 ] 
V 一 广 针 十 展 十 za 十 坊 一 介 2 一 人) 


+ PTR -和 
代入 xz4、ya、zB、y8, 保 留 二 级 小 量 ,经 计算 可 得 

= 让 k| 2z2 十 ?| 1 一 2 jy 十 2RC 十 R)| 1 一 各 |9 
L=T—V= >M + ) + MR: 


2 
-ALz + |1— Lo 


Ly + RUTR)|1— | 
rr a /人 2 人 
lal a 
MY 十 2 1 一 各 jty =0 
1 ' lo 加 
pME 2 十 24 + R)| 1 一 2 |ip— 0 
小 振动 的 简 正 频 率 分 别 为 


“。 814，。 力学 (下 册 ) 


AN Mi 
二 [AC + R)C — lk 
3 MRI! 


10. 1. 42 ”两 个 质量 为 M 的 小 球 用 三 根 劲 度 系 
k M k M 


“OY 数 均 为 入 原 长 均 为 的 轻 弹簧 相连 , 且 连 到 两 个 固定 


图 10. 45 点 上 ,如 图 10. 45 所 示 , 小 球 能 做 左右 和 上 下 运动 , 求 


系统 围绕 图 示 的 平衡 位 置 ， » 
做 小 振动 的 简 正 频率 (重力 可 以 不 计 ). 
解 取 和 平衡 位 置 为 广义 坐标 之 1 二 2、 人 2 的 原点 . X12 轴 


沿 左 右 方 同 ,yi、y 褒 上 下 方 回 ,如 图 10, 46 所 示 ， ， Xl x, 


2 
= 二 四 VC 上 +) 十 只 一 | | 一 过 


2 2 2 
2 
十 kN (Q 十 Z 一 217) 十 《ys 一 1) 2 | 
1fa\:, 1,[,/ al _ l,la)’ 

简化 计算 时 注意 保留 二 级 小 量 , 例 如 


(ae 十 zi)2 十 只 一 志 
IV | 


2 


2 
= 十 2 十 2azi 十 半 十 人 一 aNa? 十 2azi 十 zf 十 


2 


4 
2 


1 
2 2 2 
一 到 十 对 十 2az 十 并 十 和 一 ol 十 全 十 瑟 十 呈 | 
ww 人 i 
2 2 2 2 2 2 
网 十 全 一 | 了 | 2 十 马 十 站 | 一 二 | 琶 十 号 十 中 
a TAT lr Ty “ 1 一 2 a Tile 8\4a Tt 
CQ ] 1 ] 
Ti 二 2an 二 yi 二 an pt 


2 1 2 a 
Xant oN 


可 得 
V 二 广 h(27? 十 2 克 十 六 十 站 一 271zo 一 yiy4) 
过 一 M( 关 十 实 十 译 十 前 ) 一 六 EC2z 十 2 丰 十 并 十 只 一 2zrzs 一 yiyz) 
d 2 aL _ A 
| .一 0 得 
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MS + hyi — hys = 0 (3) 
M Y, + ky;, 一 hy 一 (4) 
(1)、(2) 两 式 的 特征 方程 为 


四 一 Ma 一 大 
一 天 2& 一 Mo’ 
解 出 两 小 球 在 左右 方 回 运动 的 简 正 频率 为 


R 3k 
C0] 一 一 M’ (WU 二 一 M 


(3)、(4) 两 式 的 特征 方程 为 
2 1 
EO— Mw ok 
| 一 0 
一 RR 一 Mw 
解 出 上 下 方向 运动 的 两 个 简 正 频率 为 


附带 指出 ,如 作用 于 小 球 的 重力 不 能 忽略 . 势能 中 需 加 上 重 
力 势能 ,不 影响 运动 微分 方程 (1)、(2) 式 ,因而 不 会 对 wl、w; 有 
所 影响 ,但 微分 方程 (3)、(4) 式 需 作 修改 ,都 有 一 项 重力 的 常数 
项 ,只 是 影响 在 竖 下 方 问 的 平衡 位 置 ,对 ws ws 也 无 影 啊 . 

10. 1. 43 ”四 个 质量 为 m 的 全 同 质 点 用 四 根 劲 度 系数 为 大 
的 全 同 弹 管 连 起 来 ,被 限制 在 一 半径 为 2 的 光滑 的 水 平 圆周 上 
运动 ,如 图 10. 47 所 示 ， 

(1) 有 几 种 小 振动 振动 模式 ，) 

(2) 小 振动 简 正 频率 多 大 ? 

解 ” (1) 显然 四 个 质点 的 连 线 构成 正方 形 时 系统 可 处 于 平衡 , 按 道 时 针 方 加 依次 给 
每 一 个 质点 编号 ,用 道 时 针 方 向 偏离 平衡 位 置 的 角 位 移 9.、6;、0;、0, 作为 广义 坐标 ， 


一 六 mp 人 (让 十 磺 十 搓 十 页 ) 


V 一 34 [2sin 十 | 邓 十 和 1 一 |— 2bsin -| 
其 中 0: 二 91. 计算 其 中 一 项 的 近似 式 ， 
二 有 | 25sin | 一 十 0, 一 9 一 2bs1n | 


= Tk ab 2 ~ sin (0, 一 0) 一 


COS 方 (b 一 久 ) 十 2 


/一 
人 > 2 有 2 2 . 二 (4 一 9) | 一 L620, 站) 


。816 。 力学 (下 册 ) 


所 以 一 二 bl 之 。 (9 6) 
显然 ,91 二 0, 二 0, 二 0,,V = 二 0, 是 随 过 平衡 的 情况 ,是 整体 转动 的 情况 , 它 不 是 振动 ,因此 四 
个 目 由 度 的 系统 ,只 有 三 个 振动 自由 度 , 故 有 三 种 小 振动 振动 模式 ， 
(2) = mb (0 + 人 二 二) 
V = 了 kb:[ (0 — 9) C0, — 0,)? + (0, — 0,)? + (0, — 0,)7] 


地 hb?( 全 十 下 十 玫 十 的 一 910; 一 90.0: 一 0:0 一 001) 


mp’ 0 0 0 


kb? p24 0 1 
1 ,,, 2 ,gs 
hb? hb 2 kb 0 
“一 ] 1 
0 一 AD RD 一 kb 
1,,, 1 ,,: 2 
| ;hb 0 hb hb 
pmo 1 0 二 
2 
| 3 km — Sk 0 
IH| = |IK— wiM;= 一 0 
0 _ po kp mw — 六 
1 1 四 
7 0 7 k mw 
第 二 列 减 第 四 列 作 第 二 殉 ,然后 第 二 行 加 第 四 行 作 第 二 行 , 可 得 
有 0 0 一 
上 0 Sk km 
_0 
0 0 k— mw’ 一 开关 
2 
— Hk mo) 一 


司 


(& 一 mo2)| (一 £)| 一 了 一 (R 一 mw?)? | 一 六 (一 R)(R 一 mw’) 


所 以 
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1 
2 了 上 
ko— mw OO 一 
—k 此 kmwi=0 
1 
一 mw 一 一 -上 民 
O R tw 7 


(k— mw — (Ck mew) 1l=0 


(ko me — mw) mw =0 


(Wy 一 生 ， Ww3 一 22 W400 
mm mi 


二 0 不 是 简 正 频 率 , 系 统 的 运动 是 整体 一 起 以 恒定 的 角速度 转动 . 
10. 1. 44 ”一 质点 在 一 个 三 维 各 向 同性 谐振 子 势 场 中 振动 的 角 频 率 为 w, 大 质点 带 
电荷 e, 还 受到 均匀 的 电磁 场 作 用 ,B= 二 Bok,E 二 Eoi. 求 质点 的 振动 频率 ,并 讨论 在 弱 场 和 


强 场 两 种 极限 情况 下 的 振动 频率 . 

解 B=Bk, 五 一 天 ui 
可 取 标 势 $= — Eox 

矢 势 A= 地 Bo( 一 yi 十 zz) 


可 以 验证 有 yxX 


1 

"=. 

_1 

2 

1 ,., 
L=l1-Y= om(z 
d 2 | aL _ ; 
由 旺 | 3 30， 0 得 


A= Bok 


T= mMm( 让 十 访 十 宫 ) 
mwr(z* 二 yy 十 zx ) 二 ep 一 eit.A 


ms? 十 y: + 2:) — eBox + eBolz y— zy) 


* 817 。 


一 0 


十 》 十 关 ) 一 六 mo 十 y 十 xz*) 十 eEox 一 1 B,C y— XY) 


2 


mi— eBo yi+ mwr— eEo=0 
m 3 十 e 忆 之 十 mwoy 一 


m 十 ?wi 二 0 


立即 可 得 质点 在 z 方向 振动 的 角 频 率 为 wo. 


eb,o 


2 
nw 


+4 
夺 令 xX' 二 一 


(1) 式 十 (2) 式 Xi, 再 令 


eB 


*。) 2 _./ 0 。 
ba cx 一 y= 0 
十 wo m > 


B 
》 十 wgy 十 之 一 0 


一 十 1y， 


(1) 


(2) 


818。 力学 (下 册 ) 


区 二 i 十 拘 (z' 十 iy) 十 12' 十 过) 一 0 


Bh w 十 i Eo + ww =0 
特征 方程 为 
疡 十 i 纪 or 十 直 一 
上 eBo eBs |- | eBo e“ Bs 
[一 m4 2m NY qm 
__ B “已 
tw =Clexp|i| 2 2 十 2 ,| 
) 2 PR2 
+ Ciexp[i| — SB _ og + | 
站 2m wo TT 4m’ 
Z = Rew =Cicos| — + of + + | 
+ Cacos| _ebo _ 了 ca 
2m ”4m? 
y = Imvw -Csin| 一 + Bt | 
m 
+ Cosin| — 一 w? eB +o 
m 4m 
ekEo __ ek,o | eB, e Bs | 
并 一 并 T mo 十 C1COS 一 元 十 oo 十 了 t 十 ai 


2 D2 
+ cueos|| Be 4 ete 


mt 


可 见 , 在 x,y 方向 ,振动 角 频 率 各 有 两 个 ,它们 是 ws 十 和 2 士 52 ,在 = 方向 ,振动 角 频 率 


为 wo. 

弱 场 极限 情况 下 ,52<wo,z、y 方向 的 振动 角 频 
率 各 有 两 个 ,它们 是 oo 土 全 

强 场 极限 情况 下 ,22* 交 woyz\y 方向 的 振动 角 频 


率 仍 各 有 两 个 ,它们 是 入 十 名 和 轨 生 
10. 1.45 一 个 茶 环 模型 是 由 一 个 光滑 的 无 质 
量 的 圆 环 上 串 上 六 个 质量 为 M 的 小 珠子 ,珠子 之 间 


用 劲 度 系 数 为 上 的 六 根 轻 弹簧 相连 ,如 图 10. 48 所 
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示 那 样 组 成 ,并 考虑 圆 环 是 固定 的 . 

(1) 说 明 系 统 有 多 少 个 小 振动 振动 模式 ; 

(2) 算出 所 有 的 小 振动 简 正 频率 和 振动 模式 并 画 出 振动 模式 图 ,用 箭 号 表示 珠子 的 
运动 的 振幅 和 相位 , 涂 黑 表示 小 珠 静止 不 动 ; 

(3) 哪些 振动 模式 与 实际 的 苯 分 子 的 振动 模式 有 联系 . 

提示 :可 利用 问题 的 对 称 性 简化 计算 . 

解 (1) 给 六 个 珠子 按 逆 时 针 方 向 依次 编号 ,从 1 到 6, 偏 离 平 衡 位 置 的 角 位 移 也 相 
应 的 标 为 从 9, 到 9:, 逆 时 针 方 向 为 正 . 

设 圆 环 的 半径 为 , 弹 得 的 原 长 为 a, 则 系统 的 势能 可 写 为 


6 
7 一 工 hir: | 到 十 0 一 和 一 二 
t= 二 1 


rr 


2 


其 中 0 = 

显然 , 当 人 = 二 … 二 06 时 ,V = 常量 ,这 是 随 遇 平 衡 的 情况 ,系统 整体 做 恒定 角速度 
的 转动 (因为 系统 所 受 外 力 均 指 癌 环 心 , 对 环 心 的 角 动 量 守恒 ,因此 角速度 必须 恒定 ), 系 
统 有 六 个 目 由 度 ,去 掉 一 个 w=0 不 是 让 询 , 尚 有 五 种 小 振动 振动 模式 . 


6 
(2) 7 = TM > 6 
1 "i 1 - Q | 
L=T—V -= Mr 2 及 一 tr’ | 十 Ot 一 一 一 
aL 
由 全 | | 一 站 一 0 和 
1 a 0. dl 
MO 十 R( 一 0 十 20 一 0.)=0 (i = 1,2,.…,6) 


其 中 ;=0 ,0 = 0. 
令 8 一 zie”: ,代入 微分 方程 组 ,要 得 以 19 玉 29 “26 的 非 零 解 9 C0 需 满足 特征 方程 
0 0 


OO OO 人 
OO ODO ODO 一 0m Le 
OO OO ”~ mm ~ 
OO ~ 0 PO 
+ Mm OO OO OO 
mM OO OO OO ~ 


Mw:— 2k 
其 中 < 一 

把 行列 式 展开 , 求 6 的 六 个 解 ,进而 求 出 六 个 w 值 , 可 求 出 简 正 频率 ,不 是 太 麻 烦 , 可 
进而 求 振动 模式 xj ,就 比较 麻烦 了 . 

下 面 我 们 利用 问题 的 对 称 性 ,可 以 简化 计算 . 如 前 所 述 ,系统 对 环 心 的 角 动 量 是 守恒 
的 , 角 动 量 不 等 于 零 是 整体 的 转动 ,五 种 振动 模式 系统 对 环 心 的 角 动 量 均 为 零 ,由 此 考虑 
对 称 性 ,可 画 出 图 10. 49 所 示 的 五 种 振动 模式 ( 尚 待 验证 ). 

第 一 种 振动 模式 ,如 图 10. 49(a) 所 示 . 

0 =0,， d=,, 0 =0, = 0 
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图 10. 49 
运动 微分 方程 可 简化 为 
k[— (一 b) 一 0 和] 一 0 
M08,+ kL20,— (— 0,)]=0 
M(— 0,) +k[— 0,— 2(— 0,)]=0 
k[— (— 0,)— 0]=0 
M90;s+ kl20,— (0)]=0 
M(— 0s) 十 有 [一 6 十 2( 一 6)] 一 0 
六 个 方程 中 ,只 有 三 个 独立 的 方程 ,它们 是 
M90,+ 3k0,=0 
M90; + 3k0,=0 
0 一 0 = 


由 此 可 见 /中 


如 图 10. 49(a) 那 样 , 取 w= 一 1, 则 ws? = 一 lu3 二 一 w2 二 19w6 二 一 Us 二 1 ,U1 
一 us 二 0. 正如 解 图 10. 49(a) 所 示 . 
第 二 种 振动 模式 ,如 解 图 10. 49(b) 所 示 . 
bj 一 0，0 一 一 0，0 一 一 0，0 一 0 
运动 微分 方程 可 简化 为 
&(b 一 2) 一 0 
MD 十 &(20 一 0) 一 0 
MO 十 R&( 一 0 十 20:) 一 0 
k(— 0 二 0)=0 
一 MD 十 有 (一 20: 十 2) 一 0 
— M0O,+k(0— 20,)=0 
独立 的 方程 只 有 两 个 ,它们 是 
M90, + 2k0, 一 Rb; 一 0 


第 十 章 ”有限 多 目 由 度 系统 的 小 振动 “821 。 


M90; + 2k0, — kb,= 0 

特征 方程 为 
2k 一 Mo — 
一 天 28& 一 Mo 一 
Miw: 一 488Afow 十 382 一 0 
(Mo — k)(Mow’ 一 38) 一 0 


其 中 二/ 装 就 是 前 述 的 第 一 种 振动 模式 ， 


,/ 
M 
由 (2k— Mow? us — kus’’—=0 
或 — kus’ + (2k— Mw us’’=0 
并 按 解 图 10. 49(b) 所 国 , 令 x 入 一 一 1 可 得 x 尖 一 一 1， 
所 以 zx 这 一 0 和 一 一 1 U3 一 一 ] ,Ui 二 0,us 二 1 ,us 二 1. 正如 解 图 10. 49(b) 所 画 那 样 ， 
第 三 种 振动 模式 ,如 解 图 10. 49(c) 所 示 ， 
0,=0 =0,， 0,=—0, 0,=—0, 
运动 微分 方程 可 简化 为 
MO 十 EC20) 一 0 
M01+ 2k0, + kO=0 
M0,+ 3k0, + kO=0 
MO,+ 3k0,=0 
0, 一 0 一 0 
只 能 得 零 解 ,无 意义 ,可 见 不 存 在 这 种 模式 . 


重新 考虑 第 三 种 振动 模式 ,如 解 图 10. 49(d) 所 示 ， 
凡 一 一 办， 0 一 一 0,， be 一 一 4 


运动 微分 方程 可 简化 为 
M90, + 3k0, + k0; = 
MO + 3k0, + k0, = 0 
M90;,+ 3k0; 二 + ko =0 
M90;,+ 3k0; + kos=0 
MOs + 3k0; + ks = 0 
M90; + 3k0; + kO =0 
六 个 方程 中 最 多 只 能 有 三 个 独立 的 方程 , 当 01 二 0 一 0; 时 ,六 个 方程 都 变 成 
M90; 4k0,=0 (i = 1,3,5) 
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4k 
可 见 w= 


取 ut” 二 1, 则 w3” 二 ws” 二 1 ,wu 引 二 wl 二 us 二 一 1, 其 模式 图 正如 图 10. 49(d) 所 示 . 
现 考虑 解 图 10. 49(e) 所 示 的 振动 模式 ， 
j 一 一 (0 + 0 )， gd, =— (0 + 0:) 


运动 微分 方程 可 改写 为 
M01 二 +k(30 + 0 0)=0 (1) 
MO, k(30,— 0 +0)=0 (2) 
— M(0,+0,) +k(— 30,— 30,)=0 (3) 
M0, + k(30, 十 0 一 0;) = 0 (4) 
M0;++k(30;—0+0)=0 (5) 
一 MO 十 23) 十 有 (030 + 30)=0 (6) 


由 式 (3) 和 式 (6) 可 得 此 振动 模式 的 简 正 频率 为 


| 3k 
ww 一 NM 


考虑 到 此 简 正 频率 ,由 式 (1) 或 式 (4), 可 得 9 一 6 ,由 式 (2) 或 式 (5) ,可 得 0 二 0,. 

因此 振动 模式 为 wi 一 1,wuw2? = 二 1,us 二 1 ,U3 二 1yu3 
二 一 (ww 十 wu) 二 一 2,wus 二 一 (wi 十 ut， )= 二 一 2, 和 图 
10. 49(e) 所 画 的 是 一 致 的 . 这 里 ,ui ?= 二 1,u3;* = 二 1 是 我 们 可 
任意 选取 的 ,如 取 xi 三 1,z 钴 一 一 1 则 v 和 一 1,z 光 一 一 1， 
xz 沪 二 02 一 0 实际 上 就 成 了 第 一 种 振动 模式 ,表面 上 的 
差别 可 以 给 小 珠 重新 编号 加 以 消除 . ui、u; 只 能 有 两 种 独立 
的 选取 法 ,如 取 wi 二 0,wz 二 一 1, 就 与 第 一 种 模式 的 号 法 完 
全 相同 了 ; 知 不 重新 编号 ,也 可 把 xs 一 zx 一 0 的 振动 视 为 第 

R10. 50 一 ,第 四 两 种 振动 模式 的 线性 释 加 . 
现 找 第 五 种 振动 模式 ,试用 图 10. 50 的 模式 图 ， 
0 =—0,, 0=—0,, 0,=— 0 


独立 的 微分 方程 为 
MO 十 R(36 十 0) 二 0 (7) 
M0; 二 k(9 二 20 一 0) 一 0 (8) 
Mb, 十 &(30 一 9) 一 0 (9) 


式 (7) Xa 十 式 (8) X65 十 式 (9) xe, 得 
Ma0i 十 60 十 cb) 十 有 (3 十 00 十 (aa 十 2 一 c)0 二 (一 5 十 3c)0] 王 0 
(10) 
a01 十 b9; 十 c04 成 为 简 正 坐标 . 要 求 a.b\c 满足 下 列 方程 组 
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34 十 一 wa 
2 十 20 一 CC 一 

一 0 十 3c 一 (C 
由 此 可 得 b= — 2a, c= 
取 4= 二 1, 则 b=—2, 5c=~—] 


将 a.bc 值 代入 式 (10), 得 
M(G,— 20,;—0,) +++k(0— 20,— 0,)=0 


, /下 
用 和 


将 0 二 wie 0 二 us es 0 二 u! Ye 9 
Ws) 十 155 = _ 0 
Ws) 十 us) _ 105 一 和 
2 (5) ___ us 一 一 
取 ui 一 1， 则 解 得 U3 二 一 2， us = 一 1 ,上 再 用 = 一 0.,0; 二 一 O60 二 一 0;, 得 wu2” = 二 一 1， 
ws” 一 2,us” 一 1; 正 是 图 10. 50 所 男 的 模式 图 . 
(3) 实际 的 荃 分子 和 题目 所 给 的 葵 模 型 类 似 , 但 葵 分 子 不 存在 固定 的 圆 环 ,没有 受到 
圆 环 给 予 的 作用 线 通过 环 心 的 力 , 因 而 质心 的 加 速度 为 零 , 因 此 凡是 振动 模式 中 质心 加 速 
度 为 零 的 与 实际 的 葵 分 子 的 振动 模式 有 联系 ,它们 是 简 正 频率 为 wy、ws 和 的 振动 模 
式 ,模式 图 分 别 是 图 10. 49(a)、(d) Ce) 图 ,如 果 整 体 的 转动 也 算 一 种 模式 , 它 也 是 与 苯 分 
子 有 联系 的 . 
10. 1. 46 ”在 小 振动 理论 中 , 常 遇 到 如 下 形式 的 拉 格 朗 日 函数 : 


L=T—V 
N 
其 中 1 = 2 a i q j 
NN 
V 2 Di 过 


知 隆 A 一 《ayy) 和 B== 6;) 是 实 对 称 的 . 

(i) 证 昌 4 蛛 正 定 的 , 即 x”。A4 和 4。x 之 0, 对 任何 的 列 窍 阵 均 成 立 , 证 明 一 般 这 样 一 
定 阵 的 本 征 值 大 于 或 等 于 零 ,并 说 明 我 们 不 会 涉及 零 本 征 值 ; 

《2) 证 明 害 隆 4 是 行 在 的 ， ; 


(3) 用 坐标 变换 关系 g;= 二 > (4+129) 50, 其 中 $ 是 NXN 算 阵 , 引 入 新 坐标 0, 证 明 


可 以 人 计 用 矩阵 S$ 使 和 4 和 8B 都 对 角 化 ,说 明 对 角 化 后 的 B 的 对 角 元 束 的 物理 意义 ， 
证 明 (1) 对 于 一 个 由 个 质点 构成 的 质点 系 ,采用 第 卡 儿 坐标 ， 


T 一 十 Dm 地 十 六 十 地 ) 之 0 
采用 广义 坐标 人 1 29 ,gw 与 原 用 的 黎 卡 儿 坐 标的 变换 关系 ,对 于 小 振动 问题 可 写成 
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Xi Xi(q1 92， ,GN) 
yi = Yi(g142.""" GN) 
2; Zi(q1,92»3""* ,GN) (1 = 1,2,°,n) 
可 得 
1 = Dazgigi 之 0 
其 中 ai; 是 在 平衡 位 置 的 值 , 故 为 常量 .实数 ,4= (a;) 是 实 对 称 矩 阵 , (1) 式 也 可 写成 
T=g*A.g 宇 0 
对 任意 取 的 g 或 写作 x, 都 有 了 二 x ”。，A 和 A ，x 宇 0. 
设 xs 是 4 的 本 征 值 的 本 征 和 天 量 , 即 
A».x, = Ax, (£ = 1,2,.",N) 
因 4 是 实 对 称 的 ,其 本 征 值 4 均 为 实数 . 
式 (2) 两 边 左 乘 x/， 
Xi A Ky = XE Mk = MX Ky = My > x 


1 二 ] 


因为 x7， A，x, 实 0， 2 蓄 之 0, 因 而 入 宇 0. 这 就 证 明了 4 的 本 征 值 大 于 等 于 零 . 


(1) 


(2) 


我 们 不 会 遇 到 4 有 零 本 征 值 的 情况 ,如 4 存在 零 本 征 值 , 则 4 对 角 化 后 写 出 的 动能 
的 平方 和 式 子 中 少 了 一 项 广义 速度 平方 项 , 则 由 拉 格 朗 日 方程 , 拉 格 朗 日 函数 中 既 无 这 个 
广义 速度 ,也 无 这 个 广义 坐标 ,自由 度数 就 不 对 了 ,这 是 不 可 能 的 ,因而 惯性 和 矩阵 是 不 会 出 


现 等 本 征 值 的 . 


(2) 只 要 |4| 二 0, 就 有 4*' 存在 .现在 证 明 |4| 二 0, 实 对 称 窍 阵 可 作 正 交 变换 使 之 对 


角 化 . 设 使 4 对 角 化 的 正 交 变换 矩阵 为 S$,S*S 二 1(1 表示 N XN 的 单位 矩阵 )， 


S 4S 一 人 
这 里 \ 是 一 个 对 角 移 阵 ， 
A 一 0Oi 
N 
41 = 1411S71181= 1S7 .4.5S|=14|= TI*>0 
1 一 1 


(4 的 本 征 值 % 均 大 于 零 ). 


(3) 用 变换 gq; = 2 (4-Y2S),0; 引入 新 坐标 和 ,这 里 $ 是 使 4 对 角 化 的 正 交 和 矩阵 ， 


T=g .A.g= (A- $0)".A.A-Y.S.0 
一 bp7ST(4-12)7 .4。4-M2 。S， 6 
4 是 实 对 称 的 ， 
47 一 4 
(4-12)7 一 (47)-V2 oA- 
人 一 DT SST, A- 。A。A- i .S.0 
=—07STA. A-'?A-?.S.0=0S'S.0=070 
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与 此 类 似 , 可 得 
V=g .Bg=0SA BA ' ?SO0 
因为 4、B 都 是 实 对 称 矩 阵 , 其 中 用 了 
(A .B. A 2)T = (A 2)TBT (A 2)T 一 A-2BAT 
4 54 是 实 对 称 撼 阵 ,能 被 正 交 赴 阵 S 对 角 化 . 所 以 ， 我 们 得 到 


T = 3 V = 3 0 
其 中 Bj) 是 4 wzpA-'A 对 角 化 了 的 失 阵 的 对 角 元 素 , 始 
( S74- 2BA 2S), = — Bo 
拉 格 明日 函数 为 
L=T—V= yd — B,0) 


diac 和 
由 拉 格 朗 方程 | | 一 为 一 4 得 
,十 BO 一 0 (i = 1,2,.…,N) 
因此 B; 是 系统 的 简 正 频率 ww 的 平方 . 
10. 1. 47 一 根 轻 弹 性 绳 在 两 个 固定 点 4、B 之 ， 


同 拉 爱 ,A、B 间距 离 为 4a, 绳 的 张力 为 r, 一 个 质量 
为 3m 的 质点 系 在 绳子 中 点 C ,两 个 质量 为 4m 的 质 


点 分 别 系 在 AC.CB 的 中 点 ,该 系统 开始 处 于 平衡 > 


状态 ,突然 给 两 个 质量 为 4m 的 质点 以 同样 方 同 的 ”; 1 2 3 B 》 
横 同 速度 ,证 明 质 量 为 3m 的 质点 在 上 时 刻 的 位 移 图 10. 51 
为 


ul 一 sinw ~v 6 sin l db 
Eo t 十 6 :| 
其 中 w 一 A/ 三 (不 考虑 重力 的 作用 ). 


证 明 取 目 4 至 B 依次 排列 的 三 个 质点 的 偏离 平衡 位 置 的 横向 位 移 x1、xs、xs 为 广 
义 坐 标 , 如 图 10. 51 所 示 ， 


，。 Qz 
- 王 一 一 -一 一 TT 一 
477? A] By ,十 ay 
站 公 ya 27 T 
一 一 7 一 十 + = 一 XI 十 一 2a 
ww 0 
dz ax 
dm 2 一 dy y=2a—e€ 十 工 9y ?一 2a 十 E 
企 ， 一 净 > 一 人民 2T T 
= 
(过 人 (人 a 
dx Ax 
4m Za3 一 一 9y 3 一 32 一 上 十 “ ay ?一 34 十 上 
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二 —r 十 一 Xs 十 一 az 
(2 必 
运动 微分 方程 也 可 由 
7 一 方 (4ma) (过 十 过) 十 二。37n 让 
7 一 了 [zx? 十 (zs TX1)! 二 (zs — Te)? 十 好 
加 da 红 站 
也 一代 一 了 ， 中 关 | 一 下 一 = 1,2,3) 
获得 


今 工 二 A, 运 动 微分 方程 可 写 为 
4m Xx 十 2Axi 一 4z 一 0 
3m Xx, 一 Azi 十 24zry 一 zi 一 0 
4m 区; 一 4z 十 247zi3 一 
设 zi 二 wicos (wt 十 a) (一 1,2,3),， 代 入 微分 方程 组 ,得 
(24 一 4mw:)u: 一 Au, 一 0 
一 Aui 十 (24 一 3mmzow )z 一 Au,s 一 0 
一 4x; 十 (24 一 4mw’)u: = 


特征 方程 为 
24 — 4m 一 4 0 
| -一 过 24 一 3mw’ 一 4 一 0 
0 一 4 2 本 Am 
将 第 一 列 减 第 三 列 作 第 一 列 , 否 将 第 一 行 加 第 三 行 作 第 三 行 , 得 
24 — 4 -A 0 
o 24 一 3mew’ -4 一 0 
0 一 24 24 一 4mow’ 
(2 一 4712) (12miw 一 14Amw’ + 2A°)=0 
4(4 一 2mw’) (6mew: — A)(mw 一 4) 一 0 
wi 一 和 4 
2m 2ma 
wi 一 A _ 工 
bm bma 
3 一 A 
m ma 
将 wf 代入 特征 矩阵 , 求 其 伴随 矩阵 ， 
0 一 4 0 4 0 4 
adj| 一 A 广 4 -4|=|o 0 0 


0 一 和 A 0 
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其 任 一 非 零 列 与 ui? 、w2 、w3” 成 正比 . 可 取 


uD =1, uv =0, uv 一 一 1 
将 改 代 入 特征 矩阵 , 求 其 伴随 矩阵 ， 
4 _ 2 4, 2 
3 A A 0 A 3 A A 
_ 34 al_|4s: 164 4 
ad] A 2 A A 3 A 9 A 3 A 
_ 4 2 4 2 2 
0 了 | 3 A A 3 和 A A 
4 
取 x 生 一 1，z 和 一 37203 一 ] 
将 wi 代入 特征 矩阵 , 求 其 伴随 矩阵 ， 
一 24 一 4 0 4 — 2A° A’ 
adj| -4 -4 —A|l=|—24: 44 一 24: 
0 一 4 一 24 A’ — 2A’ A’ 
取 =]1 ,ub 人 二 一 2 ,ub 二 
通 解 为 z 


已 1 =—Cu' cos (wt 十 Q] ) 十 C2zf2cos (wt 十 ay ) 十 Cu’cos (wt 十 Qs) 


=C,CcOS tT 十 C,cos - 澳 汪 十 CscOs 了 工 
1 /zat 十 aa 2 AN Bmat tT ® 3 Nm:t 0 
x2 一 分 Cecos 一， 十 oa | 一 2C3c0s 一 十 as 
bma ma 
zs 一 一 Cicos| ,| 一 十 w | C2cos [| ay | 十 Cacos | as 
?ma bma ma 


. . 。 元 
初始 和 条件: 一 0 时 ,zi 一 了 一 Z 一 0,2 一 一 zt 一 0, 定 出 al 一 一 0 一 一 CI 一 0 一 


2 
_3u /ma ~ _ 2 /ma 
5 7 3 5 万 和 


质量 为 3m 的 质点 上 时 刻 的 位 移 为 
x _4 3 16 六 | _ | pA 

下 一 称 Weeejol + 下 一 引 - 命 学 
[一 合 sn 


令 w= 二 ,可 把 zs 改写 成 
— 4u sin wt 一 SiNnw 
Xs 一 | Vs je 
10. 1. 48 (1) 两 相同 单 捍 , 质 点 质量 为 m, 捆 长 为 /用 劲 度 系数 为 & 的 轻 弹 筑 连 起 
来 , 弹 答 的 自然 长 度 等 于 两 悬 点 间距 ,如 图 10. 52(a) 所 示 . 试 求 此 系统 围绕 平衡 位 置 做 小 


COS COS 


| = A 
ma: 1 2 
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图 10. 52 


振动 的 简 正 频率 和 振动 模式 ， 
(2) 无 限 多 个 这 样 的 单 摆 ,两 两 用 弹簧 耦合 ,如 图 10. 52(b) 所 示 , 求 此 系统 的 振动 模 
去 和 相应 的 简 正 频率 . 


解 (1) 了 一 六 mn 1 十 坟 ml Gi— mglO — Smglli— hl0a—10)’ 


2 
df{f 吕 | 拒 ， 
$e 2 
ml? 8, 4 mei — kl(0,— 0)=0 (1) 
ml?0, + megib, + kl:(0,— 0)=0 (2) 
式 (1) 十 式 (2) 得 


L101 十 05) 二 gl 十 0) 一 0 
式 (1) 一 式 (2) 得 
ml(01— 602) ng + 281) 0 — 0,)=0 
可 取 简 正 坐 标 和 .7， 
é=0++0,, 7=0— 0, 


9, 二 二 (十 力 ， ,二 六 (一 用 


| | 2k 
WwW] 一 全 ， WwW 一 入 十 守 


振动 模式 :用 简 正 坐标 ,wi:6、7 方向 振动 的 振幅 比 为 1: 0j cz :7 方向 振动 的 振幅 比 为 
O01. 


简 正 频率 为 


人 
一 wi 1 
用 坐标 Oia: lw = 1. 
2 2 


(2) L= 坟 mL?(61 十 4 十 …) 一方 m2EL( 名 十 月 十 …) 


一 kLC0s 一 01)? 二 (0, 一 92)? 十 …] 
aL 
30. 


d aL 
| -区 =。 朋 


ml? 0, + mglb, 十 有 [CO 一 0 0) 一 (0 一 20)]=0 
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即 ml 0 ,十 gb, 十 (20. 一 0 一 0 一 0 (3) 
因为 n 一 co 时 9, 保持 有 限 ,可 假定 振幅 在 空间 和 在 时 间 上 都 周期 地 变化 , 即 令 
60, =— A e' (4) 


其 中 人 为 弹 乱 的 目 然 长 度 ,“ 波 数 % 二 经 ,4 为 “波长 ” 必 为 a 的 整数 倍 , 即 A=a, Za, 3a ,"""， 
对 应 的 w( 简 正 频率 ) 由 将 式 (4) 代 入 式 (3) 得 到 的 关系 确定 ,此 关系 为 


coska 一 ] 十 2 


ww 二 ,| 名 十 人 (1 — CoOska) 
! m 


相应 于 A=a、2a、3a、 4a… 的 箱 正 频率 CO Wo 、CO3 CO4 :分 别 为 


“NL i = + 


= 
3 


计算 相应 的 振动 模式 ,将 wm = | 相应 的 4 一 红 | 代入 式 (4) 得 
9 —.- Ae'' ne wt) — Ae!t2m— w]£) 
可 见 振动 模式 


: 1: 
wl :Us ee ee 一 一 1 和 ] 1 二 


将 w= 和/ 号 十 坚 | 相应 的 4 一 红 一 亚 | 代入 式 (4) 得 


0, 一 4e 20 
振动 模式 可 表示 为 
(Ul us us) 一 (一 1 1， 一 1，…) 
将 一/ 于 十 哇 代 入 式 (4), 相 应 的 & 一 4， 
0 = Aeil Gros) 
振动 模式 为 


(ul”， U2 ,U3 ) 一 [ea 等,ei 竺 1 | 
k 
将 二 和/ 所 十 区 | 相应 的 一 


振动 模式 为 


二 | 代入 式 (4) 得 
0 = 4eil 多 ~ 


(2 054) 2S) … ) 一 -一 (z ， 一 ] ， 本 1 ,°°°) 


照 此 做 法 ,可 计算 相应 于 简 正 频率 内、 … 的 振动 模式 . 


。830 。 力学 (下 册 ) 


10.2 有 阻尼 和 (或 ) 有 周期 性 外 力作 用 下 的 小 振动 


10. 2.1 二 个 质量 均 为 m 的 相同 的 物体 ,用 两 根 劲 度 系数 均 为 下 的 轻 弹簧 连结 ,如 
图 10. 53 所 示 . 设 运 动 是 一 维 的 ,开始 时 (一 0) 三 个 物体 均 静 止 并 分 别 在 各 自 的 平衡 位 


置 , 设 物体 4 受 一 外 力 F(t) 二 fcoswt(z>>0), 求 物体 C 的 运动 . 


图 10. 53 


解 取 物 体 4 .BC 偏离 各 目 平 衡 位 置 的 位 移 x1、zxs、x3( 均 同 右 为 正 ) 为 广义 坐标 ， 


pes + i) 一 二 有 zs — zi)? — TRCrs 一 


2 2 
Qi = fcoswt, Q; = QS=0 


m XY) 一 kx, — x1) = fecoswt 
m x, 十 CC2z — Xi — Xi) =0 
mm Xs 十 R(Xs— xX) 一 0 
式 (1) 十 式 (2) 十 式 (3) 得 


M(t 十 区 十 区) 二 fcoswt 
式 (1) 一 式 (3) 得 
171 (区 | 一 it) 十 kr 一 Zi) = fcoswt 
式 (1) 十 式 (3) 一 2X 式 (2), 得 
112 (和 | 一 2 区 二 3) 二 3k(X1 一 27zy 二 7x3) = fcecoswt 
今 yi 一 Tl 十 Xs 十 XT39Y2 二 X11 一 X39Y3 二 wl1 一 2X2 十 ws， 
m y1 = fcoswt 
m yy 二 ky = fcoswt 
m Ys 十 3kys = fcoswt 


初始 条 件 :t 二 0 时 ,zz 二 Xs 二 X33 一 0, 这 二 这 ,二 之 二 0, 则 Ji 一 yy 一 yy 一 0 一 yy 一 93 一 (4 


用 上 述 初始 条 件 ,积分 式 (4)、(5)、(6) 得 
了 


yi = (1l 一 COSwt) 
2 一 / (coswt 一 COSw,t ) 
ko mw 


oe (COsSwt 一 COSw;at) 


73 3b 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 
(5) 
(6) 
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其 中 3 一 
物体 C 的 运动 为 
zs 一 二 (2 一 3ys + ys) 
-| -a 一 COSwWI) 一 cos 一 COSwW,t) 十 本 一 (cos 一 cosasp) | 
M k m 大 M 
其 中 WC 和 ,wy 下 oOo NN 
10. 2. 2 ”两 个 质量 为 M 的 质点 分 别 用 劲 度 系数 为 的 轻 10. 54 


弹 赞 与 质量 为 mlm 二 M) 的 质点 相连 ,如 图 10. 54 所 示 做 一 维 运动 , 若 中 间 的 质点 被 频率 


为 wo 一 2 二 的 简 谐 方式 所 驱动 , 问 左边 质点 的 稳 态 运动 和 驱动 运动 同 相位 还 是 反 相 位 ? 
解 取 左 .中 、 右 三 个 质点 偏离 平衡 位 置 的 位 移 ri .zs\zs( 向 右 为 正 ) 为 广义 坐标 ， 


工 一 M2 十 方 7 十 NM 过 — hz ?一 hz zx)? 
EA 
由 用 | 2 一 弘一 0 得 
Mi 十 k(x 一 并 > ) 一 0 (1) 


mxz 十 RC(2X2 一 Xi 一 ij) 一 0 
AT， 十 k(xs 本 并， ) 一 用 


中 间 的 质点 以 频率 为 wm 一 2 /二 做 简谱 运动 
设 TXT» = BsiNnwot 
代入 式 (1) 得 
Mi 十 kx: 一 kBsinwot (2) 
左边 质点 的 受 迫 振动 ,达到 稳 态 后 将 以 强迫 力 的 角 频 率 做 简 谐 振动 , 设 稳 态 运动 为 


Xi 一 Asinwot 


代入 式 (2) 得 
一 MwsAsinwot + kAsinwot = kBsinwt 
kB m _p 
一 Mo mm— AM 
2 A m 
B mm— 4M ~ 0 


可 见 , 左 边 质 上 已 的 运动 终 将 与 驱动 运动 及 相位 ， 

10. 2.3 ”一 单 摆 悬 挂 在 一 随时 间 沿 水 平方 向 驱动 的 支 座 
上 ,如 图 10. 55 所 示 ， 

(1) 已 知 支 座 的 运动 x,(), 写 出 探 线 与 竖 直 方 同 的 夹 角 0 
满足 的 运动 微分 方程 ; 


dui Ch EE Ti 


图 10. 55 


* 832。 力学 (于 上册) 


(2) 大 z= 二 A coswt, 人 运动 中 角 位 移 0 很 小 , 求 摆 锤 的 运动 ， 
解 (1) 以 文 座 为 参考 系 ， 


一 六 mn 6 — mgl(1 一 cosg) 


摆 锤 党 到 回 右 的 惯性 力 为 
一 m z(t) 
SW 一 一 m X(t)cos0 » L060 
惯性 力 的 广义 力 为 
Q 一 一 ML 区 (tt)cosO 
由 时 | 中 | 一 可 一 @ ,运动 微分 方程 为 
10 十 gSinlg 一 一 人 (zt)cosl 
(2) Xs(t) = Acoswt 
9 很 小 ， sin020 ,cost<=1 
运动 微分 方程 为 
10 + g0 = Awicoswt 
设 微分 方程 的 特 解 为 
lj ”一 Becoswt 
代入 微分 方程 ,可 定 出 召 ,得 
0” = 5 Acoset 
摆 锤 运动 的 通 解 为 
0 一 Ceos JS， 十 oj 十 Acoset 


Ca 是 积分 常数 ,由 初始 条 件 确定 . 运动 中 0 保持 小 量 , 故 不 会 出 现 共振 现象 ,了 ev? 

10. 2. 4 车 双 摆 中 两 质点 质量 均 为 m, 摆 线 长 度 均 为 4 两 质点 受到 介质 的 阻力 ,其 大 
小 与 速率 成 正比 ,比例 系数 为 b. 求 ; 

(1) 两 种 频率 的 阻尼 振动 都 是 弱 阻 尼 的 条 件 ， 

(2) 在 上 述 条 件 下 运动 的 一 般 解 . 


解 (1) T 一 


mp Ot dm OIL tar G1 bucos(O -9 


ml G1+ om[ dl 0 ,COs0O; 二 7 0,co0s0,)? 十 0 SinO ;十 7 0 ,sing, )?] 


21 G+ ml! 六 ;十 zz12 :EB 6， 
V=mgl(1—cos0,) +mgl(1—cos0!) +mgl(1—cos0,) ~mglO! + mglg 


其 中 人 9; 分别 是 上 、 下 两 条 摆 线 与 坚 直 疝 下 方 同 间 的 夹 角 ， 
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L = 3m:(2 0 + 6 20,6,) 一 mgl(20? 十 久 ) 


瑞 利 耗 散 泪 数 为 
R= mbl(201 + 6 206,) 
d{aL) 2 IR 
由 | 2 8 一 56 得 运动 微分 方程 


20, 十 8, 十 (2 0 十 6,) 十 “80 一 0 
所 十 的 十 羡 ( 太 十 外) 十 有 0 一 0 
求 简 正 坐标 , 先 作 坐标 变 模 ,使 势能 医 数 变 成 “ 球 ” 型 平方 和 , 取 坐 标 变换 矩阵 


1 0 
D= |~V2 
0 1 
引入 新 坐标 9.、%9， 
gy [lL 
小 店 烛 
0, 0 ] (内 
ll _ 
即 = /Fn 0;= 9 
变换 后 新 的 势能 V' 和 动能 T' 为 
V' = Lmpl(g + og) 


2 
T = 地 ml(R 十 名 十 入 2 gp) 


2 ] 


ml a : 
M' = 
] 2 2 
本 ml 
2 
x: 1 0 / 
0 mel 
耗 散 通 数 矩 阵 为 
1 
bl’ -一 DZ 
R' = < 
| 1 
pr pr 
~/ 2 


将 MK 和 矩阵 同时 对 角 化 ,也 就 把 本、K、R 三 个 矩阵 都 同时 对 角 化 了 . 现 求 正 交 变 换 
矩阵 E, 使 内 ' 和 矩阵 对 角 化 ,为 书写 简便 起 见 , 写 M' 以 mL? 为 单位 . 求 M' 窍 阵 的 特征 值 4， 
其 特征 方程 为 


.834， 力学 (下 册 ) 


一 | 
1 
-= 1 一 ) 
于 
六 十 24 十 广 二 0 
1 1 1 1 
解 出 入 二 1 J % 1+ 万 
将 代入 特征 方程 左边 行列 式 相应 的 矩阵 ,得 
1 1 
V2 V2 
1 1 
V2 V2 
其 伴随 矩阵 为 
1 
V2 M2 
1 1. 
V2 V2 ， 
其 归 一 化 的 列 和 矩阵 为 
坟 -| 
V2 V2 


将 ja 代入 特征 方程 左边 行列 式 相 应 的 矩阵 , 求 所 得 矩阵 的 伴随 矩阵 , 取 其 列 洽 阵 (已 归 一 
化 ) 为 


/2 V2 
由 这 两 个 列 矩阵 作为 已 的 两 列 , 即 得 
1 1 
| Vz V2 
| 1 
V2 V2 
1 
1 /7 UO 
M’”= Er:.M'.*.E=— | 11212 
0 1 + /3 


同样 经 过 此 变换 后 , 耗 散 函数 矩阵 变 为 


R"= E.R.E-= 
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已 成 “ 球 ” 型 的 刚度 矩阵 在 正 交 变换 下 保持 不 变 , 即 K”"=K'. 
经 DE 两 次 变换 后 ,0,、9, 变 成 与、 和 ,变换 关系 为 


1 1 了 1 
人 — 但 é, 2 2 
a | | 
0, 9 | 1 1 二 1 ll. 
V2 AI 2 V2 
中 久 一 放生 一 六 
1 1 
0, = 一 一 -2 ¢, 
M2 ~ 2 
采用 &1、é&s 后 ,运动 微分 方程 为 


1 : 1 : 
1 一 一 一 | zol 1 — — | py 一 
| 5 jm é) + | fo ja §1 二 melé 0 


1 十 jm é, 十 1 十 ved + mglé,= 0 
约 去 公 因 子 后 ,可 改写 为 
b+ 了 + (D+V2) Eh =0 
6 十 了 和 十 (2 一 M2) S60 
两 个 频率 的 阻尼 振动 都 是 弱 阻 尼 的 条 件 分 别 为 
过 | (2 十 WE ) 个 


2 
| 才 | < 一 (2 V3)E 
7 { 


满足 后 一 个 式 子 ,也 必 满 足 前 一 个 式 子 . 故 要 求 | 过 | <(2 一 V3) 
(2) 在 弱 阻尼 情况 下 , 式 (3)、(4) 的 一 般 解 分 别 为 
4; 一 Ale—imicos (wt 十 al ) 


6 
é, 一 A,e 2mcos (wt 十 a,) 


| 六 六 
tw 一 (2+M2) FT 2 一 (2— M2)7T — 


由 式 (1)、(2)， 


其 中 


0 = 志 [Aie- 吉 cos (et 十 ai) 一 Ase mcos (wat 十 oo | 


0 一 一 -三 [Aie -而 cos(wr 十 ai) 十 Ase— imicos (wt 十 gs) | 


(3) 


(4) 


因为 41、As 都 是 待定 的 常数 ,可 写 得 简单 些 . 令 Ci 六 4i,C: 一 一 六 4, 则 把 一 般 解 写 为 


。，836， 力学 (下 册 ) 


0 = Ce—micos Cw 十 al) 十 Ce- 王 cos (wt 十 ay ) 
0, 二 一 入 2 Ce -amicos (wt 十 Qi1 ) 十 V2 C,e-zmcos (wt 十 Q,) 


2 2 
其 中 1 一 ^ 人 (2 十 人 2 ) ws—A| (2 一 人/ 2 ) 


4m” 
10. 2.5 若 10.1,40 题 的 振动 受到 介质 的 阻力 ,其 单位 面积 受 力 的 大 小 与 速率 成 正 
比 ,比例 系数 为 8, 求 : 


(1》 三 个 自由 度 的 阻尼 振动 都 是 过 阻尼 的 条 件 ; 
(2) 在 上 述 条 件 下 运动 的 一 般 解 . 
解 (1) 在 解 10. 1. 40 题 时 已 得 到 


了 上 2 1 2 , 了 2 让 
7 = DA + 24Ma 8 + 27 0 
= Sk(46? + ae 十 620°) 


， 现在 来 求 耗 散 函数 . 在 板 上 取 固 连 于 和 矩形 板 的 zy 化 
标 ,原点 位 于 质心 ,x、y 轴 分 别 平行 于 边 长 为 6 和 a 


的 边 , 如 图 10. 56 所 示 . 平衡 时 ,zx、y 轴 分 别 与 固定 坐 
标 轴 .7 重合 . 
/: se, 


板 上 点 (x,y) 的 .7.6 坐标 为 
A é€(X,y) = ZcosO 之 并 
人 7(Zyy) 一 ycosyD 必 YY 
(zyy) 一 8 十 ysSinyp — rsind eC yp— 0 
图 10. 56 其 中 颖 是 质心 人 汐 8 坐 标 ， 
é (zy) 0 
7 (zy) 0 
Ezy) E+ yp— 7x0 
86E(zyy) 之 0 
97(zy,y) > 0 
305(Z,y) Et yp 一 00 
面 元 dzdy 所 受 的 黏 性 力 做 的 虚 功 为 


一 BE (zy)dzdy6gCzyy) 三 一 BCE+ yp— a 0) C8 十 y6p 一 Z60)dzdy 
平板 所 受 黏 性 阻力 做 的 虚 功 为 


8W = 一 |G+ yo— zt 二 y3p 一 zx8bg)dzdy 
一 一 8|C+ y9 一 0)dzdy85 
— |é+ yp— x6)ydrdyd9 


(¢+ yp— zx 0)(— zx)drdy50 
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所 以 Q: = 一 Bp| C+ yp— zdzrdy 


= lab toody 


, 1 

“ 加 0 »。 -2 
-2 27 | 
Q, =— p| C+ yo zr 6)ydrdy 


& 
2 


& 
2 


= lbs ty 
1 37 - 
一 一 12p2 29 


Qo 一 一 8| C+ yp— rz0)(— rx)drdy 一 一 ToBab’ 6 

oR oR 

Q: 二 一 一 ,Qp 二 一 一 ,Qo 二 一 一 ,得 
由 Qi 证 


dR =— Qd i— QA p— Qed 0 
— abt d+ Ba'b pd p+ 上 ab Gd6 


R = Tab8 总 十 二 oz 好 十 二 天 人 
2 12 lz 


为 书写 简便 起 见 , 令 9 一生 9: 一方 o9;g3 一 本 20, 骨 


: 1 . 1 . 
一 十 M|[ 芝 十 二 六 1 | 


V = pia 4q? 十 4g? 十 4g3) 


. . 1 ， 
一 二 ab8| 训 十 二 部 十 二 部 


由 M. gt+R. q+K*g=0 

得 M oli 十 app qi+4kqi=0 (1 ) 
EM jot 广 abB 二 4kg,=0 (2) 
Tv ,1 ，o， 加 
3 9 5 十 3 AbP qst 4kqs—0 (3) 


要 求 q; 上 的 运动 是 过 阻尼 振动 ,条 件 是 
oh | > 4 , 即 (abB)’ > 16EM 
要 求 gd2、\93 上 的 运动 是 过 阻尼 振动 ,条 件 是 
| 22 | > ] , 即 (o8p)? > 48kM 
因此 要 求 三 个 自由 度 的 振动 都 是 过 阻尼 振动 ,条 件 是 
(abB)’ > 48kM 


“。 838。 力学 (下 册 ) 
(2) 上 述 方 程 (1) 的 特征 方程 为 
Ad 十 copr 十 48& 一 0 
1 
一 一 -| 一 < VV (app8)2 — 16EM 
>N7L bB 士 ~ (abB) 16kM 
所 以 
f=g1=Ciexp (ahi[—abB+ ~ CabB) 16RMY ) + Crexp | aL —abB —~/ (abB) —16R1] | 
微分 方程 式 (2)、(3) 的 特征 方程 均 为 


1 yy 十 ablr 十 4& 一 0 


3 
或 Mr’:+abBr+12k=0 
= 5 [一 ap8 士 50 — 48kM] 
所 以 ~ <4 —Clexp {=i[— ap8 十 [Ca55 一 48EN] | 
Pp 1 1 py 


十 Clexp {27[— abB — MabBy — 857] | 


: 一 Ciexp | ap0 十 (app) — 48EM | 


Vi 
十 Crexp (27[— abp 一 ~ (abp)’ 一 8EM | 


10. 2.6 ”一 个 摆 长 为 工 的 单 摆 被 巧 挂 在 半径 为 8 的 轮子 的 
边缘 ,轮子 在 竖 直 面 内 以 恒定 角速度 0 绕 固 定 的 水 平 轴 转 动 , 摆 
锤 在 轮子 平面 内 摆动 , 假定 5 和 振幅 都 很 小 , 求 运动 方程 的 稳 态 


解 ” 取 图 10. 57 所 示 的 固定 坐标 xz、y, 以 9 为 广义 坐标 ， 
X=bsin( 十 2) 十 Lsingd 
y =bcos (f+ 9 + Leosd 


一 二 人 十 了 ) 


一 mm[220 + 126 十 25106cos(00 — Qt 一 四- 
Y 三 一 Mgy 一 一 Mgpcos( 人 Li 十 9 — mgLceosd 
一 六 mm[220: 16 + 26L0 bcos(0 — ft — 9)] 
十 mgbcos (Qt 二 + 9 十 meLcost 
di dL ~ 
和 时 | 58| 一 牙 一 0 各 
LO + 6bOsin(0 — Qt — 9) + gsin0 =0 

振幅 很 小 ,sin6 守 0, 所 以 

sin(0 — ft — 9) 一 sinbgcos (ft 十 9) ~— cosOsin({2 十 9) 
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cos (bt 9) — sin(fyt 十 9 
b 也 很 小 ,656 项 也 可 忽略 ,微分 方程 近似 为 
L90 + g0 = blsin(ft + 内 
这 是 受 迫 振动 的 微分 方程 , 受 迫 8 振动 稳 态 解 其 振动 的 角 频 率 古 强 扩 日 力 的 角 频 率 . 设 稳 态 解 


为 
0 = Asin(f2t 十 a) 


由 振幅 矢量 关系 画 成 的 图 ] 0， D8 可 网 . pn: LAA 
Qa 一 0 -人 一 
gA— L(A = of 图 10. 58 
\ bb0° 
所 以 4 一 7 一 7 
b{2° 
稳 态 解 为 0 一 05siDmn (人 人 地 


10. 2.7 若 给 10.1. 22 题 中 M 二 个 水 平 的 简 谐 放 FocosQ2t, 为 简化 计算 , 设 M= 4m， 
4 一 >2& , 求 此 振动 的 一 般 解 


解 工 = 广 (M 十 zz) 十 p22 人 十 ml 之 bcosb 一 ps — mgl(l — cost) 


今 M=4m,k 二 3mg/l. 为 书写 锯 便 浴 见 ,kk 值 暂 不 代入 ,考虑 小 振动 ， 


L =: 之 mm 之 ”十 pl 洒 +mii0— hr 一 六 all6 


本 


令 一 10, 并 用 3mg/1=-%， 
1 7D2 — 1 3mg (7g)? 二 = ks: 


2 6 1 
_ 2 .2 1 “2 .。 2 1 2 
L 一 9m 十 7 m3 十 mis > RT Cks 
I "| 
M = 
. nt ni 
k 
R= 1 
3 
令 y 一 一 变 ,变换 矩阵 为 
再 令 ?一 -27 个 ， 
四 
= 
5 QO 3 了 


变换 后 的 M 分 别 变 为 M 天 ， 
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oa 

K' = 
0 k& 


再 作 正 交 变 换 玖 ,使 惯性 矩阵 对 角 化 ,为 书写 简便 起 见 , 写 M' 以 m 为 单位 , 求 M' 和 矩阵 的 特 
征 值 人 ,其 特征 方程 为 


5 一 VS = 0 (1) 
V3 3 一 》 
六 一 8 十 12 二 0 
解 出 A=2， 1 一 6 
将 A 代入 式 (1) 左 边 相 应 的 矩阵 ,得 
有 二 
V3 1 
其 伴随 矩阵 为 
全 
V3 1 一 /3 3 
其 归 一 化 的 列 矩 阵 为 | 二， | 


一 | 
2 ” 2 
这 两 个 列 和 矩阵 作 第 一 列 和 第 二 列 , 构 成 
1 以 3 
2 2 
万 一 
LvVa3a 1 工 
2 2 
变换 后 的 M' 写 成 M" 已 对 角 化 ,对 角 元 素 即 上 述 两 个 本 征 值 ， 
的 0 
M" -一 
Q bm 
已 成 “ 球 ” 型 的 对 角 和 矩阵 K' 在 正 交 变换 下 不 变 . 
从 zs 到 简 正 坐 标 &、w 的 变换 矩阵 为 
1 _~V3 1 V3 
! 0 | 2 2 2 2 
G=D.E= — 
1 M3]| v3 _1 3 _V3 
2 2 2 2 


用 广义 坐标 zs 时 ,广义 力 为 
Q, = Fcosht, CQ 一 0 
来 用 简 正 坐标 .7 后 ,广义 力 Q:、Q; 与 QQ, 有 下 列 关系 ， 


第 十 章 ”有 限 多 自由 上 度 系 统 的 小 振动 。 841 。 
1 3 
加 2 2 Q, 
Cu; M3 3 Q, 
2 
其 中 变换 矩阵 为 C ,代入 Q;、Q,;, 得 


2 
1] 
Qe -一 zw Focosd 


CA 一 一 Focosfy 


2 
采用 简 正 坐标 .7 后 ,运动 微分 方程 为 
om €+ ke = FFocostyt 


6m 7 十 有 7 一 一 3 pocosfy 
上 述 两 非 齐 次 线性 常 系数 微分 方程 的 特 解 为 


Fo 
# A4m 有 Fo 0 
5 ”一 大 a 一 Dag — oY) HI 上 
2m 
—~V 3 es 
lem 一 一 人 37o ey 
1 k 0? COstdi = 6m(g -一 oO 
6m 


非 齐 次 方程 的 一 般 解 等 于 非 齐 次 方程 的 特 解 加 上 相应 的 齐 次 方程 的 一 般 解 ,所 以 一 般 解 


为 
e 一 - fo cos0 十 Cicos 38, 十 wa 
om(3g 一 2 人 2 ) N ol 1 
< 330L 


cos 人 2 十 CzcoOS 


A Sit + os 


1 6m(g 一 2002) 


3 
定 上 述 &*' .v9" ,$7 时 都 用 了 k= 


1 M3,._1T fe fe  _ cosQnt 
一 一 本 7 一 [元 一 20822) 二 dm\g 一 2 
十 Cicos 1 十 a | 十 C2COS St + a 
3 M3 | 一 3 fo cosQt 
(= ol 2 一 4m(3g 一 278 人 2) 下 4m(g 一 rll 
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38 有 
N 21% V 3 天 下 


x 10. 2.8 一 根 长 为 4a 的 轻 弹 性 强 两 端 系 在 固 

人 定点 ,处 于 拉 紧 状态 ,在 离 两 个 端点 各 为 a 处 各 系 一 

个 质量 为 mx 的 质点 ,此 时 绳 的 张力 为 rz, 给 其 中 一 个 

4 质点 如 一 个 垂直 于 绳 的 力 FocosQ2t, 两 质点 均 受 到 空 

气 的 阻力 ,其 大 小 与 速率 成 正比 ,比例 系数 为 8, 求 两 
质点 运动 的 稳 态 解 . 


卓 1 志 
m zi 十 一 mm 2 


2 


TT FCicos 十 了 Cacos 


10. 59 


我 

o> 

| 
ro | 一 


< 
| 


Xi 十 六 5 (zs 一 XT1)” 十 六 一 了 


Ra Rn 


二 ~ Fo | 一 


> 一 XX 十 3 


3 3 
3 — zr + 3 


EN 


| 


] 。， ， 
一 方 B 地 十 六 有 


_1, 


2 
R= 
0 8 
本 题 末 用 与 前 几 题 不 同 的 求 简 正 坐 标 方 法 , 先 求 自由 振动 的 简 正 频 率 和 振动 模式 , 然 
后 用 简 正 坐标 与 原 用 坐标 的 关系 得 到 简 正 坐标 ， 
3 — mw’ 一 二 有 
2 2 
HI = 1 3 一 
pw ok — mw 
(zz2)2 一 3kmow’ 十 2k: 一 0 
2 中 2 _ 2k 
Wi 一 py ? (2 一 mm 


代入 ai， 


第 十 章 ”有限 多 自由 度 系统 的 小 振动 。 843 。 


+ Dk 7h | 
adijH = 取 u'? 一 
1 2. 1 
2 
代入 co2 ， 
11, 1 
2* 2 
“一 1 
2* 2* 
| 
— Dk 
adjH = , 取 2 一 
了 加 荆 
2 2 —] 
用 简 正 坐标 与 原 用 坐标 的 关系 ， 
辐 ur 2 M1l2 
6 Ul” Uy (m2 m22 
1 | ] 1 / | 1 1 
Z1| 1 | 1 
.过 2 1 -一 1 十 2? 
这 里 考虑 到 简 正 坐标 的 常数 倍 仍 是 简 正 坐标 ,在 写 M 的 窍 阵 时 除去 了 公 因 子 m， 
1 1 1 1 
2 2 
G-: = ， G= 
1 1 
1 一 1 2 2 
变换 为 简 正 坐标 后 ,K、M 分 别 变 为 
] 1 3 1 | | kR 
一 -一 一 一 -一 一 — 0 
2 2 2 2 2 2 2 
| 1 1 3 1 1| 
2 ol 2 kjlz 7T2) lo & 
1 1 m 0 1 1 0 
2 2 2 2 2 
Bf 一 C .MG 一 ] ] 1 1 一 1 
2 ”2 0 mll2 2 0 2 
28 0 
局 祥 R'— | 
0 ob 
广义 力 
eo 
0 
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变 为 号 ， 
i 1 Fcost2t 1 Fcos{h 
Pd -一 CO 一 = 一 
六 一 四 0 方 Focosg 
变换 后 的 运动 微分 方程 为 
Mi .6 十 Ri e+TK ee 一 己 
即 
pH <; 十 六 &, 十 pe é€| = Focosfdt 
二 十 二 有 十 ,= 二 Lp cosfy 
2 2 9 2 2 2 0 


写成 标准 形式 , 则 为 
和 十 2 二 和 十 半生 一 cos 人 


£, 十 2 二 &, 十 Re 一 Los 
m m 


稳 态 解 为 
Fo 
61 os (ft 9) 
2 2 
ea 
nm 27 
-0s (0 十 99) 
; / 
Ee 
2 0 0 
其 中 0 一 一 arctan 人 一 一 arctan bo 
一 — {2 mf 
1 a 
Fo 
é, 0S(0t 十 9) 
Er 
nm 2m 
一 Lo cos ({ 十 %) 
2r 
区 mY 十 B02 
“ 0 0 
其 中 必 一 一 arctan Dh |=— arctan — 0 
2k 2r 
m a 
由 X 一 C。 é, 
zi 一 方 (和 十 6)， zz 一 方 (全 一 徊 ) 


第 十 一 章 “” 力学 的 哈密 顿 表 壕 


11.1 哈密 顿 正则 方程 


11.1.1 用 柱 坐 标 和 球 坐标 分 别 写 出 质量 为 m 的 质点 在 势 场 (zy.z) 中 运动 的 哈 


密 顿 函数 . 
解 ” 用 柱 坐 标 +、p、z， 


X=rcosp, y=rsing 
二 7 了 cosp— rpsing 


y= Fsing 十 rpcosy 


T= pi 十 》 十 之 ) 一 六 取信 十 ry 十 之 》 

了 一 pa (7 二 rr 0 十 之 ) — V(rcosp,rsing,z) 
aL . dL . 

pr= ~ 三 mr, po = = mr 0， Pu 一 II 之 
dr dp 


H= prit pep+ pz—L 
2 2 2 2 2 2 
= 如 二 如 十 娠 一 [ 土 | 在 十 的 十 大 | 一 Vy 


m mr m 


2 2 
一 Pr 十 Pr 十 全 二 V(rcos9,rsing,z) 


2m omr’ 


用 球 坐 标 7、p、9， 


X= rsintcosg 
y= rsintsing 


z 一 rcosg 
一 六 sinbcosp 十 rbcosbcosp 一 rpsingsiny 
尺 一 了 Sinbsinp 十 了 bcosbsinp + r psinbcosg 
z= Fcos0 — r0sing 


12 (证 十 Ee 十 之 )= 二 十 六 六 十 72sin20 。 P ) 


m (r 十 r2 人 十 7r2 0 sin20) 一 V(rsingcoswrsingsinypyrcosO ) 
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HoaL;_ arp 2L, 1 
97 30 dg 
br pb 十 pe 十 V (rsinbcosy7rsingsinpy,7rcosDO) 
2m 2mr: 27272sin20 ’ 
11.1.2 写 出 9.3.11 题 所 述 系统 的 哈密 顿 函数 ,并 由 正则 方程 得 到 它 的 运动 微分 方 


程 ， 
解 ”由 解 9.3,11 题 已 得 到 的 拉 格 明日 函数 


= 二 mm 六 十 亚 久 十 过 ) 十 gEolnr 十 方 4Bor2 


— 9L — ; — 9L _ 2 - 1 2 
pr= 7 =mi, pe= 3 mr” P+ 2 9Bor 
, r “ 
7 一 全 ， Y 一 — pr 一 29Bor 
H= pr 7 十 和 pr 之 一 
p: 总 
2m 下 Zr 3 pe — Bor’ 下 m aEolnr 
aH oH , 
由 yi 3 pi Pi oq, 得 
， 7 ] l 
i be Br 
.Pz 
之 一 一 
Ed 
1 1 1 :gE 
mr Be 和 
fr= 0 
Pr 一 0 
p: 二 mm 之 二 常量 (3) 
将 p,= 二 mf 了 ,po 二 mr p+ gqBor’ 代入 式 (1) 可 得 
mi— mr — gBor 9— Le — 0 (4) 
式 (2)、(3)、(4) 即 所 求 的 运动 微分 方程 . 
11.1.3 用 哈密 顿 正则 方程 重 解 9. 3. 48 题 . 
解 L= m7 +r 9") 


jl [p+ 二 好 


其 中 pr=mi, pr=mrY 


第 十 一 章 ”力学 的 哈密 顿 表 述 


,_93H ,，__3H 
由 Ui 9 p:’ i 9g, 十 人 
今 Q, 二 和 N,Q。 二 一 IN |r, 可 得 

.1 _ Pr 

7 一 m Pr P=— mmr? 

1 ,; 
,= +N 
pb» 一 一 AN 


将 p,、psp 代 入 式 (1)、(2), 可 得 
mr mr p 二 入 


: mr? 0 十 2r7 0 一 一 uN |r 
有 约束 关系 


rr 二 a 
由 式 (3) 
N=— ma po 
式 (4) 可 写成 
ma? p=— jma? Pp 
9 一 一 AP 


*。， 847。 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 


得 到 与 9. 3. 48 题解 中 完全 相同 的 微分 方程 ,以 下 同 9. 3. 48 题 的 解 ( 略 ). 
11. 1.4 一 个 单位 质量 的 质点 在 用 极 坐标 表达 的 势能 为 了 一 “928( 其 中 为 常量 ) 
的 力 场 中 在 一 个 平面 上 运动 .如 1 二 0 时 ,+ 二 a,? 二 0, 试 用 哈密 顿 正则 方程 证 明 上 = 


rr:—a: 1/2 
元 | ,其 中 已 是 恒定 的 总 能 量 
证 明 L= (+r P ) 9 
] 1 k 
HS P+ 
,9H 
?= 7p = p, 
9 如 了 工 
一 po 和 -iPr 
g 1 2kcosg 
pr =—— = p+ 
9H ksing 
pe 一 ag y?2 
从 上 述 四 个 方程 中 消去 p,、po, 得 
六 一 二 (7 0D)2 十 0s yy * 2 十 eos 
r2 0 十 2r fF P= 9 


*。 848 ， 力学 (下 册 ) 


因为 Ho, jE 
] ] k 
Bh D3 p+ 让 p?| + — 
二 (天 十 天 六 ) 十 PE 
,2 2k 2&cosy 
解 出 0 一 全 7 一 本 一 元 
_2E 2kcosp + ,2hkcosp_2E + 
六 3 3 本 7 六 
dr ldr 
dr 2 dr 
zd = ar 一 ap 
rd 六 十 2 dr 一 4 五 dr 
Jr)rdF + 2f Cr) 7dr 
为 恰当 微分 ,要求 
jr) = [2f Cr) 六 
f(r) 十 rc 一 一 2F(7r) 
df _ dr 
ff > 
可 地 f(r)=r 


rd 十 27 dr 一 4Erdr 
两 边 积 分 ,用 初始 条 件 ,t= 二 0 时 ,r=a,7=0， 


fr rdr jr 一 CQ 
:一 | VoE(r:— a’) 2 也 
11.1.$5 一 个 质量 为 m 次 点 在 具有 势能 为 人 
.0.9 为 广义 坐标 ,证 明 包 . 世 十 一 大 二 Cr) 和 六 十 -都 是 运动 常数 


2m + mr’sin’6 


证 明 一 二 (7 十 r2 0 十 r2sin26 0 一 Cr) 


] 
人 一 7 pr 十 总 胡 十 也 pr| + V (7) 


i 


aH 
因为 je 一 0 
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所 以 po 一 常量 
aH 
因为 3 一 0 
所 以 
了 | ps, pg 
五 27It pr 十 2 十 risin20 十 V(r) = YY 常量 
__9H_ cos 
ps 一 30 一 mrisiniof? 
pe 三 一 = mr“0 
_ 225, cos0 ,,_ cos0 ,; 
popo=mr l mrisinGt? sinOf? 0 
， cosSZ ,2 dsing 
prd — p} G0 一 ps EY 
4 一 一 1 了 十 常量 
2 PSimet 
所 以 十 -psp; … 常量 
作 上 述 积分 时 用 了 ps 为 常量 . 


也 可 用 | 十 -369,F 一 0 证 明 8- 一 二 ;3 为 运动 常数 


11.1.6 质量 分 别 为 nw 科 MM 的 两 个 质点 相互 作用 ,其 势能 为 了 (~), 其 中 > 是 两 个 质 
点 间 的 距离 , 选 系统 的 质心 的 罕 卡 儿 坐 标 生 了.Z 和 质点 m 相对 于 M 的 球 坐 标 r+、.9、9 为 
广义 坐标 , 写 出 系统 的 哈密 顿 消 数 ,并 找 出 六 个 运动 常数 . 


解 T= (m+M) (K+ +2) mt 六 十 rsin2g 9’) 


+ M(t +risin’d 9) 


一 -- M = 一 2 
nM ?2 mi-M” 
.2 2 | MM .1 | M .1 mM ., 
m7 Mm tM = 
同样 可 得 ,mri 十 Mri 二 ry 六 
_ 1 2 2 
= (m+ M)(X 十 立 十 志 ) 十 -7 ra 十 r20 十 rzsin2gp ) 
了 一 了 一 站 

1 7 十 LA , 1 3 _pe 
一 7( + MM) jpx 十 py 二 p2) 十 omM pr T 2ps + TaraD 十 V(r) 


因为 可 交 一 0, 林 站 一 0, 可 7 一 ,0 0, px pr pz\H、 po 均 是 运动 常数 . 可 用 上 
题 的 办 法 证 明 . 
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p3 + 2 二 常量 


in?0 
11.1.7 一 个 质量 为 m 的 质点 上 巷 于 质量 不 计 、 不 可 伸 长 的 绳子 的 一 端 ,绳子 穿 过 桌 
上 一 个 小 筷 , 以 恒定 的 速率 a 往 上 拉 , 开 始 时 绳 长 为 名, 质点 在 竖 直 平面 内 运动 . 选 绳子 与 
向 玲 线 的 夹 角 9 为 广义 坐标 , 写 出 系统 的 险 密 顿 消 数 ,此 哈密 顿 函 数 是 否 是 总 能 量 ? 是 否 
是 运动 肖 数 ? 
解 T =Fm(F tr =m 0)’+ (ot)? 
V 一 一 Mg 人 (lo 一 ot)cosb 
了 一 Fm[e 十 (lo 一 地) 0 ] 十 Mag(l — at)cose 
pe = 2 = m(lo — at)?0 
a0 
— 站 了 2 _ 
H= po0— LL = Dm ty > ma mg(lo 一 af)cosl 
因为 工 =T; 十 Ti 十 To( 其 中 T;、Ti、To 分 别 是 广义 速度 的 二 次 .一 次 和 和 零 次 函数 )， 
瑟 一 /4， 一 1 十 了 天 了 十 人 
故 及 不 是 总 能 量 , 因为 人 闫 0, 也 不 是 运动 常数 


11. 1.8 一 个 处 于 均匀 重力 场 中 质量 为 m 的 质点 被 约束 在 一 个 球面 上 运动 , 球 的 半 
径 r 随时 则 变化 ,r==r (2). 选 球 心 为 原点 , 竖 直 向 上 的 轴 为 极 轴 ,以 球 坐 标 9.9 为 广义 坐 
慰 , 写 出 系统 的 哈密 顿 郴 数 和 运动 微分 方程 ,哈密 顿 函 数 是 和 否 是 总 能 量 ? 


解 太一 六 和 (六 十 六 十 rzsin20 2) 
V= mez ~— mgrcosg 


了 .一 pi (+r0 + rising. p ) 一 mgrcosl 


H= pe 0 十 psP— LL 


] 
= 一 2 十 ph? 一 pi 六 十 mgrcosg 
其 中 rr 二 rr(t)， ,we 
由 哈密 顿 正则 方程 ， 
» oH ] 
3 1 
9 3 po mrisin:OF? (2) 
b= 9 er 5 
oH 
ps=— =0 


9 9 
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所 以 po = mr’sin’l 9 二 常量 (4) 
用 式 (1) 消 去 式 (3) 中 的 pe, 得 
.. ， fh 
mr’ 0 十 2mr 六 0 一 一 + mgrsing (5) 


(4)、(5) 两 式 为 运动 微分 方程 ,其 中 =r(z) 是 已 知 的 , 式 (4) 中 的 常量 由 初始 条 件 确定 . 
因为 荆 中 含有 ToCTo== 方 澡 六 ,是 + 的 已 知 函 数 ), 矿 = 了 ,一 To 十 V 关 T 十 V ,哈密 顿 本 
数 不 是 总 能 量 
11.1.9 一 个 质量 为 xm 的 质点 ,在 力 /一 乞 e-( 其 中 心 r 都 是 正 值 常量 ) 作 用 下 做 一 


维 运动 , 写 出 它 的 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函 数 ,哈密 顿 函 数 是 否 系 统 的 总 能 量 ? 是 否 运 动 
常数 ? : 


pp 上 上 
解 了 一 一 6 5 
L = 二 jz 计 一 RO-t 
2 ys 
1 ,kk-t 
| 2mP* 下 x 
oH — 
因为 一 天 0, 玖 不 是 运动 和 常数， 


H=T+V 
哈密 顿 函 数 是 系统 的 总 能 量 . / 


y 


一 个 平面 上 运动 ,用 极 坐标 写 出 哈密 顿 函 数 ,并 找 出 两 个 运动 积分 . 


解 T 一 方才 十 天 他 ) 


11. 1. 10 一 个 单位 质量 的 质点 在 广义 势 场 U= 二 一 (y 是 质点 离 原 点 的 距离 ) 中 在 


,2 
r = 1+7 
rr 
,2 


L=T-U=+ +ry)— 


ry 


5 一 0， pr 一 六 9 一 h( 常 量 ) 
9 天 
at 一 
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好 一 7 十 pt 二 二 EF( 常 量 ) 
后 一 运动 积分 也 可 写成 
rr 一 2) 六 十 天 十 2r 二 2ri:E 
1i.1.11 质量 为 m 的 粒子 在 半径 为 R 的 球面 上 运动 ,粒子 未 受 其 他 外 力作 用 . 
(1) 此 题 需 要 几 个 广义 坐标 ? 
(2) 选择 一 组 广义 坐标 , 写 出 系统 的 拉 格 骨 日 函数 ; 
(3) 写 出 系统 的 哈密 顿 函数 , 它 是 否 守恒 ? 
(4) 证 明 粒 子 沿 球 的 一 个 大 图 运动 ， 
解 (1) 由 于 粒子 被 限制 在 一 个 球面 上 运动 ,描述 它 的 运动 需要 两 个 广义 坐标 ， 
(2) 选 球 坐标 9.9 为 广义 坐标 ， 


L 一 T -一 mR (6 十 p sin20) 


《3 ) 一 2 上 一 mmR2 8 
90 
9 2 2 
pr—— -mE sin0*o9 
1 
“一 mRi?? 
: } 
9 一 Risin:Or? 
_ - __l1 |,, _1 , 
H=plt pp t= 2mRi\ DP’ siniof? 
9 i 
因为 人 一 0,HH 是 守恒 的 . 
sin?0， 9g 一 常量 
总 可 以 选取 9.9, 使 t 二 0 时 ,p= 二 0 , 
sin20 .9= 0 
所 以 9 二 0， 9 一 常量 


故 质点 沿 球面 上 一 个 大 圆 运动 . 

11. 1. 12 一 个 粒子 在 重力 作用 下 ,在 光滑 的 .对 称 轴 是 竖 直 的 旋转 抛物 面 内 侧面 运 
动 , 用 离 轴 的 距离 > 和 方位 角 gp 作 为 广义 坐标 , 求 : 

(1) 系统 的 拉 格 朗 日 函数 .广义 动量 和 哈密 顿 郴 数 ; 

(2) > 作为 时 间 的 函数 满足 的 运动 微分 方程 ; 


(3) 如 符 一 0, 证 明 粒 子 能 围绕 抛物 面 最 低 点 做 小 振动 ,并 求 小 振动 的 角 频 率 . 


解 ” 设 旋转 抛物 面 的 方程 为 
z 二 Ar: (Ah 为 常量 ) 
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(C1) = mC tr 9 ) 十 方 如 m4) 六 十 广 Im7 0 
V 一 MBgz = mgeAr’ 


了 一 ml 十 4A2r*) 十 mr op 一 mpAr’ 


_9L _ 2 ?2、， 
加 二 5 一 ML 十 4 
aL 
pe = -二 mr 9 
99 


— ， 1 _ 1 ，? .1 ， 2 
H 本 pr ?十 PrP— L 本 Sm (1 十 A Fr 十 Dr 十 mgAr 


(2) 由 号 | 3 这) 一 3 一 0 得 
(1 十 4427r2) 7 十 4477 一 六 十 2g4r 一 0 
一 9 一 六 (常量 ) 
用 第 二 个 式 子 消去 第 一 式 中 的 ,得 
(1 十 442z2)rs 关 十 442747 十 284z4 一 大 

(3) 如 8g=0, 且 在 抛物 面 最 低 点 附近 做 小 振动 ,r、;、7 均 为 一 级 小 量 , 只 保留 微分 方 

程 中 的 一 级 小 量 ,得 
7 2gAr= 二 0 
小 振动 的 角 频 率 为 
2pA 

11.1.13 两 个 质量 均 为 m 和 质点 用 根 长 为 工 的 轻 强 连 楼， 强 
子 罕 过 一 个 半角 为 a、 直 立 的 圆锥 顶端 的 小 筷 . 一 个 质点 基 挂 在 圆锥 
内 , 另 一 个 被 限制 在 圆锥 的 表面 上 运动 ,如 图 11. 1 所 示 ,不 计 摩 擦 ， 

(1) 选 逢 当 的 广义 坐标 , 写 出 系统 的 拉 格 天 日 函数 和 哈密 顿 函 数 ; 

(?) 各 广义 坐标 满足 的 微分 方程 ; 

{3) 求 在 圆锥 而 上 运动 的 质点 做 圆 轨 道 运动 的 角 频 率 . 

甸 ‘1) 此 系统 共有 4 个 自由 度 , 描 述 惹 挂 在 圆锥 内 的 质点 用 三 
个 球 坐 标 r.98、p, 描 述 在 圆锥 面 上 运动 的 三 个 球 坐 标 为 L 一 r、7 一 a、B， 
其 皇 只 有 方位 角 8 是 独立 的 . 取 r.g.p 和 为 广义 坐标 ， 于 11 


人 工 
人 -= 
2 
1 


m(F + ri 十 rssin2g 9') + 7m[ 十 (LC— r)’sin’ (x — a)p] 


rupert 
Rd 


>m[2 十 r20 十 rzsin2gp + (L—r)’sinap] 
V = eosd 十 Mg( 了 一 r)cos(r a) = mer(cos0 + cosa) — mgLeosa 


— m[2 六 十 720 十 risin?0 9 十 (LC—r)’sin’a. B]— mgr (cosd + cosa) 
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十 mgeLcosa 
pr:= = 2mr, pr= -= mr 0 
poe= 2< 一 mr’sin:0 9 
99 
L 


pa—= SE = mL — rsinia . 
9 1 


H= 加 十 和 prp+ pa 0 一 工 


;ps8 十 


2m(L — r)’sin’a 


i |  ,， 2 
mF” + 3 2mr” np + Pe 
十 mgr(cos0 十 cosa) 一 mgLceosa 
3 aL 
po 二 mr?sin?9 pg 二 C1( 常 量 ) 
pe 二 m(L 一 r)’?sin?a， p= Cs( 常 量 ) 
aL_ dlaL) 3 
一 0 和 是 | <| -3 多 一 0 可 得 另 两 个 微分 方程 为 
2 戎 一 -CO 十 sin20 D ) 十 (一 一 ”)sin2a 。 pB 十 ge(cosl 十 cosa) = 0 
r 0 十 270— rsingcosb 0D 一 gsinl 一 0 
(3) 在 圆锥 面 上 运动 的 质点 做 圆 轨 道 运动 时 ,绳子 张力 大 小 不 变 , 可 见 悬 在 圆锥 内 的 


质点 或 保持 不 动 或 做 飞速 率 圆 周 运动 ,前 者 可 以 看 做 后 者 的 一 种 特殊 情况 ,因此 我 们 这 里 


考虑 后 者 ,此 时 ,r 为 常量 ,7 二 0, ;7 二 0,60 为 常量 ,09 二 0,5 一 0,p 和 有 均 为 常量 . 
代入 后 两 个 微分 方程 得 
一 rsin20 。 D 十 (了 一 7r)sin2a 。 ey 十 glcos0 十 cosa) 一 0 


一 rcosg.p 一 5 一 0 
两 式 中 消去 ,可 得 


8 十 cosa| 十 (到 一 r)sina 。 p=0 


ep 


在 圆锥 面 上 运动 的 质点 做 圆 轨 道 运动 的 角 频 率 为 


a| coso 


一 cosa 
/一 (L — r)sin?a 
注意 :0 在 第 二 象限 , 故 一 cos0>0, 一 08> 0 又 有 一 一 ->>cosa[ 因 为 1>>cosa( 一 cos0) 成 


YY ]. 
前 者 是 后 者 在 96=x 时 的 特殊 情况 ,此 时 


有 一 fg(C] 一 cosa) 


(LO— rr)sin’a 
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11.1.14 一 轻 的 .粗细 均匀 的 细 U 形 管 部 分 地 注 
入 水 银 ( 总 质量 为 M .单位 长 度 的 质量 为 p), 如 图 11. 2 
所 示 . 管子 能 绕 一 根 竖 直 辟 转动 ,忽略 摩 氛 、 玻 璃 管 的 质 
量 和 转动 惯量 以 及 转轴 处 水 银 柱 的 转动 惯量 . 

(1) 计算 管子 不 转 时 水 银 柱 的 势能 ,并 描述 它 可 能 
的 运动 . h 

(2) 管子 以 初 角速度 w 旋转 ,水 银 柱 在 偏离 不 转动 | 
时 平衡 的 竖 直 位 移 zx。 处 静止 开始 运动 

(a) 写 出 系统 的 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函 数 ; 一 一 

(b) 写 出 运动 微分 方程 ，; 

(c) 运动 中 有 哪些 守恒 量 , 写 出 它们 的 表达 式 ; 图 11. 2 

(d) 尽 可 能 完全 地 对 运动 作 定 性 描述 . 

解 (1) 设 水 银 柱 两 表面 偏离 平衡 位 置 的 距离 为 z, 使 系统 再 缓慢 偏离 dz ,外力 做 的 
功 为 dW = 二 2pgzdz ,保守 力 做 的 功 为 一 dW , 故 保 守 力 势能 的 增 量 为 

dV = dW = 2pgzdz 


| 
一 一 一 
一 党 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

-对 SNk 一 


V 一 | ,2pgzdz 一 pgz’ 
0 


L 一 2 ME 一 pgz’” 
dioaL aL ~ ,so 
由 二 Z| z 一 0 得 / 
Mz+ 2pgz = 二 0 
z 一 Acos | 228 
Mita 


水 银 柱 将 围绕 平衡 位 置 (z 一 0) 做 角 频 率 为 4& 的 振动 ,其 振幅 4 和 初 相位 a 由 初始 条 
件 确定 . 

(2) U 形 管 可 自由 转动 时 ,系统 有 两 个 自由 度 . 取水 银 柱 面 偏离 不 转动 时 的 位 移 x 
(如 图 11. 2 所 示 ) 和 转角 9 为 广义 坐标 . 


,2 。2 1 ,2 ] 1 。 2 1 ,2 
(a) 7 一 二 (十 z)2 十 可 * ph+2z) 0 to 之 + 二 | 30l 。 和 0 sph) 


1 
2 


Mz 十 广 p(h+2)L 六 二 二 pl 太 


了 一 Dgz 
1l 2 1 l 2 2 .2 
L=T—V=oMz 十 二 ol hz 二 二 7] 0 —pog 之 
_1 ,, 1 ,， 2 
H= MP 1 pi ogz 
2o| 1 十 z 十 寺中 
da 3 工 
Cb) 自生 | | 一 322 一 0 得 
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ME 一 六 2 YF + 2pgz 一 0 


plh 十 之 十 Li) G+ pl? 0= 0 
或 p| htz+ lL = C( 常 量 ) 


代入 初始 和 条件: 上 一 0 时 ,一 zo0»0 = wo, 
C 十 z 十 于 有 Pb= plh 十 zo 十 二 


et 3 tt le 
Cc) 因为 人 一 0， 所 以 pe 是 守恒 量 . 因为 po= 一 一 字 即 


[天 十 = 十 寺中 6 Pe 


因为 全 二 0,H 是 守恒 量 ,其 表达 式 为 
, 1 


} 2 2 
阿公 在 ps 十 08z 
2M 2p|h+z+t lle 


Mi 十 一 lolh + z+ dl] 十 pg 


Ls 十 zo 十 7) Lo 十 pg 之 和 

(d) 水 银 柱 的 运动 名 次 部 分 组 : 难 : 一 是 跟随 TU 形 党 一 起 转动 ,转动 角速度 与 水 银 柱 
面 的 升降 有 关 ,z 增 大 时 ,转动 前 速度 减 小 ,z 减 小 时 ,和 角速度 加 大 ,对 转轴 的 角 动 量 保持 为 
常量 ; 另 一 部 分 是 液 往 在 管 丰 的 运 荔 ,中 于 zx 的 方程 可 改写 为 


其 中 4 一 二 op| 4 二 ma 十 -| 霹 或 才 为 常量 ,其 平衡 位 置 由 下 列 方程 给 出 ， 


2ogz 一 4 
上 |. 十 > 十 7 : 
它 是 z 的 三 次 方程 ,有 三 个 根 , 用 作 图 法 不 难看 出 :方程 只 有 一 个 实 根 , 因 其 系数 均 为 实 
数 , 另 两 个 根 必 为 共 斩 复 数 , 只 有 一 个 实 根 ， 故 只 4 有 一 个 平衡 位 置 , 设 此 实 根 为 之 一 之 1 ， 
2082z1 一 一 一 二 一 一 
|. 十 at 十 之 ] 
如 |zo 一 zi| 蚌 小 量 , 则 令 一 “十 xz ,微分 方程 可 化 为 


Mi&¥! 十 2pgz! -_ -22 xz 


人 二 十 
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A 
Ps -。 
[ht 


水 银 柱 在 管 中 将 围绕 平衡 位 置 -二 zi 做 小 振动 , 角 频 率 为 /< 始 十 一 一 < 一 一 
M| 7 十 -3 十 2 


如 |zo 一 zi | 不 是 小 量 , 则 微分 方程 不 能 作 上 述 简 化 ,水 银 柱 在 管 中 的 运动 比较 复杂 . 

11.1.15 图 11.3 中 的 系统 由 一 个 质量 为 m 的 粒子 和 一 个 质 
量 为 M 的 转子 组 成 ,转子 是 一 个 密度 均匀 、 有 一 个 旋转 对 称 轴 的 刚 。。 

体 ,粒子 和 转子 的 每 一 体 元 间 有 万 有 引力 或 库仑 力 互相 吸引 ,粒子 
和 转子 的 运动 是 自由 的 . 讨论 这 个 系统 的 运动 ,在 讨论 中 回答 以 下 
问题 图 11. 3 

(1) 这 个 系统 有 几 个 目 由 度 ; 

(2) 取 一 组 适当 的 坐标 , 写 出 拉 格 朗 日 函数 或 哈密 顿 函数 ,说 明 如 何 写 亦 可 ; 

(3) 粒子 和 转子 间 的 相互 作用 与 哪些 坐标 有 关 ; 

(4) 能 给 出 多 少 运动 常数 ,它们 有 何 物 理 意 义 ? 

(5) 这 个 系统 的 什么 轨道 十 分 类 似 于 两 个 点 质量 的 轨道 ? 说 明 它 们 之 间 有 (小 的 ) 卷 
别 的 原因 ,什么 原因 使 转子 相对 于 其 质心 有 运动 ? 

解 〈1) 这 个 系统 共有 9 个 自由 度 ,粒子 需 3 个 坐标 ,转子 需 6 个 坐标 . 

(2) 可 选取 如 下 的 一 组 广义 坐标 :xX、y、z 表示 粒子 的 位 置 ,和 了 、Z 表示 转子 质心 的 
位 置 , 三 个 欧 拉 角 y、p.9 描述 转子 相对 于 其 质心 平 动 参考 系 中 的 定点 转动 , 取 转 子 的 旋转 
对 称 轴 为 固 连 于 转子 的 z' 轴 . 

系统 的 动能 包括 粒子 的 动能 Ti、 转 子 的 平 动 动能 T, 和 转子 相对 于 其 质心 平 动 参考 
系 的 (转动 ) 动 能 了。， 

T= 二 Tj 十 TT, 十 TT， 


T ,一 吉之 二 六 十 党 ) 
T, = MC +-Y 过) 
1 0 0 | 
1;,= Ch woz) 0s) 0 1, 0 WwW, | 一 pl 十 1,0w2 十 Tw3) 
0 0 7 (3 
其 中 cu] 一 psingsinb 十 Gcosy 


一 9sinbcosy 一 bsiny 
:一 9cosb 十 几 
Ti\i:\1; 是 转子 的 三 个 主 转 动 惯 量 ,7 1 一 /72. 
系统 的 势能 可 计算 如 下 :以 粒子 为 球 心 , 设 转子 位 于 半径 一 r 十 dr 的 球 膏 内 的 质 元 
为 d4M ,如 引力 为 万 有 引力 ,粒子 与 此 质 元 的 势能 为 
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dV =— LdM 
系统 的 势能 为 
V = 一 Gm| 4 
系统 的 拉 格 明日 函数 为 
L=T—V 


(3) 粒子 与 转子 间 的 相互 作用 与 X—zXY—y.Z—z.90 有 关 . 
(4) 从 上 面 选取 的 一 组 广义 坐标 及 由 些 写 出 的 拉 格 明日 函数 ,可 以 看 出 有 两 个 运动 


常数 因为 3 = 0, > 3 一 了 一 常量 ,又 因 动能 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 郴 数 ,势能 不 
显 含 +, 所 以 如 = 了 3 s 一 工 是 系统 的 机 械 能 . 
aL 


因为 和 一 0 :一 常量 ,其 物理 意义 是 转子 在 其 质心 平 动 参考 系 中 对 其 旋转 对 称 轴 
的 角 动 量 守 恒 . 

如 《2) 中 选取 的 一 组 广义 坐标 是 系统 质心 的 坐标 zx、y、z, 粒 子 在 系统 质心 平 动 参考 系 
中 的 球 坐标 为 一 .Or 以 及 转子 在 其 质心 平 动 参考 系 中 的 定点 转动 所 用 的 三 个 欧 拉 角 
为 y.9.9, 再 将 rn 改 成 粒子 与 转子 质心 间 的 距离 ee 


T 一 六 四 十 MO 十 了 十 过 ) 十 六 L| - 马 | 十 天 加 


十 他 
十 risin’0 ~ ) 十 了 了， 
其 中 了 7; 就 是 前 面 给 出 的 T:. 
V 的 式 子 仍 如 前 述 的 积分 式 子 , 它 与 六 和 0 三 个 坐标 有 关 . 


除 有 上 述 两 个 运动 积分 以 外 ,还 因 有 2 二 一 5 一 5 一 0， 9 一 0, 有 运动 积分 


立 一 常量 ， y 一 常量 ， 之 一 Wy 
其 物理 意义 是 系统 的 动量 守恒 ， 


9 常量 
9 0 


因为 系统 质心 平 动 参考 系 中 的 三 个 坐标 方向 可 以 随意 规定 ,因此 二 一 常量 的 物理 意义 


是 系 在 对 其 质心 平 动 参 考 系 中 对 质心 的 角 动 量 守恒 . 

(5) 当 粒 子 与 转子 相距 较 远 ,说 得 更 确切 些 , 当 粒子 与 转子 质心 的 距离 比 转子 的 线 度 
大 得 多 时 ,粒子 和 转子 质心 的 轨道 十 分 近似 于 两 个 点 质量 的 轨道 ,它们 之 间 有 (小 的 ) 差 别 
的 原因 在 于 转子 的 质心 和 引力 中 心 不 重 合 . 反 之 ,与 此 有 关 , 粒 子 对 转子 各 质 元 的 引力 对 
转子 质心 的 力 扎 之 和 不 等 于 零 ,这 是 转子 相对 于 其 质心 有 转动 的 原因 ， 

11.1.16 地 球 以 恒定 的 角速度 w = 二 wk 相对 于 惯性 参考 系 运 动 ,k 是 固 连 于 地 球 的 z 
轴 的 单位 矢量 ,用 固 连 于 地 球 的 第 卡 儿 坐标 xz、y.z 为 广义 坐标 , 写 出 质量 为 mx 的 质点 在 
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势 场 V(rz,y,z) 中 运动 的 哈密 顿 蚂 数 , 证 明太 不 是 总 能 量 , 但 是 一 个 守恒 量 , 
解 v =zXi+yij+2k+iowokX (zityjtzk)= (xr—wy i (ytwor)iizh 


T= Pm v 一 广 m[( 之 一 wy)? 十 (3 十 wz)* 十 之 
一 mz 二 一 Zw y 十 2oz 二 wx? + wy’) 


了 一 六 ma( 定 二 六 十 几 一 2wZy 二 20x 9 wx! 十 wy) — V(x, yz) 


aL 


-二 mx mwy 


pz = 


让 一 (ps 二 mwy) 


py — 9F = m+ mor 


ys \py — MO ) 
H= Lp.(ps 十 moy) 十 Tp,py ~ murz) + Tps — Tm iCps 十 may 
十 7(p， 一 700t 六 十- pp 一 2Oy 。 wy (ps 二 mwy) 十 2 。 二 (p， 一 mwzx) 
十 wZ 十 wy? | 十 V TY) 
= (pi + pi pe) + pewy 一 pywr + Vr,y,z) 
因为 T 关 7T;( 不 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 ),H 不 是 总 能 量 . 又 因为 人 =0， 所 以 矿 是 


守恒 量 . 


11.1.17 质量 为 m 的 质点 作 一 维 运动 的 拉 格 朗 日 函数 也 一 六 mer (六 一 wzz5) ,其 中 
m、Y 和 w 都 是 正 实 数 ， 

(1) 求 运动 微分 方程 ,根据 作用 在 质点 上 的 力 的 类 型 对 运动 微分 方程 作 些 说 明 ， 

(2) 求 广义 动量 ,由 此 构造 哈密 顿 函数 ， 

(3) 该 哈密 顿 函数 是 否 是 运动 常数 ? 机 械 能 是 否 守恒 ? 

(4) 若 初始 条 件 为 zx(0) 王 0, 之 (0) 一 zo, 问 当 t->oo 时 ,zx(2) 渐 近 地 等 于 什么 


解 〈1) 也 一方 mrer( — wz’) 
9L_ me 
dr 
ooL 


。 860 ， 力学 (下 册 ) 


运动 微分 方程 为 
m+ m7?i+ mwr=0 
或 m=— mY i mer 
质点 受 两 个 力 :一 个 是 一 mY 7 为 与 速率 成 正比 的 阻力 ;一 个 是 弹性 力 , 是 与 偏离 平衡 
位 置 的 位 移 成 正比 的 恢复 力 , 币 分 方程 是 有 阻尼 的 振动 所 休 循 的 方程 
] 


(2) p29 一 me 之， 之 一 六 6 p 


2 
— p » —e "tp me”| Lonp| wz? | 


_ 1 -zs 1 N22 
= ome pi ome wz 


(3) ”生产 0, 刀 不 是 运动 常数 ,机 械 能 也 不 守恒 . 弹性 力 是 保守 力 , 可 引入 势能 ,但 阻 


力 是 非 保守 力 , 且 总 做 负 功 ,机 械 能 是 不 断 减 少 的 . 
(4) 区 十 YY 十 wx 二 0 
特征 方程 为 
7 二 Yr 二 ww 二 0 


7 = 方 (一 士 天 一 4o2) 
如 7?<4w?, 即 入 < 时 , 通 解 为 


_1 
r= Ae 2’cos(wyt 十 wa) 


2 1 2 
其 中 WAE TT 4 ’ 
如 7>4w?, 即 人 >@ 时 , 通 解 为 
TT 二 Cet\ y+ M0 ) -十 Cez\ _y_ M4) 四 
如 y=4w?, 即 廊 一 时 , 通 解 为 
r= (B, 十 Bt)e-2” 
不 论 廊 与 的 大 小 关系 是 上 述 哪 种 情况 ,也 不 论 初始 条 件 如 何 ,too 时 , 均 有 x 一 0. 
11. 1. 18 一 个 自由 度数 为 1 的 系统 的 哈密 顿 函 数 为 廊 = 台 一 bgpe-“ 十 十 bae-“(a+ 
be 一) 十 六 kg2, 式 中 a.b.a 和 都 是 常量 , 求 此 系统 的 拉 格 朗 日 函数 


_p -a le -ae lp 
解 H= 人 全 bape "+ wbae (ac 十 pe“) 十 二 Ra 
20 2 2 : 
0 一 aH _P_ baqe™® 


第 十 一 章 “” 力 学 的 哈密 顿 表 述 。861 。 
H= po—L 
L= po9— H = a(gt bge™“) 0 一 2cLaCg+ pe “)J 


4 baa(g + bae-”)e-" 一 Fbae"(a 十 pe-a) 一 六 Ag: 


一 六 (十 poe “) 一 bae-«(a 十 be “) 一 ph 


11. 1. 19 ”两 个 惰 性 气体 原子 ,每 一 个 质量 都 是 mx, 它们 之 间 的 经 典 相互 作用 势能 为 
yc) = 一 终 十 总 


4.B>0, 且 为 帝 量 ,> 为 两 原子 间 的 距离 . 
(1) 写 出 这 两 个 原子 构成 的 系统 的 哈密 顿 站 数 ( 取 适当 的 广义 坐标 ); 
(2) 求 出 这 个 系统 的 能 量 最 低 的 经 典 态 ，; 
(3) 者 能 量 稍 高 于 (27 所 求 的 最 低能 态 , 求 这 个 系统 的 振动 频率 . 


解 (1) 取 系 统 的 质心 坐标 xz、y、z 和 一 个 原子 相对 于 另 一 个 原子 的 球 坐 标 ”~、0O、92 为 
广义 坐标 . 


, , , y 2 2 2 ， A B 
7 一 二 X 2m(z 十 六 十 疡 ) 十 2 XX 去 m| 十 十 了 sin2g 基 | 十 至 一 总 
. . . . ， 4 B 
一 m( 这 十 十 之 ) 十 pL +ri0 十 rzsin20p ) 十 2 一 7 
22 _ pm i 
2 一 9 一 
9 ， 
aL . 
pP; OO— 3 二 一 
_aL_1,, 
Pr a 2 
ps= SE = Tm 
30 < 
po= 9L = 二 yzr2sin28 9 
/ I 9 2 


H= ps py prez pri+ po0 二 psp— IL 


24 


_ 工 2 工 | pi ,ps |_24,.23 
= Im ps+ pyt pe) tpr+t zt "Tt 


mr’sin’6 
(2) 最 低 的 经 典 态 ,T=0,V 取 最 小 值 ， 


dl 24 了 1 
dr\ rs 十 7 二 1 
124 12B 


。862 。 力学 (下 册 ) 


人 
4 

_y -| 一 24 了 __4 
已 min 一 了 in 一 | 6 rl12 (3) ~ B 


1 
(3) 将 了 (r) 在 > 一 ro 一 | | 处 作 泰勒 展开 ,或 令 v' =r 一 xo, 在 x = 二 0 处 作 泰 勤 展 开 ， 
只 保留 二 级 小 量 ， 
d2T7 
dr” es 


12 


Vr GV) + 志 X 


__ 和 4 工 | 一 4 扩 | 
-一 委 十 3 一 8 各 十 156 8)| 


A? 703 
一 一 万 十 36 Br 


在 最 低能 态 附 近 ， 
L= jz ( 宛 十 jy 十 之 ) 十 Fm[2r 十 (re 十 天 六 


。 7/3 2 
十 《ro 十 六 ) sin“l6 |- 36 Sr 十 全 
of of nN ”站 "" d dL 9 ev 一 
注意 :六 、Y'、 台 妇 、 允 、 多 均 为 小 量 ,由 名 | 3 过 | 一 2 一 0 得 运动 微分 方程 ,只 保留 微分 


方程 中 的 一 级 小 量 , 可 见 只 有 关于 x 的 微分 方程 是 振动 的 方程 . 可 得 


7/3 
mz?! +72 Sr 一 0 
在 最 低能 态 附近 做 小 振动 的 角 频 率 为 
773 
c = 人 pe — 19m™ ?AB-2/3 


11. 1. 20 一 个 质量 为 m、 带 电 蓓 量 为 一 e 的 非 相 对 论 电 子 在 贺 柱 形 磁 控 管 内 运动 ， 
磁 控 管 由 一 个 半径 为 a、 电 势 为 一 加 (加 >0, 为 常量 ) 的 导线 和 电势 为 零 的 半径 为 尺 的 同 轴 
圆柱 面 组 成 . 磁 控 管内 有 一 平行 其 轴 的 匀 强 磁场 B, 选 用 柱 坐 标 r+、p、z 为 广义 坐标 , 标 势 $ 


一 一 pin[ 左 | /in[ 各]. 矢 执 4 一 十 Bres( 其 中 es 是 沿 p 增 大 方向 的 单位 矢量 》， 

(1) 写 出 哈密 顿 油 数 ， 

(2) 证 明 存 在 三 个 运动 常数 ,并 讨论 可 能 出 现 的 运动 类 型 ， 

(3) 假定 某 电子 以 等 于 零 的 初始 速度 离开 里 面 的 那 根 导线 , 则 存在 某 个 磁场 值 B,, 当 
B 过 B, 时 ,该 电子 能 到 达 外 面 的 圆柱 面 , 当 有 > 有 时 , 它 不 能 到 达 外 面 的 圆柱 面 , 求 出 B。 
的 值 . 


解 (1) = Bres 
V= (—e)$— (— et: A 
ln r/R) 


， . l 
一 eg In(Ca/R) +eCe,+roet Zk).: » Brer 


第 十 一 章 ”力学 的 哈密 顿 表述 。863 ， 


加 In (r/R) 
= epo Inca7R) 


十 FeBr’ 0 


L= pm +ry + 名) 一 eg 


ln(r/R) 1 ，，， 
In(a/R) 一 22e27r 9 


9 
H= pi+ pep+ pei—L 


1 In(r/R 
= 汪 |p: 十 点 二 | ps+ TeBr) n(r/ RY 


2 
十 让 | 二 ego ln (a/R) 
(2) 一 =0, po=mr’ ?一 二 ceBr 一 常量 


一 二 0, p: 一 m 之 二 常量 , 2 二 常量 


In(r/R) 
+ps |+eg In(a/R) 二 常量 


Fm 十 r2 g 十 之 ) 十 e 办 [CR 一 常量 


7 zep 十 -7 LeBr? 


可 能 的 运动 类 型 有 : 

(i) 在 z 方 向 做 匀速 直线 运动 (r= 常量 ,9g 二 0); 

Gii) 在 z 保持 不 变 的 平面 上 做 以 z 轴 为 圆心 的 匀速 率 圆周 运动 (z= 常量 ,r= 常量 ,9 
二 常量 )， 

Gii) 在 z 保持 不 变 的 平面 上 做 螺旋 运动 (z= 常量 ,r 增 大 时 ,9 减 小 ); 

Gy (1) ii) 两 种 运动 的 登 加 运动 ; 

(GD 、Gii) 两 各 运动 的 合 加 运动 . 

(3) 骨 初 始 条 件 ;:t=0 时 ,r= 二 a,7 二 0,9 二 0, 之 二 0, 确定 三 个 运动 常数 ， 


之 一 0 (1) 
2 ] 2 l 2 
mr’ 9— peBr 一 一 了 eBa (2) 
,2 ,2 ， | KK 
六 mm 六 十 玫 凡 十 二) 十 ed a = eg (3) 


将 式 咏 ;、(2) 代 入 式 (3). 得 


1 2 
—éeB(r’ — a’) 
二 六 十 了 | 一 一 一 一 ep, N/R) 


2 mr In(a/R) ego (4) 


+ 864 。 力学 (下 册 ) 


将 B= 一 B.、r 二 R 时 ,7 二 0 代入 上 式 ， 


mR -nt eB (R? 一 a?)? = ego 
2 2mgo 
解 出 Bb- Ra e 


由 式 (4) 可 见 , 当 B 过 B, 时 ,在 r=R 处 ,7 >>0; 在 r<R 时 ,7 之 0. 随 着 7 增 大 ,7 减 小 . 
可 见 , 在 r==R 时 ,7>>0, 说 明 电 子 能 到 达 外 面 的 圆柱 面 ， 


当 BB, 时 ,在 r=R 处 ,由 式 (4) 得 ; 过 0, 这 是 不 可 能 的 ,说 明 电 子 不 可 能 到 达 + 二 R 
处 ,在 rR 的 某 处 ,就 变 成 ;= 二 0 了. 
作出 上 述 结论 时 ,用 了 -了 是 7 的 单调 递增 函数 ,因为 


2 
d ||-1 二 气 >0 


dr dr 7 
11. 1.21 对 于 处 在 重力 场 中 的 对 称 陀 螺 , 使 用 劳 斯 方程 获得 非 循 环 坐 标 满足 的 运动 
微分 方程 ,已 知 质心 离 固 定点 的 距离 为 刀 , 对 固定 点 的 三 个 主 转动 惯量 为 厂 、)、7. 


解 T= (T+ Ti +1se) 


ro— a 
rr 


w, = 9sinbsing 十 9 cosy 
w, 一 psinbcosy — 0 sing 


w,. = pcos0++y 


T= 六 了 六 十 pet pzsin2g 十 六 Ts(Pcosb 十 0 
V = mghcosd 
7 = pf + pt 2?sin26 十 六 Ta(pcosb 十 的 2 zegpcosg 
aL aL 
j=0, Fj=0 


9 均 为 循环 坐标 ,选取 劳 斯 水 数 民 为 


R = pop p+ psy—L 
9 


py» 一 了 二 了 psin’0 十 TscosO(@cosl 十 J) (1) 
Pp 
py = 2 = Ts(pcosb 十 ) (2) 
9y 
由 上 述 两 式 p、y, 得 
9 一 Tp 加 pycos0) 
. 0 
y= ? Din.ps 一 pcos0) 


第 十 一 章 ”力学 的 哈密 顿 表 述 .865。 


] 7 » 1 2 
民 一 一 2 0 十 oT einib Pe 一 pycos0)* 十 妈 十 11Shcosl 
劳 斯 方程 为 
dz oR 
| =0 (3) 
"_9£ ， 9 
7 9 po 4 py : (4) 
: aR . ok 
Pr jp’ py = 3 (5) 
代入 劳 斯 函数 , 式 (3) 可 表示 为 
7 1 (pe— pycosO) cos0 py(po— pycos0) 
全 十 Tsin30 Tising + mghsing = 0 
由 式 (1)、(2)、(5) 得 


po = Ti 9sin?0 + TscosO (gcos0 + J) 一 Ci 
: ps = Ts(pcos0++ Y= COC 
用 上 述 两 个 运动 积分 , 非 循环 坐标 9 满足 的 运动 微分 方程 可 改写 为 
;2— m8hsind 上 (a 一 pcosg) cosO pa 一 pcos0) 
号 sin30 sinb 
C1 C, 

其 中 oT P= 7 CC? 由 初始 条 件 确定 . 

11.1.22 一 个 质量 为 m 的 质点 在 重力 作用 下 ,在 z=z* 十 y 面 内 滑动 ,z 轴 竖 直 向 
上 , 米 用 柱 坐 标 ,用 劳 斯 方程 推导 出 非 循环 坐标 满足 的 运动 微分 方程 . 

解 = pm(p' +p 9 i )—mgz 

zx 一 02， = 2pp 


zm(p 十 229 十 4020 ) 一 mag0 


因为 人 一 0,9 为 循环 坐标 ， 
2 一 mp? 9 一 mC(C 为 常量 ) 
39 


re 
ie 


多 


R= pp—L -= pt — ml + 402) P 十 mgp’ 
| 十 4o2) p 
9p 
=- 十 402) p— 8mpp 
一 一 ap? 一 4mpp 十 2mgp 


代入 pp 二 mC， 


。866 。 力学 (下 册 ) 


3p 一 一 maCzp-? 一 4mpp + 2mgp 


R 
由 旺 | | 一 95 一 0, 可 得 
(1 十 4p2) P+ 4pp 一 Czo-3 十 280 一 0 
其 中 C=p: p 为 常量 ,由 初始 条 件 确 定 . 


注意 :不 能 直接 用 循环 积分 mp? 9=mC 消去 拉 格 朗 日 函数 中 的 循环 坐标 ,再 用 拉 格 
明日 方程 得 到 非 循 环 坐标 满足 的 运动 微分 方程 . 原因 是 循环 积分 是 一 个 非 完整 约束 ,不 减 


少 系统 的 自由 度数 , 在 这 里 ,用 mp? p 一 mcC 消去 拉 格 朗 日 函数 中 的 9 将 使 5 的 计算 出 现 
错误 . 


11. 1.23 一 个 力学 系统 具有 动能 T= er. 外 一 | ,势能 V 一 二 (kgi 十 &2) , 式 中 


十 bqi 
ai 和 请 均 为 常量 , 写 出 劳 斯 函数 和 劳 斯 方程 . 
1 / 
了 一 
解 (+ 
V = pl 十 &,) 
2 a 十 po 2 1! 
‘JL_ gg 
Za jG, a pci 


G2= (a + bg1) #2 


R= puts 一 上 一 广 (a 十 bq 一 广 旬 十 也 (kg? 十) 
劳 斯 方程 为 
R 
gd2 一 yo 二 (a 十 bg1)p， 
, aR 
Pz 9 g2 = 
gq1 十 (p26 十 k1) gi 一 0 
其 中 ps 一 一 名 一 C 为 常量 ,由 初始 条 件 确定 


11. 1. 24 一 个 质量 为 m 的 质点 在 势能 V(r) 表 示 的 有 心力 f(x) 作 用 下 做 圆周 运动 . 
采用 极 坐 标 , 用 劳 斯 方程 讨论 质点 做 圆周 运动 的 稳定 性 条 件 . 


解 L= im(7 tr yp )—V (7) 


第 十 一 章 ”力学 的 哈密 顿 表述 .867。 


因为 5 一 0， po 一 C( 常 量 ) 
2 2 
稳 态 运动 条 件 为 
dR 
ar)|,, =0 
ll 
dy _c_, 
dr | -= mr 


将 劳 斯 函数 在 稳 态 运动 ,在 7 二 no 处 作 和 泰勒 展开 , 令 o= rr ro 了 略 去 对 微分 方程 宣 无 影 
响 的 常数 项 ,只 保留 人 得 


本 d TY 
玉 一 一 去 mp 十 > dr2 r=0 
得 到 上 式 的 过 程 中 用 了 稳 态 二 动 条 件 
d{aR 32 
自生 | < 一 2 一 0, 得 
.1]1{3C dV 
PT mm dr oo 
稳 态 运动 稳定 性 条 件 为 
3C2 dV 
一 ~ 一 二 ,>° 
如 把 C 改写 为 mh ,稳定 性 条 件 也 可 改写 为 
党 -| >。 


11.2 泊 松 括号 和 泊 松 定理 


11.2.1 (1) 和 在 哈 密 顿 函数 妃 和 某 正 则 变量 和 时 间 的 函数 尺 都 是 运动 销 数 ,证 明 
5 也 是 一 个 运动 常数 ; 
(2) 一 个 自由 粒子 的 一 维 运动 ,哈密 顿 函数 及 是 运动 常数 ,直接 计算 说 明 下 一 z 一 之 : 
是 运动 常数 ,也 是 运动 常数 . 
证 明 (1) 五 是 运动 常数 ， 
到 一 CC 
F 是 运动 常数 , 则 
oF 
py 十 [F,H | 一 0 


"868 。 力学 (下 上 册 ) 


3h + OF,H] -E+ [H+ [r,s]=0 
因为 2 一 0 
rE]- 
a) [aa] 
所 以 5 一 常量 
(2) 自由 粒子 做 一 维 运动 ,粒子 质量 为 mn， 
H = ep? 
F=z— i, 
E+ [EF,HI-—2+ |x— 2,ip’| 
一 + 黄 | 到 训 | 直 中- 却 |* 惠 并 ( 直 
一 


所 以 3 下 | 一 一 去 | 是 运动 常数 
11. 2. 2” 如 正则 方程 的 解 已 经 获得 ,pi、gi(i= 二 1,2,…,s) 均 为 1 和 25 个 积分 常数 C1、 
Cs、…、C2s 的 函数 , 则 拉 格 度 日 括号 : 


_ "| 9g: gqp: dq 9p 
(CasCp) 一 NE a Ce 3C。 


也 是 运动 常数 , 
证 明 已 获得 正则 方程 的 解 ， 
da 一 qalt ,C1 ,C29 C2) 
pa 一 pelt ,C1 Czas C2s) 
则 po、Gs 以 及 态 (p。sy9est) 都 是 :C1、Cs、…、Cs 的 已 知 函 数 , 有 是 gs。、p。 满足 正则 方程 


,aH .aH 
da op pa 一 3 ge 


第 十 一 章 ”为 学 的 哈密 顿 表 述 .869。 


9 (19H EE 9 p, 9 a 9g | 十 29H 3 9 
39 3C.) 39 3C5C。 


dCa\9pi9Cs) 9p:9CsaC, | 9 9Csl 39g; 9C.9Cs 
__9 | [222g + 9] | ; Es 9 g; + | 
9CLAt\9p;9Cp q: 9Cse aCpL 人 一 393C。 9p9cC, 
93H) 2 [2H 
aC\aCs dCs\aC, 

3 万 aH 


所 以 (CCp) 一 常量. 
11.2.3 大 9 是 坐标 禄 动量 藤 任 意 标 量 消 数 , 试 证 [9,J:]==0. 
证 明 yp 是 坐标 和 动量 六 任 嫩 潜 量 区 数 , 意 味 着 p 是 宗 量 一 加 rr 的 任意 函数 ， 
8 一 9 ,pr* Dp) 
J w= Zp 一 YPz 


[olJ = 929d 99 9) | 999): 99 9): | 999) 999, 
Pd rap, dp 9x | a9y9p, dp, dy azap dp dx 


2 . 
99_99g9r | 99 .9r°pP_ i999 一 22 


dx ”DZ 9(r.p) ax 入 9 Cr。 有 万) 
az _ ap，， ag 
dy dr: ”Yad(r*p) 


39 -323 户 | 99 ad 站 -hp IP |r 9 


ap: 9p9p: gr''p) 9p: 9 力 ? 9 Cr» p) 
oF oF Op 
9p,™ Prapi tt Yar.p) 
9 9J。 9J: _, 
3p: 2 39p, “~” 9p. 
9J. 3 9 _ ， 
37z 一 or， 3y ~ Pz; jz 一 
1。 99 gp _ | 加 
所 以 [g,y] 一 | 2z 3 县 十 六 5 5) (—») 
加 a9 7 | 9g 0D 
3 py 十 2 3ri py jr. p) ,二 


_ 399 了 8 
[2py SE+y Fe es (— px)=0 
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11.2.4 试用 油 松 定理 证 明 系 统 的 角 动 量 和 动量 的 省 卡 儿 坐标 分 量 J,、J,、J,、 px、 
py、p: 中 角 动 量 的 任何 两 个 分 量 和 动量 的 第 三 个 分 量 ( 例 如 .六 .JJ. 和 pp, 或 J,、J, 和 p:) 为 
运动 常数 , 则 J 和 p 都 是 运动 常数 . 

证 明 -一 人 1， 一 人 ?7， 力 , 一 人 3 

[77]= [2 Cripy, 一 yps) 2) (Yips, — zipy)) 
9 9 
一 2 (zt (zipy, 一 pe) 3 pe 2 Cyip:, 一 zipy,)] 
pt (Tipy, Yipz,) J jz (Yipz, zipy) 
3 3 
十 yo (Zipy Yipz,) J 5p [2 (Yipz, zipy,) , 
3 3 
和 [之 (Xipy yipz) jy[2。 (Yips, zipy,) 
3 3 
+ zl > (Zipy, 一 Yips) ] jp 2 (yips, 一 zipy,)] 
可 
— ya 5D) (ro — yp )] FL > ips — ps)) 
-一 2 [|(— px,)(— j;) ~ Xjp:,] 


-一 2 (zjpz Tipe,) 一 JJ/ ， 


由 泊 松 定理 ,因为 J..J 都 是 运动 常数 ,它们 构成 的 泊 松 括号 
7, = [J 


也 是 运动 常数 . 
[p37 = Lo) py 2 Cripy, — Yips)) 
_ 2 ) 二 [VCzizb， — yips)] 
az 9po 
9 ps Ti 
妖 gd 
十 3 y, 2 Ps») dp (zipy, 一 yipz,)] 
了 | 
p72 pt) ay ps 7ps)] 
2 9 
十 3 2 Ps) ap te (xp, yips,)] 
3 9 
ap DP [2 oo]| 


= [1 (p= p= 2: 
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由 汝 松 定 理 ,因为 p,、J, 都 是 运动 常数 , 则 p,==[p,,Jsj 也 是 运动 常数 . 

同样 可 得 ,因为 p.、J, 是 运动 常数 ,p. 二 [p;,J,j 也 是 运动 常数 ,J 和 p 的 所 有 分 量 都 
是 运动 常数 ,所 以 J 和 p 都 是 运动 常数 

11.2.5 设 4 是 平方 反比 律 力 作用 下 的 有 心 运动 中 的 拉 普 拉 斯 - 龙 格 - 楞 次 矢量 ， 


A=pXJ— me 


其 中 J 是 关于 力 心 的 角 动 量 ,a 是 有 心力 中 的 系数 ,F= — re,. 利用 泊 松 括 导 的 性 质 , 求 
以 下 各 泪 松 括号 :L4., yp ,[4。, 妃 ]( 脚 标 a.8 表示 笛 卡 儿 坐 标的 分 量 ) ,并 证 明 它们 都 是 
守恒 量 . 
解 A=pXJ—m’a 一 
p= pat py, r=xi yy 
=rxp= (Xpy 一 yp)OK 


4 一 (pl 十 py]I) XxX (Xp, YPeOK Mm’ i 


_ _ 4 |) _ yy |1， 
zp? ypzpy 一 m’a C(x? 十 ml 十 yp rprpy 一 m’a (Xx? 十 jm 
[| A,,J ,| -一 [A,,J, | 一 [4 一 [ A,,J,| 一 U 
[ 4， sz | 一 [ 4， | -一 | 4。 ,| — 0 


[ A; ,J,|= zp? 一 ypzpy 一 1M12 0 CE yp, ype 
一 pyLxp, 一 yp: ;TPy ypzj 十 [ py, zp, y 力 -] (六 户 ， ypz) 
_ ma | 7 下 7 ,zp, | 二 ma 7 二 EE ,yps | 
一 [p,, yjpr(rp, 一 yzpz) 一 mar| Cr ,py | 


t may Gr mp | 


_ mary 2 | | ET 
pr (rp, ypz) 十 (x? 十 人 273 十 Mm ay| 二 十 y 1 (Xx? 十 | 


= zpspy — Ipi + ma rrr ym —— A, 
LA4， ,J zj 一 pyp: Tp,) — ma CT I ;TpPy yp 
= piLypz 一 xpyy Tpy — yp] Lprsrpy 一 yp yp — rp,) 
yy》 yy》 
mia| 7 十 mp |+ tie 十 Rp 


一 [prsx pCypr Xp,) miar| Cr yD 


1 
十 m’ay” ere ,pe 
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] yy 
= (Xp, 一 YP p, miax | 7 十 了 21/ i | 


(x 十 y?2)32 
(一 ZX) 
十 may” (Xx? 十 EE 


一 (Xp, YIP) py — m’a (x 下 一 A, 


_1,,, ye 
HS= pm Pr 十 py) (x? 十 y2) 1 


(p+ pY) 一 一 | 


[A;:,H |]= pyCzp, ypz) (x? 十 2 7 


ma [1 
Z 十 y’) 2m 
一 [zp3, Lp |— ypepys -ps | 


2 了 :| 一 2 | 1 ;| 
mal re 7 a (xi 十 yom? 


] ] 
= mp Lx, pe] — pepyLy, p39] 
] ? Me 
十 mar | 7 十 人 2 )172 ,p? |+ ypy| ps (x 十 | 


+ yp pr tar Pm] Pmel cr | 
We ee 
1 


mi 


] y 
pypz ~ Pap ~ max (x? 十 y2)32 Zp, 


vA J 
Tt moypy Cr 4 yt pr ma Crit yi) 7 


] 2 
— ma 


i | 2 
7 (xX? 十 y2)!2 (x? 十 y2)32 pr 
1 
WE ke 
2 _%2»p »》. 1 ,,, ya 
A HJ]= [9p2 — zpepy — ma rrr TD Pe + pe) — or ry | 
_ 2 1 | 1 ，, 2 ma 
本 [yp2, Lt-p? | [zpepys -ps |+ | yp (zx? 十 TR] 
ma y 1 
十 pt (x? 十 1] 一 mia| 二 十 2)L2 "Dn CPs 十 ps5) | 


1 1 l 
= gmbrLy py] 一 smpzpylt, pz 一 re 


十 zp pyr cra mt zj Ce 
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1 y 1 y 
Fmal 十 人 2 ) 172 ,2 |— mal 0 十 y2)12 ,p3 | 
2 过 
Pzrp, mxP; may C(x? 十 yi 2ps 


2 + Xpy* ma 


. 2» 网 1. 
Wo (ri yi) (TX! 十 ys 


] 
一 ma 


2 一 tr pe Bm a TR a Rp, 0 
[4., 互 ]=0 (因为 4. = 0) 
态 是 运动 常数 . 是 守恒 量 ,L4., 互 =0,4。 也 是 守恒 量 . 
1A,J.J,Hj= [~ A,,H]=0 
[[A,,J.],H]= [LA.,H]=0 
其 余 [L4.,yp]=0(a 不 等 于 xz、y,P 不 等 于 z). 
所 以 [[A,,JTsj,Hj=0 
这 就 证 明了 [A4。,Jsj、[L4, 石 | 都 是 守恒 景 .但 不 少 都 是 零 , 不 为 零 的 [A;,J.j、[A4,,J:j 也 没 
有 给 出 新 的 守恒 量 . 
注意 :4 和 J 都 是 守恒 量 , 但 4,、As 不 是 守恒 量 , 因 此 ,[ 4,,J.]、LAp,J:j 都 不 是 守恒 
量 ,LA;, 石 j.LAhp, 态 ] 也 不 等 于 零 . 
11.2.6 已 知 某 系统 的 哈密 顿 匡 数 
H = qipi— qzpz — aqi + bq? 
式 中 ca.2 均 为 常量 (这 个 哈密 顿 函 数 并 不 来 和 目 拉 格 明日 函数 ,是 假想 的 ) ,证 明 Fl=gg;， 
,一 qie-',, 一 人 一 4 都 是 运动 常量 ,讨论 它们 的 独立 性 ,能 否 由 它们 找 出 新 的 独立 的 运 
动 常 量 . : 
证 明 H=qgip1— qz:p:—agit+ bg 
[F1,Hj= Lgigz ,qip1 ~— gq2pz 一 aqi 十 2q2 
= qzl gi,q1pP1| — gilg2,qzpz| = qzq1 — qi92 一 0 
[F;.H|]= [Lge ‘,qp1 — qzp2 一 ai 十 003 
= qe [qspi =qe 


9 (ie 一) ; 


dF _ _ _ 
— pp 二 qe 二 一 qe 二 qe 二 0 


机 
i 业 


十 [F,,H | 一 


_ 一 
.Fs,H = 号 g, 12 ,gp 一 gzsp: 一 agi 十 bg? | 


= qi(pz 一 bgs) | 二 ,pi |— Lp: 一 bq2,92P2j 十 [Lp 一 bq, ,09? 


P27 bq: 十 bgs 十 p: 20g: 
di d 1 dl 


F 均 满足 二 十 [Fi, 及 ] 一 0(1 一 1,2,3). 所 以 它们 都 是 运动 常量 . 


一 
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Oil 9F, ao 9F, 
0 0 
9 oi 可 9， 9 力 ; 9 力 ， g? | 
aF, 9F, 9F, 9F, _, 
一 e 0 OU 0 
9q dq: dp! dp 
9aF; aF, oaF,; aF, p: 一 bq p 0 1 
991 dq: 9p! dp qi qi1 41 
过 ?2 dl 0 
0 0 _ _, 
有 -一 (0 一 gie ) 一 一 e “入 0 
ps—bgs 2 1 4 
1 d1 dl 


Yl 
可 见 三 个 运动 积分 是 相互 独立 的 ， 
LF ,下 一 Lai19， ,G1e “J 一 


[F),F; | 一 [qq gi 2 |= U1 " a Lg p2] 一 ] 


[F,,F, | 一 | qe, 了 ge | 0 
1 


由 天 .PR 不 能 用 泊 松 定理 找 出 新 的 运动 积分 . 
11. 2.7 找 出 各 向 同性 的 三 维 谐振 子 尽 可 能 多 的 运动 积分 ,其 拉 格 并 日 函数 为 


一 pie 十 必 十 之 ) 一 ps 十 y? 十 z?) 


解 也 一方 由 (全 十 宁 十 二 ) 一 广 有 (2 十 天 十 对 ) 


1 2 2 2 1 2 2 2 
H= (pit pt pe) + er 十 yt) 


9 
因为 写 二 0, 本 是 守恒 量 ， 
fi 一 = (p+ p+ pl) + hy 十 2) = 
改 用 柱 坐 标 
了 二 mF 二 十 几 ) 一 hr 十 z?) 
妃 = 二 pi 十 p2 4p 十 pcr? 十 21) 
2m\ ”rr * 7 
3H aL . 
ap 一 0， pe go mr Po Ca 


为 运动 积分 , 改 用 直角 坐标 . 可 瑟 为 
1 一 /一 MY 一 2) 一 2zp 一 yp 一 (L: 
根据 对 称 性 ,可 写 出 .Rs 两 个 运动 积分 : 
六 一 yp: 一 zpy = (3 
1 一 zj 一 Tps = Ca 
下 二 态 , 显 然 有 [Ff1,F;]= 二 0G 一 2,3,4) 不 能 得 到 新 的 运动 积分 ， 
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[F, ,下 3 一 [xp, — YPzrsY Pz 一 Zp, 
一 [xp, ,YPp:, 十 [ypz Zpy 
~—— Xp 二 zp:r = F, 
同样 ,LF;,Fj,LF;s,Fj] 均 不 能 得 到 新 的 运动 积分 ， 
H= Hi'+H,+ 各 
其 中 Hz pt hr, Hm pst hy 
Hs=7p th 


LH,H]= EW + Tez,H | 
by 


_[|1l1,,1,, 1, ,1 :| 
— Loam?’ 2 > kr |+ Lhe ps |=0 
S10, + [HHI=0 
所 人 天 一 5 kr 一 人 5 
, 1 1 
同样 可 得 Feo b+ shy =C 


] 2 
1 pmp 2 RZ 一 (7 
均 为 运动 积分 ,显然 ,Fi、.Fs、Fs、F; 中 只 有 三 个 是 独立 的 . 
由 泊 松 定理 ,可 得 


* 875。 


Fe= [PasFs] = | zz — yperahpi + Shr’ |= py[z, ps] 一 ShyLpes x] 


l 
— PyP: 一 hy(— 27X) 一 pp, 十 kxy 一 Cs 


对 称 性 或 同样 用 泊 松 定理 可 得 
Ff, 一 pp 二 kyz 一 (Cs 


po pp. + has — Ch 
用 泪 松 定理 ,再 不 能 用 这 些 运 动 积分 得 到 新 的 运动 积分 . 


11.2.8 (1) 对 于 任何 正则 变量 和 时 间 的 涌 数 a (gi 9929" °°" 9 9 P19 P29""" 


Se = 232 + [a,H] 
(2 ) 二 个 两 维 报 于 ,动能 势能 分 别 为 
一 mz + 六) 


V = pA 十 六) 十 czy 
其 中 c 和 是 常量 


» ps st) ,证 明 
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(a) 用 坐标 变换 证 明 该 振子 是 一 个 各 问 有 异性 的 谐振 子 ; 
(b) 找 出 两 个 运动 常数 ,并 用 (1) 的 结论 证 明 ， 

(c) 若 c==0, 找 出 第 三 个 运动 常数 ， 

(d) 对 于 各 癌 


A;; = 2 pip + 六 有 
是 运动 常数 ,证 明 方 法 是 设法 将 此 和 矩 自 的 每 条 阵 元 用 已 知 的 运动 常数 表示 出 来 ， 
3 万 . aH 
解 (1) dap’ Pda 
da_9a, {ga, , 94. 
tt :2 gd 9p, 
aa ,uaa9H 3a 9H)_ aa 
一 3 2 9g:9p: 3p | 5 十 LeoH] 
(2) 了 一 六 ml 十 Y 人 一 六 GZ2 十 区 ) 一 CZy 
(a) 作 坐 标 变换 ,使 zyy 变 为 简 正 从 村 En. 
的 四 
MM = 
0 m 
四 
[4 二 一 一 
C 天 
特征 矩阵 为 
一 p02 C | 
EE—wM= 
C ps 
IK—wM|=0 


mi — Zs + (名 一 cz) 一 0 
[rnc 一 《& 十 sme — (k—c)]=0 
2 k 十 C co __ 到 一 (5 


人 1 多 
nt mm 


— © C 
C 


到 归 一 化 了 的 列 矢 量 | 二 二， 对 


C C 
Cc 


到 归 一 化 了 的 列 矢量 | -大 ,天 |， 


] ] 

(1) (2) 一 一 一 -一 一 一 

1 uw Hl 7 7 
| 

V2 V2 
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] ] 
vi vz 
G-: 一 个 :一 
1 1 
V2 V2 
1 ]l 
| vi vil 
| 1 
” 7 Va voll 
1 1 
| vv 
1 1 
1 lV 2 J\?> 


_ 1 ] 
有 坐标 恋 一 一 一 (€ 十 )， 一 一 一 一 (人 —€),， 
p 作 标 变换 >z 3 7 [7 7 


= pA 十 7 ) 


多 一 二 从 一 c) 关 十 方 直 十 o) 下 


这 是 一 个 各 向 异性 的 谐振 子 , 在 5.7 两 方 向 的 谐振 动 的 角 频 率 分 别 为 /二 < 和 A| “< 
1 ze 1 2 
(b) =pm(e 十 7 ) 一 2 (k—c)é 7 (R 十 c)7 


1 2 1 ve 了 2 
H= zm Pt pr) 十 > (k cc) 十 2 (k 十 c)7 


= HH 
其 中 瑞 :一 天 庆 十 方 人 一 8 
1 1 
Hs= op? 7 RHON 

dH aH 

区 一 oe 十 [Hi,H | 一 LH),H, 十 H,| 一 [ 五 五，| 一 0 
_ dH,， 
同样 a =LH2,Hit+ Hz j=[LH:, Hij=0 
所 以 Hi=p+ k= 


l l 
证 一 
为 运动 常数 ， 


] . ] 
= me= 加 .二 (一 让 一 (pp: 一 
f Vi > Vi / 


pr = m7= 二 (p: 十 py) 
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二 述 两 个 运动 常数 也 可 写成 
Lh er y=C 


ai 


1 2 
jm Pz py) 下 4 
上 人 十 az 十 人 二 C， 


ps + ps) 十 
(c) 夺 c 二 0, 二 维 振子 是 各 问 同 性 的 ， 
= (p+ pl) 十 六 ECz2 y) 


可 找到 
一 m(zpy 一 ypr) = (3 


为 第 三 个 运动 积分 . 证 明 如 下 ， 
+ [JE = Im(zp, 一 yp:),H] 


一 
[aa 人 [map 
一 [mype, -ps |— myprs hr? | 
hk(— 2y) 


= mpy * 2 * 2ps 十 mz 


—— 。2p — my * hk(— 27x) 


一 一 mp 二 Dyn 
一 0 
1 2 1, 
/ pm Pr 2 RX 
(d) A= 1 1 | | 
-~ 一 - -二 AAA2<_ | 一 


对 于 各 问 同 性 的 振子 ,已 证 明了 人 
ps 十 ] Dkr 一 Ei 


了 1 
7 wiPzpyt 7 kxy 


2 


5 十 -7 二 yz 一 E, 


由 [4 五 ]}=0 很 容易 证 明 A1s 也 是 运动 常数 ,但 题目 要 求 将 4 表示 成 EE、E, 和 
m(xpy 一 yz) = J 


的 函数 . 不 难看 出 : 
R 1 
Eps — = [pit ter) (ps + Thy:) — mlzp, 一 yo 了 


一 4m lp2p? 十 
一 i 二 ypi 一 2xyprp,) 


ry 十 oy pz 十 py) 


pzpy + hiy “十 rypep, 


一 六 2 
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= | 十 pop 十 二 try| — CA)’ 
pi 2 > 12 


\ 1 ] | k 
所 以 Au=An=a prpyt sry= 士 EE 


为 运动 肖 数 , 窍 阵 的 所 有 元 素 均 为 运动 常数 ,该 矩阵 当然 是 运动 常数 . 
11. 2.9 已 知 p= fi(gi, pi1)f2(q2,p2) 
$= f(gqi1,p1)f (gs,p2) 
计算 泪 松 括号 Ly,y]. 
解 p= fi(q1,P1)f2(92,p?) 
y= f(g1, Pp1)f aq, pz) 
[ga234 dpay | 929 a93Yy 
qi19Pp1 9p1i9g! 9dqsdzp 9p299g, 
这 是 用 当 松 插 号 的 定义 进行 直接 计算 ,更 方便 的 办 法 是 利用 泊 松 括号 运算 的 性 质 ， 
Lp 的 一 LfilQi ,pifo(03,p2), falq1, pi1)fa(qs, ps)) 
= f(g2, pz2)! Ff1(g; zi) fa3(q1,p1) f(gq2,p;) 
+ fitqs pi) f(g p2) ,falq2, pz) falqi, pi) 
一 ff sl fs) 十 fifsLf, ,4 
11.2. 10 大 系 统 的 哈密 强 函 数 可 瑟 威 下 列 形式 : 
H = HLf(qg:,g2°" ,qm pi P29 pr) ntl ss» pnt1s "ps st | 


证 明 + H] 
-DL. 9f. 3H) 3.9H_3f .29H 
= 1 44 9 g: 9 p; 9 p: 9 9 


Wzd 

gp dp dg 

>) (97 .98 .23f af 93H af 
二 9 qi af 


dp: ap of Oi 
所 以 f (qi,92»°"" sm Pl Pp2s""* ;pm) 是 守恒 量 . 
11. 2. 11 右 两 个 已 知 鹃 数 pg(g,p,t) .yl(g,p,t) 有 下 列 恒 等 式 ， 


p{2? 十 9, HJ)= 2 上 十 [Ly,H] 
其 中 万 是 哈密 顿 函 数 ,[g, 太 ]、[Y, 及 ] 均 为 泊 松 括号 , 找 出 此 正则 方程 的 一 个 运动 积分 
解 p(22+[p,H]I)=2 +[g,H] 


s+ 区 四 | 唱和 + [BA]=+ 区 可 
A 9 一 4 十 | 二 一 J,H |= 0 


所 以 方 一 为 运动 常数 . 
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11.3 ”了 哈密 顿 原理 


11. 3. 1 求 在 zy 平面 内 经 过 两 个 固定 点 的 一 条 曲线 ; 绕 z 轴 的 转动 惯量 为 极 小 值 ， 
用 平面 极 坐 标号 出 该 曲线 必须 满足 的 微分 方程 . 
解 ”曲线 的 微 元 


ds 一 ~/ (dr)2 十 (rdo)2 一 人 1 十 7r2p2dr 
其 中 d= 
设 线 密度 为 7, 微 元 绕 z 轴 的 转动 惯量 为 


dT = yrids = WN1+ rp’dr 


曲线 绕 > 轴 的 转动 惯量 为 
了 = | wr: ] 十 r2g2dr 
7 为 极 小 信 要 求 
37 = 8 wy VI TF rgdr = 0 
设 F=r*N1t+r’g’ 
由 欧 拉 方程 
d/l/aF) aF 
中 区 | 站- 
aF aF 
今 55 一 0, 有 ao 一 CCC 为 常量 ) 
即 2 2rg 
2 V1l+rg’ 
Vi 


这 就 是 所 要 求 的 微分 方程 . 解 此 方程 又 有 一 个 积分 常数 ,两 个 积分 常数 由 曲线 经 过 的 两 个 
固定 点 确定 . 
11. 3.2 试用 哈密 顿 原理 求 复 摆 做 微 振 动 的 周期 . 


解 一 六 7 0’ —mgl(1—cos0) ~ 71 9 — mgll’ 
| 9 1] 。 1 » 
ST9()]= | Ldt 一 | F716 一 mglg’|dt 
35 = | (1080— mg1b3g)di 
io 


_ | "10 $80 — mgl080)dt 


第 十 一 章 “” 力学 的 哈密 顿 表 述 。881 。 


一 | (Sd 0 50) 一 fd 0) 十 mglb |89 jd 


16 a0| — la b+ mpgl0)d0dt 
to to 


一 一 | (1 b+ mglb)80dt = 0 


这 里 用 了 在 t=—fo 和 t=ti,00=0,， 
I 6 十 mgil0 = 0 


cu = 一 mgt T= 和 ox 4 
I w Vmel 


11. 3.3 试用 哈密 顿 原理 求解 7. 4. 30 题 ， 
解 ” 取 014、O2B 偏离 平衡 位 置 的 转角 9 为 广义 坐标 ,用 7.4.30 题 已 得 出 的 动能 和 
势能 ， 


人 一 二 m(a 一 5b): 十 2Ma? |7 
V = (mgb 十 Rao 
了 一 人 了 一 T 一 | Sma 一 5)* 十 2Maz | 一 广 CO 十 &a2)0 


S = | I | 二 ma 一 p) ”十 2Ma? |7 一 (mgb 十 ta)8 |dt 


M M 
x < 
/Ry 
图 11. 4 
8S 一 0 要 求 被 积 函 数 (yp, 9) 满 足 
dlaf| 39F 
| | 9 一 


[CAM 十 ma)a2 t+ mo — 2a)] 9+ (meb t+ ha’)p=0 


二 | mgb 十 ka* | 
LA4M ma’ mb — 2a) 


2r ~» TAM+mat+mb(b— 2a) 1 
周期 为 2 


| 


11.3.4 在 zy 平面 上 的 一 条 通过 Pi、P; 的 坐标 分 别 为 (zi1,y1)、(zs,y2) 的 一 条 曲线 


.882。 力学 (下 册 ) 


y 二 y(7z) 统 zx 轴 转 动 时 扫 出 的 一 个 曲面 , 问 y(z) 为 何 晒 数 时 该 曲面 面积 最 小 ? 
解 ” 在 曲线 上 取 线 元 dS ,人 它 绕 xz 轴 一 周 扫 出 的 面积 为 
dA = 2xydS 
通过 Pi\r: 两 点 的 曲线 绕 x 轴 一 周 扫 出 的 面积 
4 一 人 2rods 一 2x| ， ] 十 | dx 


) dz 
4 最 小 ,要 求 64==0, 即 
bw 1 十 Ea 一 0 
Ve (0 es 


一 M1 十 y “Sydz 十 yy (1 十 y 2)-2d(dy) 
= VI+ yidydz + d[yy (1 + yw) -$8y] 


d 
一 jzLyy (1 十 y2)-2]8ydz 
，d 
其 中 y 一 二 


| sy MTydz 


It z d 
= [yy (1 十 y2)-38y] 十 | {Vi 十 》 一 37Lyy (1 十 y'?)-218ydrx = 0 


在 Tl» A2 ;Sy 二 0, 在 别处 ,OY 任意 . 
Vl 二 y’C— EC[yy'( 十 y ) -2] 一 0 


考虑 到 1 十 y“ 关 0, 上 式 经 计算 可 得 


dy ， d 
因为 二 jy 了 QQy - 
代入 上 式 ， 


1 二 +y = Ciy 
dy 4 


VCiy— 1 


二 arccoshC' y 一 并 十 CC; 
C1 


第 十 一 章 ”力学 的 哈密 顿 表 述 . 883， 


4 一 Ecosh(Ciz 十 C,) 


其 中 Ci、C; 均 为 积分 常数 ,由 yi 二 yCz1)、y2 二 y《z2) 确 定 . 
11. 3.5 一 个 系统 的 拉 格 度 日 函数 为 | 


1]. 1 


二 一 区 一 


2 2 


(1) 直接 验证 对 路 径 z= Asint 有 
3|* za 一 0 


(2) 比较 在 :二 0 和 二 号 均 有 同样 的 值 的 路 径 族 z 一 4(sint 十 csin8t)(c 可 取 各 种 


值 ) ,证 明 当 c=0 时 ， fra 有 最 小 值 . 


解 (1) L=7i 7 
Te 
-[ (£ 82— xz8z)dt = NE 583z 一 zaz| di 

= 站 [$e jz) — S28 — zz |dt 
= 6x 有 — r (2+ zx) dzdt 一 一 『r (2++ x)dzdt 

代入 z= Asint， / 

因为 区 十 工 一 一 Asint 十 Asint 一 0 

所 以 了 2 = 0 

(2) | Ld = [ [42 一 六 zjd 


准 X= 二 A(sint 十 csin8?) 代 入 
J = Np 十 8ccos81)* 一 方 42(Csint 十 csin82 | 
0 


经 计算 可 得 
63 ， 


由 竺 一 0 得 c==0, 所 以 c=0 时 了 最 小 
ji. 3.6 一 个 质点 在 竖 直 平面 内 从 一 点 无 初速 地 沿 某 一 条 光滑 曲线 滑 到 给 定 的 另 一 


点 ,要 所 需 时 间 最 短 , 求 此 光滑 曲线 满足 的 微分 方程 . 
7 一 | = | > 十 > dx 


解 
v 0 Vv 2gYy 


+ 884 ， 力学 (下 册 ) 


To Vy 
AT 天 
人 


可 1 加 y! ! , yi | | y/ 
人 ， 人 二 3 十 fy (1 十 y'?)3/2 re vy 2 y3/2 
1 2 
一 yv2(1 十 2 3/2 上 2y8/2(1 十 y'2)12 


dl{aFi 932F 
由 欧 拉 方 程 全 | 3 作 ) 一 5 二 一 0 可 得 


i 
yl yi yl 十 vy 2 
两 边 乘 一 不 为 等 的 因子 2y”:(1 十 Y2)22 微分 方程 可 写 为 
2yy” 十 y 十 1 一 0 
11.3.7 证 明 在 圆柱 面 上 任何 两 点 间 最 得 曲 线 是 螺旋 线 
zz 二 Arop 二 B 
r、.9.z 是 柱 坐 标 ,z 轴 沿 圆柱 的 对 称 轴 ,> 为 圆柱 的 半径 ,4、B 由 所 给 两 点 的 z、p 值 确定 . 
解 eV CA) He) Vr’+z'?dg 


其 中 = 一 至 ,y 为 常量 . 
9 
S{zC9) | 一 | vir 十 xz “dp 


p< 十 之 1 
最 短 曲 线 满 足 
dlaF) aF_, 
dt\9z 2 
因为 5 一 0 
2 __l 
折光 i /EE 


令 A 二 -二 ,上 式 可 改写 为 
z“ 一 l 
c— 1 
zz 二 Arp 十 B 
11. 3.8 分别 用 哈密 顿 原理 和 变形 的 哈密 顿 原理 得 到 9. 3. 27 题 得 到 的 运动 微分 方 
程 . 
解 ” 用 9. 3. 27 题 已 得 到 的 拉 格 朗 日 函数 ， 


"二 Ar, z=Ar 


第 十 一 章 ”力学 的 哈密 顿 表 述 


1 


lp 1。 1/ _ 
L =4M|; 十 3 0 一 50Ocos(O | 


十 Me| s Sina 十 Scosb 
用 哈密 顿 原理 ， 


3 
?1 NN\ 
引 7dt 一 0 一 


i 1 ,2 了 22 3 
| (aMls + LY li0cosC0 a) | 


十 Mg | ssina 十 cosb jd 一 0 图 11.5 


直接 作 变 分 运算 或 用 欧 拉 方程 也 就 是 拉 格 明日 方程 ， 
d{axj -az -。 
ds 


dt Qs 
4| 2 _aL_, 
dt\ a0 a0 | 
即 得 9. 3. 27 题 得 到 的 运动 微分 方程 ,以 下 略 . 
下 面 用 变形 的 哈密 顿 原理 ， 
Pp; 一 oe 一 MM ;— MIO cos(b — a) 
pe = 2 一 二 RM 0 一 MI $s cos(0— w) 
从 上 述 两 式 解 出 ;、9, 得 
1 


4 一 


a 2p: 十 3pecos (0 一 a)] 
MI| 2 一 CO0S (0 一 | 


] 


3 


一 MD2| 2 一 COS (0 一 a) | 


[3Lpscos (0 — a) + 6pe| 
H= p, s+ po 0—L 


一 一 一 [22 _ 12p8cos2( — 0) 
MI*| 2 一 COS (0 一 a) | 


+ 6lpspeos(O 一 a) 一 mipspecos’(0 一 0) + 6 
一 > pacos*(0 一 a) |— Me| ssina 十 cosb 
由 变形 的 哈密 顿 原理 
S|[z, ;二 pos0— Hldt=0 
需 满 足 欧 拉 方程 


*885。 


。， 886 。 力学 (下 册 ) 


dfaE|-aE-。 

di\ ad0， ao | 

d | 9F _ 2 
| 有 一 (1 一 ] ,2， 5 ) 


其 中 下 = > pid:—H. 在 这 里 F=p,; 十 pe 9 一 昌 
i=1]1 
djar-,. 2 Dr ， > 
和 | 也 [ps 十 加 H]| FLps s+ pal Hj=0 


9 . ; . 


di 30 
实际 上 得 到 的 运动 微分 方程 就 是 哈密 顿 方程 
: ; 39H 
P: = ds 
， ssl 
pr = 36 
dj 9 。 0 9 ， 2 加 
sts po H]| 3 pt: st poel H| 0 
d | _3 | 9 . ; : 
ea 3 十 pe 了 pt: 十 pad H | 0 
得 到 的 运动 微分 方程 就 是 痊 密 顿 方程 ， 
. 9 已 
$ 二 3 bp, 
»_ gH 
0 一 3 p, 


计 11. 1 节 的 各 题 可 知 , 由 哈密 顿 正则 方程 得 到 的 运动 微分 方程 ， 
利用 拉 格 胃 吕 方程 得 到 的 运动 微分 方程 是 完全 相同 的 (用 同样 的 
下 义 化 标 ) 以 下 咯 ， 

11.3.9 用 哈密 顿 原 理 求 9.3.13 题 所 述 系 统 的 运动 微分 方 


和 


解 9. 3. 13 题 已 得 到 拉 格 天 日 消 数 为 
L = mb YF + — 26y0sing) 
— hy — mgb(l 一 cosg) 
广义 力 为 
Qo 一 一 7020 一 70ysinb 
Q, =—=— 7Y(y— 60 sing) 
用 非 有 势 系统 的 哈密 顿 原 理 


[GL+ Dada)d: = 0 
70 i= 1 


第 十 一 章 ”力学 的 哈密 顿 表述 :887 


| (8[ Smce’ 0 十 jy — 2b y0sing) 一 hy — mgb(lC— cos0) | 
十 (— 7Y60+ Yb ysing)d80 + (— 7Yy+ YbOsing dy}dt =0 
| (mb O80 mydy— mb yOcos0d0 — mb dsingd 
— mb y singd 0— kydy — mgbsin0d0 十 (一 702 .0 十 Yb y sing)80 
十 《一 YY 十 Yb 0 sing) dy}dr 一 0 
站 (Comb 0 80) _ mb: B80 十 Cm 3 3y) mydy— mb yOcosbd0 
一 d (np O singdy) 十 d (mp bsing)8y 一 Co y sin080) 
dt dr dt > 
十 (mb ysin0)80 — kydy 一 mpbsinb80 + (— 72520 


十 YB6 ysin0)60 十 (一 7Yy 十 rb O sing)8y |d 一 0 


(mip2088 十 加 yy 一 MipO0sinb3y 一 mpysinb30) 


十 | | 一 mb’: 06— mb Y 0 cosb 十 SCmby sin0) 一 mgbsing 


十 (一 Yb? 9 十 yb y sing) |80 十 一 m 十 (mb bsing) — ky 


十 《一 YY 十 和 5 人 sing) |5y |d 一 0 


在 上 一 上 和 :二 ti1 ,60 二 0,8y 一 0, 积 分 号 中 被 积 晴 数 中 69、5y 的 系数 分 别 为 零 ， 


一 mb’? 6— mb Y 0 cos0 十 Gmb ysing) 一 mgpsing — Yb 0+ Yb ysin0 = 0 


— my 十 (mb bsing) — ky—7Yjy+7b0sinn =0 


mb0O— mysinn + mgsin0 + 7b0— 7Y ysin0 = 0 


my— mbOsinn — mbOcos0+ hy+7Yy— YOsing =0 


与 9. 3. 13 题 所 得 结果 完全 一 样 . 
11. 3. 10 图 11.7 中 质量 为 m 的 质点 通过 一 个 劲 度 系数 为 & 的 弹 管 连 在 动 坐标 系 zx 一 0 
处 , 动 系 沿 xz 正方 同 以 5 一 zt 十 二 oa( 其 中 va 均 为 常量 ) 做 直线 运动 , 减 震 器 对 质点 的 作 


用 力 与 相对 速率 的 立方 成 正比 ,比例 系数 为 5, 由 哈密 顿 原理 导出 质点 的 运动 微分 方程 ， 
解 ” 设 弹簧 原 长 为 7, 取 静 参考 系 ,z 为 广义 坐标 ， 


— m3 十 元 )2 二 Fm(v 十 ai 十 宗 )3 


.888。 力学 (下 册 ) 


V 一 h(x — 1) 


f=—b i, SW = fdz 


图 11.7 


用 非 有 势 系统 的 险 密 顿 原理 ， 
| GZ 二 SW)dt= 二 0 
| laimc 十 af? 十 之 )? 一 h(x 一 10)? |— b 238z |dt 一 0 
[mw tar + 2)32— hz — Ld — b 238z dt 
一 | (tm 十 af” 二 二)6z| 一 和 [me 十 ct 十 字 )]8z 一 &AGZ 一 78z 一 p28x Vd 


ml(v 十 at 十 之 )6z 


| [mC2at 十 艺 ) 十 有 (z 一 0) 十 523]3zdz 一 0 


在 上 一 上 和 一 二 ,8z 一 0, 积 分 中 被 积 函 数 Sz 的 系数 为 零 , 即 得 运动 微分 方程 
m(2at 十 区 ) 十 kr 一 i) 二 b=0 
11. 3. 11 一 个 具有 单位 质量 的 质点 在 外 力 二 一 (zx 十 t) 作 用 下 沿 xz 轴 运 动 ,在 t=0 
及 t= 二 1 时 均 位 于 x=0 处 ,用 里 获 法 求 出 此 问题 的 近似 解 , 并 与 准确 解 作 比 较 , 比较 t= 
0.5 时 的 结果 . 
提示 :近似 解 可 用 zx) 二 (1 一 2 (ao 十 it 十 … 十 ant") 的 形式 , 仅 要 求 对 n= 二 0 作 计 算 ， 
求 精确 解 可 作 变 换 y 一 z 十 # 
解 T 一 方 六 ， 了 一 一 方 (z 十 昌 
也 一方 妈 十 广 (z 十 旨 
由 哈密 顿 原理 或 用 拉 格 天 日 方程 可 得 运动 微分 方程 为 
让 二 一 (TX 十 2) 
先 求 精确 解 , 令 y= 二 zx 十 i, 则 z=y 一 t， 
: 亏 一 必 一 1， 二 水 
3 一 一 
y = csin(t 十 cz) 
所 以 太一 ClSin (ti 十 cy) 一 上 


第 十 一 章 ”力学 的 哈密 顿 表 述 * 889。 


用 :二 0 及 1 二 1 时 x 一 0 定 出 c1、c2, 可 得 


“1 一 i c2 一 
所 以 精确 解 为 z z= 
下 面 用 里 次 法 求 近似 解 ， 
.2 1 
|14: 一 || 之 一 了 (zZ 十 5: ld 
设 X(t)=aot (lt) 
并 一 Qo -一 2aot 
$Cao) 一 | | 于 一 2c02 一 二 (out 一 oz 十 本 
经 计算 得 
了 
$00) 一 ?0 一 12%o 6 
由 求 gao) 的 极 值 确定 Qo 值 ， 
dy 3 1 
dxo 12 | 0 
j= 
”18 
Co , 
近似 解 为 kr 


t 二 0,.5 时 ,精确 解 为 二 0， 0687 ,近似 入 为 二 0， 0694. 


11.3. 12 质点 运动 的 拉 格 妆 日 函数 为 
= +rig) 


已 知 t=0 时 ,r= 二 2,9 二 0;t 二 2 时 ,> 一 3,9 一 1. 试 用 里 蒋 法 求 上 一 1 时 的 质点 位 置 的 近似 什 ， 
并 与 精确 值 作 比较 ， 


QS 
ap 


提示 : 可 采用 图 11. 8Ca) 、(b) 的 折线 所 示 的 rz) 和 glt) 计算 s 一 | Zadt, 由 下 一 0， 


”> 一 0 决定 待 定 的 a.8 值 . 这样 确 定 的 >( 世 .PC ,在 :上 兴 0.1、2 时 ,不 能 得 到 好 的 近似 


一 上 ---- 一 -一 -- 


(a) (b) 


* 8930。 力学 (下 上 册 ) 


值 . 多 考虑 几 点 ,可 得 更 好 一 点 的 近似 ， 
解 ” 甩 用 提示 的 近似 解 ， 


(1) Di 0 和 雪上 过 1] 
Fi 二 一 
(3 一 a)G 一 1) 十 < 1 委 上 上 友 2 
Bt 0 三 tt 蒜 1 
p(t) 一 
(1 — BB)(—1)+p 1 雪上 二 ?2 


a 一 ?2 0 雪上 上 L<1 


和 


2 

2 1 
十 | 3{(3— 0+ [3— ot— 1 +a — Bp)’)d 
经 计算 可 得 


S = (16 — 9a + Ze 一 3 十 ea 十 二 


13 | 5 2 7 
p+ +at a 


| 


一 27 十 14c 一 68 一 4a8 十 58 + 4ap: = 
一 9 一 3a 一 过 十 138 十 5ap8 十 2a8=0 
由 登 代 法 解 得 
a = 2. 2076， PB = 0. 6067 
即 在 t=1 时 ,rr 一 2. 2076 ,9 一 0. 6067. 
下 面 求 精 确 解 . 从 所 给 的 拉 格 骨 日 函数 可 以 看 出 ,质点 未 受 外 力 ,做 匀速 直线 运动 ， 
一 0 时 ， X=r(0)cosg(0)=2 
y=7r(0)sing(0)=0 
1==2 时 ,X= 二 r(2)cosg(2) 二 3cos1= 二 1. 6209 
y=r(2)sing(2)=3sinl=2. 5244 


:一 1 时 ,z= 坟 [z(2) 十 z(0)] 二 1. 8105 
y= 广 [y(2) 十 y(0)]=1. 2622 
r= M7’ 二 + y= 2.2070 
0 一 arctan 一 一 0. 6088 


11. 3.13 用 莫 培 督 原理 重 解 11. 3. 2 题 . 
解 ”用 莫 培 督 原 理 的 雅 可 比 形式 


第 十 一 章 ”力学 的 险 密 顿 表述 


AW = 8W = 3| VE —V),| Sagqgdr= 0 
io 1 一】 


其 中 oj 是 采用 广义 坐标 9 时 的 惯性 矩阵 的 元 素 ,r 为 参量 ,可 取 时 间 、 弧 长 等 


应 满足 欧 拉 方程 或 称 雅 可 比方 程 
d {9aF 
其 中 F = MV2(E —V) ,| >)cogig) 
tri=1 
今 V=mgl(l—cos0) ~ mgll’ 
~ 1 
= -7 10 
F —A2|E— lmgi0| ‘MIO = v21 E — Smglg 8 
今 取 r==t， 


= Va: E— mgly = V2 VT =10 


6 
aF [一 去 mg 20 10 
-5 = V210 一 天 一 一 一 220 一 一 一 一 一 mglb 
/太一 工 2 /二 
2AalkE 2 malo 2 2 干 4/ 
d|19 | aF  ， 
由 号 | 2] 一 一 0 但 
{ 1 十 MglO = 0 


周期 为 or 


图 11.9 


解 用 7.4.30 题 已 得 到 的 动能 和 势能 ， 


* 891。 


。892 。 力学 (下 册 ) 


六 二 | 二 ma 一 0 十 2Maz |y’ 


一 (megb 十 ka2)o 


用 上 题 做 法 ,用 芮 培 督 原理 的 雅 可 比 形 式 和 雅 可 比方 程 ， 


Aw = sw =3|, V2(E—V) .| Sasgqd f 一 0 
tr 一] 


< 3 一 2 
dt\9g: dq: 


F= ?| 已 一 十 (mg 十 ka ‘NN [mla—b)’+4Ma’ ly 


2 一 AN 2 下 一 (apgp 十 kha)p 。 Vm(a 一 有 ) + 4Ma’ 
99 


一 人 loaka 一 0 十 4Mae -| P Vm(a — 6b) + 4Ma’ 


~ fm(a 一 0 十 4Maz] 


， 一 2 。 
=— Vm(a ~— b) + 4Ma’ D 一 一 ok&O 十 4a ) 22 


2N2E — (mgb + ka’)p 


. 2 
er the 
vm(a— 6b) + 4Ma’ 9 


(+ 二 1， 2 ,+ ,5 


少 


一 (meb 十 Ra 9 
了 所以 [mCa—b)’ -4Ma’ | 0 十 (pgB 十 Ka 0 一 0 


二 mgb 十 ka’ 
Nm(la Om— b+ 4Ma: 


2r [ma—b)’+4Ma? 
周期 为 中 一 “< mgb+ka” 
|(4M + m)a 十 ap — 2a) 
或 2 megb 十 ka’ : 


11.3.15 用 英 培 督 原理 的 雅 可 比 形 式 推 导 有 心 运动 的 运动 微分 方程 . 


解 一 六 mm( 六 十 r2 9 ) 
V = V(r) 


F= VE—V) .Vm +riy) 


这 里 用 了 E—V=T=m(7 +r 9 ) 
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9F _ /0 2 2 [一 2 
本 一 Mt( 广 二 70 ) ry 


2~V2(E—V) 


VETV) .2 


aV .2 
ar Tmr? 


2 “ 。 


27 2Nm(r + rg) 
5 2 | 一 mr Bt 2mzp 
一 一 0, 可 得 运动 微分 方程 为 


99 
2 ) = =— 9 = f(7) 


m(r 9+ 279)=0 
后 式 也 可 写成 mr? 9 二 常量 . 


11.4 正则 变换 


11. 4. 1 试 证 
一 jn oin 
= dso) 
P=— gwtp 
为 一 正则 变换 . 
证 明 用 p\Q 为 自 变 量 的 正则 变换 条 件 
一 Dadp 一 sD PdQ, = = dS(p,Q ,to) 


1] ， 
QQ n a sinp 


1 . o 
“SINpD 二 ¢€ 
Sinp 


q = sinpe™® 
P=— gcotp =— sinpe cotp 一 一 cospe™® 
— gdp — cPdQ =— sinpe dp + c cospe “dQ 
是 怡 当 微分 ,因为 


—~(— sinpe™®) = sinpe™® 


jG 


Fs ccospe™®) 一 一 csinpe™® 


。894 。 力学 (下 册 ) 


选 c 王 一 1, 有 (一 sinpe-9) 一 后 (一 cosjpe 9) 
正则 变换 条 件 成 立 , 所 给 变换 是 正则 变换 , 
11. 4. 2 证 明 下 列 变 换 都 是 正则 变换 : 


之 | , 式 中 站 是 一 个 常数 ; 


2 1 
(1) Q=g 十 ;PP » arctan 


(2) Qi1=gi 十 pi1， Qs= (gf++pi+p2) 


: 
P1 


过 2 


三] = 1 arctan | -一 arctan 


2 


P, 一 一 arctan gz 
2 


2 
证 明 (1) Qq 十 各,P 一 二 arctan 2 


用 正则 变换 条 件 ， pdgq—cPd@Q@=dS 


力 一 ?AQ 一 0， P = >arctan >@ = 了 | 
过 


一 一 | 一 万科 = “a nn 
2 1+ [Ma ?2M 9 
选 c 三 1 ,满足 bdo 一 PdQ=d9 ,所 给 变换 是 正则 变换 ， 
(2) Qi=git+pi， @: 一 方 (人 十 有 十 寿 十 胡 ) 


pi 


gz 一 Lrctan 
2 


p? 


: 
p: 


一 Dgidp; — cS PdQ, = dS 


P= arctan 


P,— —arctan 


用 正则 变换 条 件 : 


dg 一 WQI 一 记 
qs =N2Q,— gf— pi— pi=N2Q— (Q— pi)— pi pi=N2Q— QI— pt2 
PF = 二 arctan ae,=e = 二 - jos | 


4 Pp? pi 
P, =C— wetan | V 20; 一 已 :一 | 
六 


qidpi 十 qzdp; 十 cPidQi 十 cP:dc， 


一 AQ 一 pda 十 V2Q: 一 Qi — pidp; 
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十 :| Faretan Ve: =Q |- arctan ] VQ1 一 | ja 


p2? pl 
一 carctan 2 
p? 
可 得 9 NV QPi V 2Q; 一 Q1 一 9N2Q— Qi pi 
9 p， 9 pi 
2 el 一 所 /IQ pi 9 | 二 arctan V 2 一 Ci 一 力 ? 一 工 arctan VQi 一 太 
3Q 9 pL 2 方 2 四 
_ 1 
2 人 Cl pi 
ONQ— pi QQ 一 arctan V 2Q, 一 1 一 记 ? — (0 
9 @; 9 Pi ps 
aN2Q2 — Qi— pi 3 arctan VY 2@， 上 WV! p2 — 1 otan VY V1 四 pi 
9 轧 : 2 力 ， 2 pl 


1 


2 2Q: 一 QQ 一 也 


9 Qi 
3aV2Q: 一 Qi 一 大 | arctan Y 2Q, 一 Qi 一 - 1 
? Pa V 2Q;: 一 Qi 一 也 ; 


9 boretan | V2Q, — Qu = V2Q:— QO— pi — Tarctan V Qi 一 各 
9GQ:| 2 ps / pi : 
ly - etan | VQ QR| |- 7 
1 pp 2(2Q, — QI) N 2Q,— QO— pp 


可 见 ;CC 二 1]， 
< 2 
-一 Dj qidp: >, PidQ 一 — dS 
t=} i=1 


成 立 , 所 给 变换 为 正则 变换 . 
11. 4. 3 证 明 Q=g+te?*,P=p 是 一 正则 变换 , 找 出 Slg ,CU zt ) 


解 方法 一 : Q=qgtte’,P=p 
用 pdg—cPd@Q=dS (g,Q,t) 
ms sl pp 


pdg — cPdQ = In| Qa jag 一 cn| Q—4 dQ 


jm) a 和 -a 
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c 二 1 ,两 偏 导数 相等 ， ， 
In| 2 =?jdy 一 In| 号 二 2| dQ 一 dS(r,Q，D 


成 立 ,变换 为 正则 变换 得 到 证 明 . 


对 前 式 积分 ， 
dg 十 f(Q) 


je | 十 f(Q) 


mn 
4)- 
“7 -ha 
| 
9- 


,ea dg + f(Q) 
gq — QIn(Q— 9g) f(Q) 


人 一 人 MQ 0 a 9 dQ mn| 


A 一 1 十 nt 


/(Q) = |a 十 lnt)dQ = QQ 二 lnt) 
l Mm 5S uin| 4| —g—Qln(Q—g) 十 Q(i 二 lnt) 
Lo -alez] 


方法 二 :对 于 恰当 微分 ,可 在 由 自 变 量 张 成 的 空间 内 取 便 于 积分 的 路 径 积 出 全 微分 的 
消 数 , 取 图 11. 10 所 示 的 积分 路 线 ， 


S = lin( ?jd In| 全 一 2] da 


图 11. 10 


Qo — ?| 一 | 志 dq) 一 Qin| 人 一 2 


,+ J a a 
一 2| 一 (9 一 qo) -Qun| p= | 


Sa + Qln| 所 一 


?| 二 (@& 一 已) + qln|@=2| 
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dn| SF Qin 二 ?| + (QC) goln| Se — — 


Qo 一 fo 
t 
一 (QQ 一 90)| 1 一 in| S 一 2 |+ F (go, Wo,t) 
在 作 上 述 积分 时 ,t 是 视 为 毅 量 的 ,因此 上 式 中 的 (qo ,Qo,t) 是 常量 ,可 以 去 掉 , 但 与 @ 或 
9 不 能 分 离 的 :为 参量 ,不 能 去 掉 , 所 以 
S 一 (Q— |1 —In| 22 | 
11. 4.4 证 明 | Q=ln(1+g! cosp) 
P= 2(] + ogcosp)g' sinp 
是 正则 变换 ,证 明 产 生 这 正则 变换 的 母 函 数 为 
9 一 一 (es 一 1)’tanp 


十 Qin 


|- (Qo 一 qo) 


证 明 我 们 用 满足 
[Q;,Q;|] = 0, Lpi,p;|] =0 [Q;,P;| = cé;, 
(c 可 为 任 一 非 零 常数 ) 的 为 正则 变换 来 证 明 . 
[(Q,Q1=0, [P,Pl=0 
[Q,P] -3g 9p apag™ 1 Harecoss (一 2gsin?p 十 2gcos’p 十 29' ?cosp) 
gsinp 
1 十 qcosp 

变换 是 正则 变换 已 得 到 证 明 . 

因为 母 函 数 是 以 Q、p 为 独立 变量 ,相应 的 正则 变换 条 件 为 

— gdp — PdQ = dS (p,Q) 


(2sinpcosp + q'sinp) = 1 


0995 oo vv 3 
9 一 9p™— (e 1) “sec’p (1) 
_ 95 ee/Q 


母 函 数 产 生 的 上 述 正 则 变换 , 正 是 题目 要 证 明 的 那个 正则 变换 ,从 式 (1) 解 出 和 ,得 
Q = 1n(l 十 grscos 方 ) 
将 它 代入 式 (2) 得 
P= 2( + qicosp)g!' singp 
就 是 题目 所 给 的 变换 . : 
11. 4.5 用 拉 格 朗 日 括号 检验 11. 4. 2 题 的 变换 是 正则 变换 . 
解 ”用 拉 格 庆 日 括号 表述 的 正则 变换 条 件 为 
(qi:,q9;) 一 0， (pi,pi) 一 0 
(gi,pj) 二 c6; 5c 为 非 零 常数 . 


9 Ql(gq,P,t) 9 P(g pt) 9 Qi(qg,P,t) . 3 P(g,p,t) 
其 中 (ri,7)) 二 > | or. dr; dr, dr., | 


2 
今 Q=gq’ 十 马 ， 已 一 二 arctan 这 | 
n 2 ng 
_aQaP aQaP 
《dg 9) 一 3g 939 ac ag 一 0 
同样 (p,p)==0， 
_9&@9P 9Q9P 
‘gq,p) gqg9p 3539 
1 _z 
加 nn ng 2p.n\ ng 
一 vg » 2 nz ” » 2 一 ] 
7 | 
ng ng 
证 毕 . 


11, 4.6 a.pB 为 何 值 时 ,变换 
Q = gcospp, P= g'singp 

为 一 正则 变换 , 

pda + cQdP = dS 
从 Q=g'cospp, P=a'singp 
得 一 arcsin (Pa™") 

Q=gvV1l— Pig-? 
pdg + cQdP = farcsin (Pao “dg ++ cq V1 — Po *dP 


11 -oy 1 
P| arcsin(Pg ) |= 8 i 


2a—1 
区 [ee V1 二 Pig-* |= Ed 


Vg — Pi 
正则 变换 ,必须 两 们 导数 相等 
工 1 cag2a1 
pb gq 一 万: gr 一 万? 
印 广 一 cogo 
== 少 ,B= 十 二 之 一 (c' 为 任何 非 零 常数 均 可 ) 


方法 二 :用 11. 4. 4 题 采 用 的 方法 . 
_39Q9P 3QaPr 
有 
= ag” cosBp * Bq'cosBp — q(— psinp8p)。aq 'sinBp 
= apg™ 


正则 变换 要 求 [Q,P] 一 CCC 为 非 零 常数 ) 也 得 到 "一 二 ,8 为 任意 非 零 常数 的 结论 ， 
11. 4.7 证 明 变 换 
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cl = dll91 十 al2g2， 2 = 02i191 十 Q229: 

Pi= bupit bzp:, T= bpi tt C22p? 
在 妃 ==|Ahi|/141 对 所 有 i\j 均 成 立 , 其 中 |4| 是 矩阵 (ai;) 的 行列 式 , |4;| 是 矩阵 元 az 的 
代数 余子 式 , 且 所 有 ar 和 5 都 是 请 数 这 些 条 件 下 是 正则 变换 . 


i sn]AT， 2 一 一 1 有 A 
bn —— AT br 1A 
P= AI TAIP Pr 1AIP + A 
显然 有 / [Q;,Q;1=0, [P;,P;]=0 
rT 
14| 二 al ET 


9 QW, 9P, da9P ac 3 己 3G; 3 也 
[Q, ， P, | 2 wel 2 1 2 l 2 


| 


1 | wu 
= a 一 1 十 an A 二 0 
FQ, P. 1 22 09413 ae oF 9 IPF 98 9 
”7 06 EF! 9 G2 3 ps 9 pi1: 9 qi pp: 09; 
= an Al ta TA 1 
9Q:9P, gogQaoP 9Q.9P, 98,9aP, 
,PP 一 TT 
[Go jg 3 太一 59， 9 户 9 p11 9d9l 9 p, 99; 
12 11 
—) — 十 一 ] 
2 414 
证 毕 . 
11. 4.8 (1) 要 使 Qi 一 dl,Qz: 一 0 十 as 


Pi= Pi(qisq2sp1 Pp2), 了 = P(gi,92, pi,p2) 
为 一 正则 变换 , 找 出 Pi、P; 最 一 般 的 函数 形式 . 
提示 :可 用 拉 格 朗 日 括号 表述 的 正则 变换 条 件 给 出 的 偏 微分 方程 组 求解 . 
(2) 对 上 述 正则 变换 , 作 何 种 特别 的 选择 ,可 将 


nH-| 1 一 


名 | 十 ps 十 (qi 十 g2)? 
291 


变换 为 
囊 = Pi 十 卫 ， 
并 用 此 题 验 证 


902 99i 


9Q 9Ps 
dp 9p1 
间 给 出 任何 关系 . 


9 Q, 3 P， 
9 pi dqi 


0 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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4 _， 
dz oP, oP | 
成 立 . 
解 (1) 用 拉 格 时 日 括号 表述 的 正则 变换 条 件 :(cyai)) 一 0, (pi,p;) 二 0, (gi; pj) 二 
Ci 
1 = gi， Q; = 9g] 十 gq;， 
六 一 (qq Pisp2), PP: = P(gqi,92s Pi, Pp?) 
1 ,9Q9P! agsaP 3aQiaP 
人 7 9dida dqg9g 99qsd9l 
_» 9 as 3/ 
一 “9 5939 0991 
aeiaP  aQ:aP 9Q oP, 
Po apaps apraps 9pap 
9 Ci 9 &, 9 人 9 &, dP 9 万) 9 三 ; aP, 
一 一 一 0， , ™ ™ ™ 
因 dp dp: dp; 此 式 没 对 3 9zp dzp dz 
9_aQiaP ， aQsaP 9Q, 9P, 
Q1,71 qi 9p dqi dpi dp dq 
_ ,9P, ,aPs_ 
pp 9p 
Ga dQ al 9 dP 
(qi1,p2) = 991 3p 下 dg1 9p, 9 p, 9 qi 
aP PP, 
= 2 ap 3p 
3Qi9P! , 3Q,9P; 3QaP, 
(qz,p1) = 9 qz 9 pi + 9 gq» 9pi 9 pl da: 
9P; 
~ 9p 0 
9@&939P dQ.9P;: 939 
(qa p2) = 9 gq»; 9p, 下 92 9 六 9 p, 9g9， 
oP, 
一 一 C 
9 p? 
由 (4)、(5) 两 式 ,得 
P; = Cp; + f (qi1,92) 
将 式 (6) 代 入 式 (1)， 
apP, af af 
一 一 一 一 一 一 1 
291 3g 39 qi 
将 式 (4) 代 入 式 (2)， 
9 __ 
291 3p 一 
将 式 (5) 代 入 式 (3)， 
20 2 Cc 


(9) 
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由 式 (7)、(8)、(9),dPi 可 写成 


dP.= 9g, 4 十 Fa, das 十 9 pdP: 十 I 
_aPaa+ 工 [27 9f)ag Can £ 
-一 0g) doai 十 20) 3 9， dg (2 十 7 dp 2 六 dz (10) 
根据 式 (10) ,设想 已 为 
CC 一 如) ,1 | of -3 
= ;一 || 3 dg; 十 用 


它 显然 满 足 式 (10). 如 能 满足 恰当 微分 条 件 ,又 满足 式 (1), 则 设想 的 已 , 是 对 的 . 
deP Cp-p) | af af 
到 | 3 dg 


gd gi 241 9d qi 9 9: 
1 fa 9 ag 业 
+ 区 | 2 dg; 
30) 9 ee La | 
99?\ 991 2q1\9g! 9 9， < 9 q19 9; 
oF 1 3 一 af 
9g; 29\39 99: 
3]=- 去 [并 一 并 + 去 | 红 a 
dqi\9gg; 2g1 9 qi 9 gq? 291 9 gi 9 q19 gq? 
3 {9P 3 {39P, 
有 9 9: | = qi | 
32P) -人 
9 pi\ oq 2g1 
a CC 了 | 5] 一 一 
ap 2q dgq\9p) 29; 
yr er 
有 9 pi\ 9 qi aq\9api 
ap- C，aP _ C0, 2laP)_o 
9ps\9q) 2g 392， 2q1” 9qi\9ps)l 2g1 
A 
有 9 pa\ 9gi 9gq1\9p, 
其 余 应 相等 的 偏 导数 都 是 0=0 的 恒等式 ， 
式 (11) 和 式 (6) 也 满足 式 (1) 的 要 求 ， 


9P, 93P, 


ri Er re 
所 以 Pi、P; 的 最 一 般 表达 式 分 别 为 式 (11) 和 式 (6). 其 中 C 是 任意 的 非 零 第 数 ,f 是 gil、9: 
的 任意 函数 ,h 是 gi 的 任意 函数 ， 
(2) : pidgqi 十 pdqs 一 PidQ1 一 PedQ: 二 dS (gq ,0) 
因为 正则 变换 中 不 显 含 1, 故 S 中 也 不 显 含 上 又 取 C=1 ,正则 变换 后 的 哈密 顿 函 数 五 "与 
原 哈 密 顿 消 数 五 相等 ， 


H*=H 


*。 902 。 力学 5 下 册 ) 


变换 后 要 求 
H”" = Pi 二 +P, 


2 力 ; 一 p2l’ 2 
Pi 十 P; = 2g) 十 p; 十 (gi 十 q2) 


将 式 (11)、 式 (6) 的 Pi、P; 代入 上 式 ， 


一 039J/_ 3j/_0 pr- 
C=1,hg)=0, 7 j= 0 f= (q+ gq) 


这 个 f= (qi+ge)”, 确 有 2 一 2 二 =0. 
因此 要 使 变换 后 如 二 Pf 十 Ps, 用 的 正则 变换 为 


P =f, P,; = ps (gi 二 9) 
H* = PQ PQ —L’ 


L*=PQ+PQ— H*= PQ + PQ— Pi—P, 
由 正则 方程 得 


3 万 ， aH* 

Q = 5p- =2P, Q= 3p =! 

aH 9 天 
人 = 一 一 P, 一 一 3@ 一 1 
df{a3L’\ 937 d | aL , 
由 | 二 0， | aP, 9 一 0 (一 1，2) 
得 
PP, 一 0， P,=0 


Qi 一 2P, = 0, Q, 一 1=0 
9 ” + ooL* . 
两 组 方程 结果 相同 ,正则 方程 成 立 ,可 见 要 验证 的 站 | / —9£ 4| / _9L 


3Q 
一 0 成 也， 
11. 4.9 求 出 下 列 母 消 数 产生 的 正则 变换 ， 


(1) S1(q,0,) = > qiQi 
1 二 1] 
(2) Sa(p,Q,t) =— tanp le® — 1); 


(3) D3(q,P,t) = > aiPi; 
1 二 1 

(4) Sp,P,t) = > piP:. 
i=1 


解 ” (1) Si1(g,Q,0) = 2 49: 


由 》\pidg; 一 》, PidQ; = dS1(q,Q) 得 
f=1 :一 1 
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dS 
Pi 一 Fo 一 C， 
jo (i = 1 ,2,..,5) 
P; 一 一 oA 一 一 di 
9 Q， 
(2) So(bQb) 一 一 tanzp(e" 一 ]) 
9 一 一 2 一 secip(es 一 1) 
P=— 一 etanp 


也 可 把 变换 写成 
: Q = ln(l + qcos’p) 
P= (+gcosp)tanp 


(3) Ss(g,P,t) = > ,9iP， 
{= 二] 


Pi go, 一 PP, 
( = 1,2,.,5) 
2 2 38s 
Tap, 4 
为 恒 等 变 换 . 
(4) S,(p,P,t) = Dy piP: 
:一 工 
wu 一 一 34 一 一 
( 一 1] 2 y3) 
2 2 254 
:TT ap, 


11.4.10 ”证明 Qi1=p1,Q:= pi 二 gq Pi 一 一 ?六 十 记 P2 一 加 十 是 正则 变换 ,并 求 出 产 
生 沪 正则 变换 的 Si1(q ,8,t)、S3(q,P,t) 两 种 形式 的 母 函 数 . 
饼 ” 只 要 能 找到 母 孙 数 ,也 就 证 明了 变换 是 正则 变换 . 
Pidgq: + pzdq; 一 PdQi 一 Pd&; 


= fi091 十 pzadgqg; 一 | 一 2 十 1 2pidpi 一 (pa + 1) (2p2dp; 十 d92) 
= 加 dai 一 1dq: + (qi 一 2p1t)dpi 一 2p2(p; + 2)dp, 
= d(pigi 一 pi1t) 二 d(— gzt) 十 d| 一 和 一 p2t 


在 上 述 演 算 中 ,t 视 为 常量 ， 
再 用 变换 关系 ,将 pi1、p;i 表示 成 gi.g2、Q1.Q: 和 和 1 的 葡 数 ,将 


pi = Qi, p= (Q, 一 0 
代入 法 甫 式 , 即 得 
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Si1(g,0,t) = QI?gi — Qt — gd2t 一 4 (Q, — gq2)3? 一 (QQ: 一 q2)t 


= Qigi 一 SQ, ~ og) — (Q, + Qt 


现 找 Ss3(qg,P,t), 
pidqi 十 pzdq; 十 QidP + QsdP, 


= pidgi 十 pdg; 十 中 ;dp 一 dg! | 十 (ps 十 qs)dp， 
2p1 2pi 


1 
一 ppidgqi 十 pzdgq; 十 qdp 十 (pz 十 qz)dz， 


一 dl po 十 pzq2 十 lp 
也 用 变换 关系 将 上 式 中 的 pi1、p; 表 成 g1 .9;、Pi、Ps 和 上 上 的 函数 ,代入 


dl 


Pi op, 二 六 ， pb, 一 P,—t 
1 | 9g _ lp _ 
Sig P= Zn gp nt (CP 一 D9 + dP) 
Pg + iP) 
4(P — 1) 2 df2 3 2 


注意 ;获得 Si1(q,Q,z) 后 ,不 能 用 它 将 其 中 Qi.Q: 用 变换 关系 换 成 Qi(g,P,t)、Q,(g， 
P,t) 得 到 Ss(q,P,t) ,原因 是 Ss(g,P,t) 与 Si(q,Q,t) 间 并 不 存在 下 列 偏 导数 关系 ， 


953 dS19Q 90993939Q， 
dP 9Q9P: 3Q,93P, 


11. 4. 11 证 明 
I 
Q = In| ] 十 gicosp | 


P= | ] 十 gicosp | gisinp 
为 正则 变换 ,并 求 出 产生 它 的 母 函 数 . 
提示 :用 dS 二 一 gdp 一 cPdQ 时 需 令 c 二 2. 
解 Q=In[1 + gicosp | 
P= 1 十 gicospj qlsinp 


“dS=— gdp 一 2PdQ 
需 将 式 中 的 q\P 均 表 成 p\Q 的 函数 (这 里 变换 关系 中 不 显 含 幻 ， 
0 一 《es 一 1)’sec’p 
P= es(e® 一 1)tangp 
dS=— (et 一 1)’sec:pdp 一 2es(e® — 1)tanpdQ 
= d[— (e* — 1):tanp | 
所 以 S(p,Q)=— (et—1)’tanp 
注意 :此 题 与 11. 4.4 题 就 差 一 个 2 的 因子 , 母 函 数 也 与 11. 4.4 题 相 同 ,说 明 一 般 讲 
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采用 正则 变换 条 件 时 应 考虑 不 为 零 的 常数 C 不 一 定 总 等 于 1 
11.4.12 用 母 函数 S1 二 Qi” gi— (Qs—g)— (Qi+Q)t 产生 的 正则 变换 来 求解 
哈密 顿 函数 为 及 二 pf 十 pi 十 qz 的 系统 的 运动 . 
解 Si=Qi’*g 一 (Qs 一 q2) 3 — (Qi Q2)t 


由 2) pidg: 一 c > PidQ， 十 (cH* — HH)dt = dS$(g,0,t) 取 c 一 1， 
二 1 :一 1 


Nl/2 
p= FQ! 
95 
P:= ga, = (Q, — gq2) 
95 
P=— 0 2 + 
3 S， 


H= pi pi 二 og: 
gs= QQ; — (P, — 1£)’ 


H'— H+ pti+g— (Qi+Q,) 


一 Qi 十 机 十 qz 一 (1 十 Q@&,) = 0 
得 Q 二 常量 ， Q; 二 常量 
Pi 二 常量 ， P; 二 常量 
0 一 2QL CCP 一 站 一 4 十 吾 
qz 二 Qs 一 (Ps—t) 二 一 二 十 Ct 十 D 
其 中 A、B、C、D 均 为 常量 ,由 初 条 件 确定 . 
11. 4. 13 一 质量 为 m 的 质点 在 势 场 V(g) 中 做 一 维 运 动 ， 质点 受到 正比 于 其 速度 的 
阻力 一 2”z7 9. 
(1) 证 明 可 由 拉 格 朗 日 函数 工 一 ez| 二 mm 全 一 VCg) | 得 到 运动 微分 方程 ; 
(2) 用 母 函数 S;(g,P,t) = 二 e*gP, 求 正则 变换 后 的 哈密 顿 肾 数 五 "(Q,P,t), 对 于 


7(g) 一 六 mo2g?, 证 明 变换 后 的 哈密 顿 函数 
H* 一 5: 十 mo + YQP 
为 运动 常数 ，; | 
(3) 对 于 弱 阻 尼 情 况 7 二 w, 由 (2) 问 中 的 运动 常数 求 阻尼 振子 的 解 g (2). 
解 (1) 系统 的 运动 微分 方程 为 
3 了 


m69 二 一 Er 一 2m7 0 


。906 ， 力学 (下 册 ) 


在 令 L=e”| Sm g Vg) | 
全 | 3 | 一 3 工 _、 
由 二 30 29 | 0 可 得 
d 2 入 。 sr GV _ 
de MO) 十 ee jo 0 
e? tym 间 十 oyme” 0 十 e24 5 — 0 
oz 了 一 一 二 -一 2m7Yg 


99 
证 明了 由 所 给 的 拉 格 朗 日 函数 可 导出 运动 微分 方程 . 
(2) 先 由 拉 格 朗 日 函数 求 出 正则 变换 前 的 哈密 顿 晒 数 五 (cg, 户 , 切 ， 


p= 5 — me”g, d= 一 ep 
, 1 2 1 1 -oz | | 
H= pg—L= Temp:— em” Tm 二 ep — Vg) 
_ 一 pe 2 十 eV (gq) 
pdg 十 QdP + (CH* — H)dt = dS,(g,P ,t) 
—— 9 D3 一 并 _ 
一 3 一 3 (e 9 忆 ) 一 e 天 
dS; 9 上 
_ 0 
H*=-H -i 53 一 1 十 eV (dg) 十 ye“g 忆 
口上 2m 
== PF 十 eV (ee QI) + YQP 
对 于 V (g) =mwig’, 
H* = 2 P’ - 六 zzg: .ez 十 7QP = oP’ 十 mrQ! + YQP 
m1 


因为 < 开 -一 0, 所 以 五 "为 运动 常数 ， 
(3) 对 于 (2) 间 的 V (g) = moig’ ， 


H*= Pi+ mwQ’ + yQP 


2m 
P=— So —— mwQ— YP (1) 
oH ] 
O01i 二 2 ) 
Q 本 万 "t+?Q ( 
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将 式 (2) 两 边 对 上 求 导 ,用 式 (1) 消 去 已 ,用 式 (2) 消 去 已, 可 得 
Q+ (wo 一 72)Q =0 
对 于 弱 阻 尼 情 况 ,7<w， 
QQ = Asin (wt 十 w) 
其 中 w= 二 Mw 一 7 ,Aa 为 积分 常数 ， 
P= m(Q— 7Q) 
= m[ Awycos(wrt 十 a) — YAsin(wt 十 a)j] 


可 得 HH* == 字 -P? 十 广 mw?Q* 十 YQP 一 meg A 


1 /4 
wy m 
g = 二 ee “QQ = 了 2 esin(Kcoxt 十 w) 


其 中 w=Mw 一 六 ,HH* a 为 常数 由 初 条 件 确定 . 
11.5 了 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


11. 5. 1 一 个 质量 为 mr 的 质点 以 初速 v、 对 水 平 线 仰角 为 a 的 方向 ,在 不 计 阻 力 的 空 
气 中 抛射 ,用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求 其 运动 规律 . 
解 ” 取 抛射 点 为 坐标 原点 ,xz 轴 沿 水 平方 和 喇 ,y 轴 竖 直 同 上 ,质点 在 zy 平面 内 运动 ， 
H = Cp 十 py) 十 mgy 
五 中 不 显 含 zx, 它 是 循环 坐标 ,p;= 二 a , 瑟 不 显 含 t:, 有 能 量 积分 ,积分 常数 为 h， 
S = 二 一 ht 二 W 


特性 陋 数 W 满足 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 
1 | ,, 9 
天 | 十 [24 +mgy=h 
可 令 WW 二 W'(y) 十 a zx，,W'(y) 满 足 的 方程 为 


|e 十 (37) J+ mgy 一 只 


2m 
dy = Vm 一 入 — mgy 
Wo) = Vm] 内 一 各 一 mgody 一 2 条 
了 一 一 232 人 一 宅 一 mgy +az 


* 908 ， 力学 (下 册 ) 

pe y 一 Ep)| opg2(B — 2)? 
27m 2 ~ om 2 

代入 初 条 件 定 常量 及 和 wo， 


_.1] ,2 2 1 2 了 2 
hh 二 Dm ‘Pro 十 py) Dm 《2727 ) 2 MD 


0 = pyo = mvucosa 
代入 式 (1)， 


1 .2 了 2 rp ,2 
2 VU Dy (mvcosa) m8y 一 pmg (1 一 并) 


由 ;上 = 一 0 时 y==0, 可 定 出 B 一 二 vsina, 代 入 式 (2), 解 出 


y= vtsina 一 pL 


p= & = mvcosa 


二 USIna 
t 面 量 

之 一 | vsinadt = vtisina 
D 


11. 5.2 求 对称 陀 螺 在 重力 作用 下 绕 固 定点 转动 时 的 险 密 顿 主 函数 . 


(1) 


(2) 


解 ” 取 固定 点 为 坐标 原点 , 取 固 连 于 刚体 的 惯量 主轴 为 xz、y、z 轴 ,z 轴 为 旋转 对 称 


畏 ,五 7 一 五 、7 为 相应 的 主 转动 惯量 ,以 静坐 标 系 为 参考 系 ， 
一 (Te 十 {wy 十 了 sz ) 


V 一 MglcosV 
用 欧 拉 角 从 2.2 为 广义 坐标 ， 


一 psinbsiny 十 0 cosy 
mw, 一 psinGcosy 一 0 sing 
.一 0cosb 十 也 


L=T—_V= [TC sin28 上 的) 二 Tipcosg + ):] — mglcosl 


py= 2 = (pcos0 十 ) 
9y 
9aL 。 ，， + . 
po jo hpsmnd tl peosd t+ Lyeosd 
Y 
9 
po= —— =10 
0 
pe 
6 7 
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动能 是 广义 速度 的 齐 二 次 函数 ， 
H=T+V=1[ te FA + + | meleos 


Tsin’0 


用 机 械 能 守恒 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


一 名 d+ 吉 ( 绪 + 直 [ 吕 + mew- 
2Tsin’0\ 99 可 os T 27 a0 TT 27 ay 二 meicos0==h 
oF _ oH a 人 -一 
因为 Je 一 0， 3y 一 0' 人 9 乡 均 是 循环 坐标 ， 
9aW 


aW 
dp9™ Pr apy Pr % 
W 一 QP 十 asy 十 全 (9) 
W” (09) 满足 的 微分 方程 为 


ye 一 QscOS2 一- 2 do 十 RE 十 mgicos0 = h 


| 3 172 
os 一 27w 一 二 (402 -- ascosO)” 一 1 一 2 mglcos0 | 


到 ”一 [Lz7 1 -1 一 osensp7 一 二 oz — om rcosg] dg 
~ 一 A Sin20 “2 3 1; 3 INLg 
哈密 顿 主 函 数 为 
S=— ht+W = ht 二 ap ayi+ W 
z 1 
一 一 Ai 十 ap 十 as 十 [L272 一 Sinago 一 ascosOD) 


了 1/2 
-一 7 0 一 27imglcosg | de 
3 


其 中 疡 是 总 机 械 能 ,as 为 进 动 角 动量 ,os 为 月 转角 动量 ， / 是 质心 在 固定 点 上 方 离 固定 点 
的 距离 ,也 是 质心 的 z 坐标 . 
11. 5.3 ”用 哈密 巾 - 雅 可 比方 程 求 二 维 势 场 V 一 三 (为 常量 ) 中 运动 的 质点 的 轨道 
方程 ,可 采用 w= 二 +r 十 x 和 wv 二 r 一 z 为 广义 坐标 . 
解 一 二 mm( 产 十 天 多 ) 一 全 
改 用 uv 为 广义 坐标 ， 
UW 二 7 十 工 二 7r(] 十 cos9) 


vu 二 7r—X=7r(]— cos9) 


1 .1/.,. 
r= p(t v), 六 2 (Yt 它 ) 


。910 。 力学 (下 册 ) 


“一 2 一 2 
2 十 zi+v 


d1z 一 已 


sino。 oo 并 2 和， ， ， 
"$7 -ms “©) 


/uv 


sinp = /1C— | 


p= UU— Uv 
(UT v0) At 
一 二 mm 让 十 28v 二 六 十 (0 “2 | 一 


wu 


Co 


— < As 2 2k 
A Fo Pr tT Vp) + 


9 2 991: dSl’ 2k , 
+ el “\av + = 

可 令 S=—ht 二 +W 

W 满足 的 偏 微 分 方程 为 


2 


二 v 


aW 
du 


+ 


Adv 2 十 名 
2 1aw): {aw): 
a 本 十 Fy | 一 az 二 十 下 一 0 


可 令 W =Wi(u) +W,(v) 


器-w+4t2 园 |]wt4- 


令 2 [ul Se:) |—huth=e 


m du 


则 2 [Te:) | -+ 一 < 
5 一 要] = 一己 
dz 2 加 2 


dW _ jm mh 
du 2u ta 一 4) 十 2 
dWY 2: _ Jmh_m 

dv 2 20 ‘< + ®) 


eb 


S—=—hti+ |[zmn 十 eh | du 1 [人 mw 加 +] du 
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由 2 一 8 即 得 轨道 方程 
11. 5.4 菜系 统 的 哈密 顿 函数 为 
H = prt + mCps — kg) 
其 中 mk 均 为 常量 .用 哈密 顿 正则 方程 和 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 解 此 系统 的 运动 轨道 


1 1 
解 H=anptit om pk) 
用 哈密 顿 正 则 方程 求解 ， 
_9H _p 
d1 一 36 m 
oH 1 
0 一 7 p, (pa 一 911) 
aH k 
Pi 一 一 3 gi 一 mpP? 一 kgq!i) 
， ss 
P2™ 9 gq 一 
jp 一 4 


,, k 
让 二 汪 p = (a 一) 一 ;| gi| 
令 qi 一 dl 工 
2 
了 十 一 sq1 0 
qi 二 Acos| 一 上 十 p 
k 
9 一世 十 4cos 全: 十 由 
. k k 
0， 一 (a 一 &al) 一 一 Acos mt 十 p 
，| 天 
gq; 一 一 4sin| 生 十 9 十 8 
消去 上 得 轨道 方程 
2 
Ca + (qi:— pp) =A 
若 用 系统 的 能 量 h 来 表示 振幅 4, 则 
.2 ,2 Ak: 
一 六 mm 人 人 十 92z) 二 Dj 
4 — 2 


轨道 方程 可 表 为 


。912 。 力学 (下 册 ) 


2 
+ (gs — P)’ = 2 


Ce 
用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求解 ， 


] ] 
H= mp:! 十 om P? 一 有 GD 


aH_ aH_ 
因为 3 一 0， 5 一 0 
可 令 一 一 六 十 ago 十 全 (ol ) 
W 满足 约 化 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ， 
| dW 1 
| | | 十 《ea 一 ta) |=— h 
dW / 
da = NV2mh— (《a 一 Ri) 


W = |” 2mh — (a 一 kgqi)’dg 
S = 二 一 ht 十 qq, 十 | 2mh — (a 一 Ri)2dai 


轨道 方程 为 
9 一 一 天 
0 一 2 一 一 | ”二 < 一 <g) ddeo — ka,) 
V 2mh —— (a -一 ka )” 
= g,— V2mh — (a— kg) 
< h 
Ca + Cg — B): = Se 

两 种 方法 得 到 同样 的 结果 . 


11. 5. 5 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求 哈密 顿 函数 为 
H=— (pt+ pig + gi + (gf + gi)7 
的 质点 的 轨道 
解 H=» ptt pl) (gt+gi) + (gf+g) 7 


SS 二 一 有 ht 十 W 
W 满足 约 化 了 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ， 


rt | 
2(q1 二 92) Lt\9g 9 gq? 91 十 9 

1[ [aw + [2@ 门 - _ 
2 [2 十 | 3 一 At+g+1=0 


W = Wi (gq1) 二 W， (gq>) 


+ aa 


必 
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二 | 一 2 1 

则 | da， pg 一 一 
| = | 2 -二 | 
(0 2 Te 人 
3 
村 一 “ hg " 2 


Wi = [V2(nat + a— tT)dg, 
S =— ht+ | 2g 十 a 一 3)da + | /zl 一 “一 1 |dg, 


p= =V2| dg -V2| dq， 


° 1 | 1 
hi 一半 一 9 hq 一 【e+ 襄 | 


| -二 一 — ln(x+++ Vr: 二 a’) 


Va tga 1) or + 一。 一 二 


各 | , 罗 省 方程 可 写 为 


三 - | 1 | 
hait ht + a T= Bhg + ha | 


11. 5.6 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求 蛤 密 顿 消 数 为 及 =p’ 一 g 的 系统 的 运动 . 


用 积分 公式 : 


» El 


引入 另 一 个 常数 B=exp 


~ 


Hlx, + Or)—h 


， 9 
现 峻 zx 一, 则 一 一 9, 上 式 中 前 取 负 号 ， 


dW 
2 
p+ 人 sh 
dW _ ? ,1,; 
S = 一 用 十 WW 二 一 版 十 hp 一 地 
go ,2 
aS 


.914。 力学 (下 册 ) 


p=it+Bh 
9 一 户 一 天 王仁 十 7) 一 大 


方法 二 :用 H|x, te 一 hh 时 , 取 zx 二 9, 则 y==p, 汪 前 取 正 号 ， 


| 守 | - _ 
da dT 
Mat 


W — | Ma Thdg— $C +h 
5 = 一 所 十 W 一 一 ht 十 (gq 十 有 


/ p= 9 = 一 t+ (q+) 
9 十 hh 二 (二 PB), gq= (+B) —h 
11. 5. 7 (1) 对 于 一 个 险 密 顿 函数 为 召 一 了 大 的 粒子 的 运动 ,求解 母 函 数 S (qa,t) 
的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 求 出 正则 变换 g 一 g(B,a),p 一 p(B,a) ,其 中 Bp 和 a 分 别 是 变换 后 
的 坐标 和 动量 . 说 明 所 得 的 结果 ， 
(2) 若 存在 一 扰动 ,哈密 顿 函数 变 为 五 一 六 和 十 广 加 , 仍 用 (1) 所 得 的 正则 变换 ,用 a、 


Bt 表示 变换 后 的 哈密 顿 函 数 石 * ,求解 8G) 和 a(#) ,并 证 明 扰 动 后 的 解 是 简 谐 的 ， 
3 S 


解 (1) ar tH(gqp,t)=0 
今 要 求 Slg,a,t) ,其 中 是 变换 后 的 动量 已 , 则 
_ 9 
一 Fo 
_ 0_ 95b _ 9 
Q=P=, oa 
今 及 = 方 p*, 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 为 
9as 1|23 和 
9t 下 2 3 | =0 
因为 人 一 0, 可 令 S 一 一 甩 十 W， 
7 一 Mh， W = ~v2hoa 
Ss =— ht~v2hg 
a 
因为 一 二 0, 可 令 
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所 以 S=—at+ag 


所 以 9 一 有 十 ct 
B、a 均 为 常量 ,在 原 参 考 系 中 以 恒定 速度 a 做 匀速 运动 . 
正则 变换 关系 为 
gqg=p+iat,p=a 


(2) H=»p + zg 
用 (1) 问 中 解 得 的 母 函数 产生 的 正则 变换 ， 


9 l 


~ 二 1 ， 1， 
人 一 全 十 入 二 29 


_ 上 .1 2 了 2 
= + 了 (B+ ot) a 一 


2 2 
»__ 9 
9 a 


B = (f+ at)t 


k 一 一 5 一 (8 十 oz) 


注意 :这 里 用 的 正则 变换 不 是 解 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 得 到 的 母 酒 数 产 生 的 ,因此 变换 
后 的 哈密 顿 琐 数 五 * 关 0, 目 然 , 新 正则 变量 均 不 再 是 常数 . 
ax 一 一 (B 十 wa 十 和 
二 一 [(B 十 a)t 二 a 一 (8 二 at)t | 一 一 a 
所 以 ax 一 aosin(t 十 O) 
其 中 ao、? 为 常量 ， 
B=— a&—at = aolcos(tioD ttsin(t+o9)| 
由 坐标 变换 关系 ， 
p=a= asin(tion? 
qg=B 二 at=— d=— aocos(t + 9) 
这 就 证 明了 扰动 后 的 解 是 简 谐 振动 . 

11. 5.8 一 个 质量 为 m 的 质点 在 zy 平面 内 运动 ,受到 力 心 位 于 (1,0) 和 (一 1,0), 势 
能 为 了 一 4i 十 4 (其 中 产 、: 分 别 是 到 两 个 力 心 的 距离 ,4 和 A; 是 常数 ) 的 力 场 作 
用 ,用 椭圆 坐标 .7, 它 与 x、y 的 变换 关系 为 

T= chécosy, y= shésin» 


用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求 质 点 的 运动 轨道 (用 $、7 表达 即 可 ). 
解 一 六 双全 十 3 ) 


7 本 ，4: 


和 | 六? 


.916。 力学 (下 上 册 ) 


7] 一 [Cz 1Y)? 十 2 2,， r， 一 [Cz 十 1 7? 十 2 1 


作 坐 标 变换 ， 
T= chécosy, y = shésin” 
— éshécosn — 7 chésin7 
=— Echésinn 十 7 shécos” 
可 得 T=>m(é + ) (ch’é—cos’y) 


r= [(chécosn 一 1)’? + (shésiny)’]? = che 一 cosy 
r= [(chécosn 十 1): 十 (shésiny)’ ] 2 = ché 十 cos7 


A 


__4 ”4 
“= ché 一 cosy + ché 十 cos’” 


1 .2 :1 .2 A _ — 4 
了 一 Fm (€ 十 7 )(Cche 一 cos7) 一 ché 一 cos7 ché 十 cos7 
p= -一 一 mé (ch 所 ~ COS 7) 
PP 一 有 m7 (ch2 — cos’7) + 

7 

Ee 

m(cht — cos27) m(ch’é§ 一 cos 7 ) 
TV pi + ps -4 十 一 人 


~ 2m(ch’é 一 cos27) 下 ché 一 cos’7 tT che 十 cos” 
哈密 顿 - 雅 可 比 订 程 浆 


aSs ,1. 看 车 2) |+ 4 A 
at T smehie — eos 了 | 人 t a7 | ChE — cosn 1 ché + cos’ 
S -=— ji 二 Wi(€) + W,(7) 
一 一 一 -| :| |+ -十 一 一 
2m (chié 一 cos273L dé d7 ché—cosn ché+cos7y 


二 [| | 十 三 + Ai(ché 十 cos7) 十 4;(che 一 cos7) = hlch’é 一 cos27) 


二 | 中 全 | + CA 十 ha)che 一 hch?e 十 于 | 3 十 (4 — As)cosy 十 hcos2 = 0 
dW ] 
令 二 | Te 十 (4 十 4z)che 一 hehe 一 7o0 
2 1 
则 .| | + (Ai— Az)cos7+hcos 9 一 一 20 
dW 2 1/2 
de 二 [a 十 mhch é 一 2m (A) 十 A,)ché | 
= [一 a— 2mhcos’y 一 2m(Ai— A2)cos7 


一 | 十 2mhch’é 一 2 (4 十 A,)ché 1 dé 
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,一 | a 一 2mhcos’n 一 2m(A1 一 As)cosy] dy 
S=— ht + [[e + 2mhch’é — 2m(A1 + As)ché J dé 
+ | a 一 2mhcos’y 一 2m(Ai — Az)cosy] dy 
一 二 pB 可 得 轨道 方程 . 
B= | 去 Ce 十 2mhch’€ 一 212(4 十 4)che]-172d6 


一 | 方 [一 a 一 2mhcos’y 一 2m(A, 一 A,)cosn] 172:d7 


11. 5.9 一 个 质量 为 m 的 质点 在 球 坐 标 表达 的 势 场 中 运动 ,7 一-) 十 zg(0), 其 中 
f(r)、g (90) 是 已 知 的 函数 , 求 轨道 的 一 般 解 . 


解 L=#m(F tr 0 +risin?0 p )— f(r) —-zg(0) 
9 2 
pr = j= mr ps=—— = mr’0 
一 2 一 mr’‘sin’:0 9 
gd9 


] 
H- |p+ dp+ 去 上 2 十 For) + eb) 


rsin 


ee 


row 1/aw 
| r 十 rz2\ DO | 十 -人 :一 2 ae a |+ f(r) 十 8(0) h 
7 十 2mr f(r) 一 2mhr” 十 (2) + 一; 十 2mg(0)=0 
W(r,0) 一 WO + W,(r) 
dW 
入 | | + + 2mg (0) —o 
则 六 ee| +2mr f(r)—2mhr’=— a 


| dW, 
dr 


dW az 
db -一 AI 4p 一 2mp (0) 本 sin20 
dW a 
= a/ 2m[h— f(r)|— -2 
2 
V 一 | ‘J ap — 2mg(0) 一 mand0 


| 十 2mf(r) 一 2mjp 一 一 过 


。 918 。 力学 (下 册 ) 


W ,= | V2m[n 一 f(r)|— dr 
S 二 一 ht 十 xp 十 | /ww 一 2mge (0) 一 -一 55d0 十 | NW 2m 一 fr) |] 一 dr 


由 2 一 ,人 一 忆 给 出 轨道 方程. 
11. 5. 10 一 个 质量 为 m% 的 粒子 在 一 个 恒 力 及 一 个 与 力 心 的 距离 平方 成 反比 的 力 场 


中 运动 ,其 势能 为 V= 全 一 Bz(A.B 均 为 常量 ,r 为 球 坐标 ), 求 其 运动 学 方程 . 


r 

提示 :可 采用 抛物 线 坐 标 $.7.0, 它 与 柱 坐标 p.p.z 的 关系 为 
E=riz, 7=r—z, 0~=o9, r=~=o0++z’ 

解 ” 将 rr、.o、p.z 表 成 .7.9 的 函数 ， 


1 ie 
0 二 =r z= é7, p=0 
i 2 > 4 
LL= > m(P 十 2092 十 之 ) 一 - 十 Bz 


yn) .2 , . 
= 二 m| 人 二 全 六 十 于 人力 有-E 


9 ; : 9 
用 一 2 2 + ) p, = 2 2 ,一 2 mtn 


_ Ap Ny 1 lp 


哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


a 


/| 2mé7\ 9 sk/ 
9 3 二 

因为 ar™0 50 一 

可 令 9 一 一 十 ao 十 开 (05，7) 

W 满足 的 偏 微分 方程 为 


mee 3) + 3) |+ a5 + EF BE 
W 


eo) + ) + mA — me — TF) = me + Dh 


2 
2 


De 97 467 
引 Te 二 去 中 一 了 mB 一 广 mhE 十 广 A 
1) + Bt dm dm + mA = 
可 将 W 分 离 为 W(é€,7)=Wi(é)+W2(7) 
今 | | 十 起 一 mB 一 让 mh$ 十 上 mA 二 十 ma 
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dl 1 1 1 
出 中 | EE Tn Qs FmBy 一 六 mi 十 了 mA 一 一 oma 
dW 1 1 一 4) 6 1/2 
dW,_ rl 1 mlat+ A) $1” 
dy Bm 4 27 所 


W1(€)= [[3mn 十 4 mBé 十 Ee 42 
1 


_ 1 pp, m+t+A) %]” 


S== 一 甩 十 0 十 | 二 mh 十 十 m mBbe+ oe ~ je 


2 
+ | 二 mh 1 mB7 2 2 d 
运动 学 方程 由 
35 aS | 3S 
php 3a = bo; 一 一族 


获得 ,h、ag、a、to、Bo、B 由 初始 条 件 确 定 ， 
11. 5. 11 一 个 质量 为 mx 的 粒子 在 下 列 势 场 中 运动 


2 I oy -二 
OO” |; 7 : ?71 2 1 
-- 1 fF | 下 一- 十 a ?9 
Vy 1 人 人 


其 中 zr 全 因为 生生 rs Pi.P, i 人 人 f(x)、 gf(z) 是 给 定 的 


0 一 J 一 Da 一 7 0 
z 一 067， p=0 
选 坐标 轴 > 和 o 时 使 Pi、P; 在 z 轴 上 上 且 分 别处 在 z==o 和 z= 一 o 两 点 . 


解 =Fm(p 十 p 十 二) 一 六 
p= goMV(E Cm— 1)(1—7), z=oé7, 2 一 0 


。 好 : ， 
(1 
VED 7) 四 


= o(€7 + £7), p=0 
一 和 VOT (2— 0) =0o0(§C—7) 


rr 二 0(€ 十 7) 
i 二 7 72 “71 
27 = 20 一“ 


2 


-了 nexte — 7) | 5 Tt i a 


2 1 1 一 将 
(和 十 六 7 
. V= Lf DC 十 8s pp |= 二 Er Lf(e) 十 £2£(7) | 


。920 。 力学 ( 王 册 ) 


] 


全 一 1 1 一 六 


一 A + g(7)] 


Pe EY E? 1 
aL ) ”一 2 
ps 97 1 一 72 


poe= 2 = mo’(é? 一 1)(1 一 好 2)0 
31 


一 1 大 十 (1 一 用) 站 十 | 二 十 


1 
加 0 一 zl 
十 Lie) 十 g(7) | 


] 


因为 2 人 一 0, 呈 一 0, 哈 密 顿 主 函 数 可 写成 
S =— ht a + WOE,D) 


lost — mr)| -二 -了 | 二 六 moz( 全 一 1)(1 — TF) 


站 


W 满足 的 偏 微分 方程 为 
| 一 1 1 2 二 GE 一 了 or) 
+ (g++)s)+ gt/ + gm]=h 


WEé, 一 Wi1(§) 十 W.,(7) 
《二 - D| | 十 一 一 一 Er ] 十 2mo’ 三 (6 ) 一 29moahe’ 


十 《1 一 克 | 2| 十 


多 
1 一 7 

人 2 df 2 27 22 

~ (€°—1) je + 十 2mo f (8)— 2ma hé°=a 

dW , 


则 (1—7 :)|S | T+2m 2g (7) +2mo’ hy 一 一 
dW _ eh a 一 2mof 6) a 
dé 2—1 8:—1 (€? 一 1)? 


加 & 一 2mo’?f(é) ab 1 
2mosh te 二 vl 


其 中 a 二 a' 十 2moih ,也 是 常数 ， 
dW _ 一 2mo°h7 2 十 2mo’g(7) Qs | 
dn ] 一 7 ] 一 7 (1 一 712 )? 
2 oa+2mrgD) 3 1” 
| 2mo h 1—7 C1 7 | 


2& 一 2mo°f(€) ab 
(£2 一 1): 


S$ 二 一 ht 十 ao6 十 [[2mosn + 一 总 一 


十 2moa’g(7) 十 2mo°hy 一 0 


| 由 
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2 4 十 2zzrzcgCID) CQ 1 
t+ |[2me h 1] 一 7 (] 一 7 d7 
11. 5. 12 用 拉 格 明日 - 沙 比方 法 重 解 11. 5. 4 题 . 
解 方法 一 ， 2+ pkg) 
9H aH 
at 9 gq» 
可 令 S=—ht+ags+W (gi) 
W 满足 的 ( 偏 ) 微 分 方程 为 : 
1 9 1 加 
,| dgi 下 2om 4 pg) 一 


一 0 


dW 
以 、 ~ 一 一 -一 一 一 
~ 9 一 7, 则 do 一刀， 
了 上 


2m 


2 ,1 2 
F— p+ (a — hr):—h 


P= 


pdp= k(a 一 有 Zr)dz 
p:=— (ae 一 AZ) 十 w 


aH 
由 他 二 0,HH=h， 


2 
2m? Tam? kr) 一 人 
可 网 a =2mh 
dW 
父 P= do, 
2 
所 以 [和 =2mh— (a—kqi)” 


W = | V 2mh -一 (a -一 Ral)“dai 
S 一 一 ti 十 ay 十 | 2mh 一 (a 一 Rai)“dal 


与 11. 5. 4 题 求 得 的 哈密 顿 主 函数 完全 相同 ,以 下 同 11. 5.4 题 。 
方法 二 : 仍 用 拉客 朗 日 - 沙 比方 法 ,不 考虑 9; 是 循环 坐标 ,考虑 到 宅 福 二 0, 有 二 有， 
1 aw)’ | 1 [aw 


2 
2m 9 qi 2m 了 — hq | =h 


2m 


。922 。 力学 (下 册 ) 


aoW 
令 qz 一 y, 则 FJ =p,j0- 一 9， 


2 2 
F = mt + 279 kx) 上 


由 最 后 一 个 等 号 可 见 ,dgq 二 0,g 二 a， 


pdp = kla — kxr)dr 
p* =— (a— kx) 二 a 


由 H=2 ptt (ps—kg 一 有 以 及 p= 二 pi1,9 二 p2 二 4 可见 ,a 二 2mh， 


所 以 2 一 2mh 一 (a 一 kr)’ 
p= V2mh oo— (a kx) 
dz dy 


4 /omh — (a— krx): 二 Ka rz) 
mm ad) 


Q& 一 kr 
一 | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 dx 十 
> | -二 和 皇 关 二 dr 


V2mh — (a— kr) 十 三 


y — pyr = BE2mh — Co — ka)"] 


即 Ces 十 (gz 一 = 2 
11. 5. 13 ”质量 为 m 的 粒子 在 势 场 Y(r) 一 和 (4>0) 且 为 常量 ) 中 运动 ,用 拉 格 朗 日- 
沙 比方 法 求 轨道 方程 。 


1 1 k 
解 H=- 汪 | p+ 二 ps -> 


r 


十 
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9 一 一 Ai 十 到 (CrDP) 
W 满足 的 偏 微分 方程 为 
[| 本- 1aw) | - 
zl ar) Tr a9 j++ 入 一 
用 拉 格 并 日 - 沙 比 方法 , 取 r==x,9==y， 
aW 9 
册 -一 一 -一 一 一 
则 ar 一己 ， 0 4 
1 1 k 
xx_o_ 9 2 
az mr 
aF z 
Y=3y=0 
_9F 1 
“一 5 一 p 
_aF _ 1 
Q = gq mz? 
和 dz_dy__dp_ dg 
P QQ XxX Y 
得 
dz -dy _ dp __dg 
] l gq ,|2k 0 
m? mz ms! x 
dg = 
所 以 ya 
Q 2k a’ 1 
六 2d2 = Mis zs dz = 和 十 24] 十 dz 
1 lie | 
2m? 一 2 nm 1 2 zi Th 
p = 二 M2mhr? — (oe? + mk) 
dz dy 
1 1 7 5 | 
V2mhr’ — (a + 2mk) ;0 
m Xx 你 
dy = 一 一 dx 
TVImhr’ — Co 十 omk) 
i ] 
令 I=,d7z 二 一 du， 
dy 一 一 a du 


ATCCOS 


。924 。 力学 (下 册 ) 
Pp 二 yy 二 | [oe + 2mk / 十 | 
Va 十 2mk omh “ 4 
选择 适当 的 极 轴 , 可 得 上 述 的 积分 常数 ， 


a 十 2mk fa 十 2mk x < 2mk 
NM om 2 = COS 一 9 一 my 


一 SIn 


加 2 十 2mk 2mk 
r= 三 A Drmh CSC 1 十 “79 


11. 5S. 14 一 个 电机 使 一 根 竖 直 轴 随 之 旋转 , 轴 的 下 端 挂 一 个 长 
度 为 /质量 为 m 的 单 摆 , 单 摆 被 限制 在 一 个 平面 内 运动 ,这 个 平面 由 
电动 机 带动 以 恒定 的 角速度 w 旋转 ,如 图 11. 11 所 示 ， 
(1) 用 拉 格 明日 - 沙 比 方法 得 到 质点 的 运动 微分 方程 ; 
(2) 求 出 在 转动 参考 系 中 的 平衡 位 置 及 绕 平衡 位 置 做 小 振动 的 
0 频率 ,说 明 平 衡 的 稳定 条 件 . 


呈 5 解 (1) 一 六 mm 人 六 十 12sin2gm2) 
Y 一 Megl(] 一 coSsO) 

| 

| 


了 一 六 (7° 0 + Low’sin’0) — mgl(l 一 cosO) 


图 11. 11 . 
pe = 9L 一 ml28 
3 1 


H = np 一 六 ml2wzsin28 十 mgi(l 一 cosl) 
哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


2 
95 ! 23 一 - 了 yzz12u2sin20 二 mgi(l 一 cos0) 一 0 


at 2ml*\90 2 
用 拉 格 天 日 - 沙 比 方法 , 令 92 一 zt 一 y， 则 
9D 9 
a0 PF 上 4 
下 一 dg 十 户 ”′ 一 二 ml2a2sinz 二 mgi(l 一 cosZ) 
2ml° 2 
X= 2 一 一 Milesinzcosz 十 melsinx 
aF 
Y = 9y 一 0 
_9Ff _1 
“一 dp | mli? 
Q= =1 
过 
dz_ dy dp_ dc; 
由 pO XY 了 得 
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925 * 
dz _dgy__dgd_ dp 
1 1 0 mliwisinzcosz 一 mglsinzx 
ml’ 
= ml:w’sinrcosz 一 mglsinz 
dz_ 1 
dy mA 
2 
= 一 = 一 一 (Nal2upsin zcosx 一 mgtisinz) = | wcosz 一 分 Sn 
将 2 分 别 换 回 0 上 式 为 


0— | wcosb 一 & |sing 二 0 
(2) 平衡 位 置 由 


wicosO 一 全 | sing 一 0 
确定 , 可 能 有 两 个 平衡 位 置 ,它们 是 0 一 由 ,一 0,0 一 020 一 arccos 
在 6 一 0,=0 附近 ,运动 微分 方程 可 近似 为 


0 一 w— £0-0 


当 wf 各 时 ,可 在 90 附近 做 小 振动 ,小 振动 的 角 频 率 为 0, 一 和 / 所 一 ,0 一 0 是 稳定 平 


衡 位 置 ; 当 ?之 专 时 ,运动 不 可 能 限 在 9=0 附近 ,不 能 围绕 6 一 0 做 小 振动 ,9 一 0 是 不 稳 
定 平衡 位 置 . 


在 6 一 bu 一 arccos| 局 | 附近 | 只 有 在 后 <1 时 才 存 在 这 个 平衡 位 置 | ,将 cos0.sing 在 
gu 附近 作 泰 勒 展开 ， 


| | 当局 ;<1 时 |. 


cos0= cosb0 一 sinOs0 0 — O20) 二， 


| 2 


sin0= sinb 十 cosO20 (0 — 020) 十 …… 


A/lC— 120w +， (0 一 O20) 


令 一 0 一 0 在 9 二 90w 附 近 的 运动 微分 方程 为 
在 _ 
| 区 + 克 |。 


Dr 2 ) 
6 E 一 人 /1 一 £0 | 一 


只 保留 一 级 小 量 9 


当 1 一 7 有 >0， 即 当 迪 >> 六 时 ， 存在 着 第 二 个 平衡 位 置 ,而 且 是 稳定 平衡 位 置 ,可 围绕 它 做 


。926 ，。 力学 (下 册 ) 


小 振动 ,小 振动 的 角 频 率 为 
4 和 2 二 wlC— 2 
11.5.15 一 个 质量 为 m 的 质点 在 随时 间 变 化 的 势 场 中 沿 直 线 运 动 ,V = 一 mAxzt,A 
为 常数 . 用 拉 格 朗 日 - 沙 比 方法 求 此 质点 运动 的 一 般 解 . 


解 L= Tmi —mAxt 
aL 
PT az ”7 
2 
H = P. + mArr’ 
27 
as | 1 {9s)’ ， 
本 37 可 十 MA4xzxt = 二 0 


用 拉 格 朗 日 - 沙 比方 法 . 令 < 一 zjt 一 儿 则 3 一 户 ,5 一 人， 


1 ,. 2 
F=gt 3m +mAzry 


也 即 z 一 一 154y 十 oz 十 


11.6 作用 变量 、 角 变量 及 其 应 用 


11.6.1 用 作用 变量 和 角 变 量 分 析 一 个 粒 在 下 列 有 心力 作用 下 的 运动 ,这 个 有 心力 
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的 势能 为 
V(r) = 一 全 一 点 


其 中 是 粒子 离 力 心 的 距离 兴 和 8 是 正 的 常量 . 设 一 地 于 58<E<0, 其 中 巨 是 粒子 的 
册 柜 能 ,是 粒子 对 力 心 的 角 动量 .在 粒子 运动 所 跨越 的 * 的 范围 内 有 8< 


让 Bp 
解 H=om Tomi rr 入 
9H 


in 


ot 


特性 函数 W 满足 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


1 ow) La 本 | 和 及 一 
2m\ dr 2mr*\ oa9 r 72 
可 作 变 量 分 离 ， 
W = W,(r,bE,h) 十 Wo(9,E,h) 
[Ww) 1 We) 一 和 一 万 一 
2m\ dr 2mr*\ dg 六 和 
a 
因为 Ip—0 po 一 hlh 为 常量 》 
dW 
— 
d 9 
Wo, = hy 
2 \1/2 
7 -Vm|E+ 和 二 与 一 2 
r rr rr 2mr 


Ww, =—+ Vn|[ E+E + 3) dr 
在 r-p; 子 相 空 间 中 的 轨 违 方程 为 
在 9g-po 子 相 空间 中 的 轨道 方程 为 


9 Ws 
Pr 9 0 = h 
在 子 相 空间 中 如 要 做 周期 运动 ,在 r-p,; 子 相 空 间 中 必须 在 rr; 范围 内 运动 ,ni、 
?2 是 z 


— hs 
rr mr 


或 2mr:E2kmr+2mpB—h’=0 
的 两 个 根 . 六 天 7 , 且 均 为 正 实 数 ， 要 求 


一 2km + V4dkm’ 一 4。27 玖 (20 一 h’) 
dmk 


km+t Vkim’: — 2mE(2mp — h’) 
加 2mk, 
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(1) 一 2 所 之 0, 要 求 E<0; 
(2) ba mbmB A2)> 盖 0, 由 此 要 求 有 im 宝 2E(2mB 一 h)， 2 P02mA > 
0 ,risrz 均 为 实 根 ,但 有 一 个 为 负 值 ,如 下 <<0,2mp 一 h <0, El<3 mp ; 则 jr; 均 为 


正 实 根 , 题 设 条 件 正 是 这 种 情况 . 
在 gpy 子 相 空 间 中 轨道 也 是 闭合 的 ,pp 运动 在 0 一 2r(zp* 不 变 ) 间 . 
系统 是 一 个 可 分 离 的 周期 系统 ,可 定义 一 组 作用 变量 和 和 角 变量 ， 


IB $e, 


= Vm hE +E + Ee) dr 
= 2 Vam|. E+ + Ee) dr 


这 里 用 了 p,(r,E,h) 对 r 轴 是 对 称 的 . 作 变 换 , 令 
] 1 
rr 二 一， dr 一 一 dz 


am 


J,(E, 1) =— 2Van]” | E+ hut hE |] du 


用 积分 公式 
/和 /| 么 了 己 dz 
| 2d7 一 十 7 | Fa 
其 中 久 二 a 十 bX 十 cx 
dz 1 . | 笠 元 2 
一 arcsin ( 当 &a 二 0,g 二 0 时 ) 
| 天 MO—a TV—g ’ 
其 中 q=4ac—b” 
z ] | 
一 arcsin| 一 一 一 ( 当 c< 0 过 0 时 ) 
| 读 AV 一 上 C 人 一 1 ” 
四 
今 a=E<0, b=—k, < 二 22 一 外 一 0 


277? 


bz 12 __ 2 
g — 4E 2 bt _ £2 — 2E 2mp -人 mk -| 


可 用 上 述 三 个 积分 公式 ,经 计算 可 得 


i/2 
J E,h)= rah 一 2028)12 一 rk| 一 2 


27 
Jo(E,h)= 中 dg 一 pndp = | hdop = 2rh 
99 0 
om pk’ 


=— [C72 8r2mpB) — J 


第 十 一 章 ”力学 的 哈密 顿 表 述 。929 。 
J 
~ 
hh 一 2 
， 2 
H’*(J,,J») = = [ua 一 8rimpB) — J 
由 哈密 顿 正 则 方程 
: aH’ 
“一 一 dw ， 
。 aH 
j= 一 i 一 0 
v0 4mmr’k’ (~ 2mE)’ 
”ji [Ji— 8mmB) J 2mixk 
, 2 2 1/2 | mr V2 ommk 
这 里 用 了 (Js 8 区 mp ) =| > (mE 
,2 2H’ 
1 多 aj, 
TT [OS 8 mB)®? J 2(.72 8r2jj2B717 
-本 
中 ,V9 Wai(gi,)) 
人 oJ 
9 W, 9 W, 
WT 9 十 dyJ, 
_ IW,.9E ,9W.9h , 9Ws IE , 9Ws 9h 
2E 3J, ah 9J, aE aJ, ah 39J, 
aW, 
一 jE (7) (1) 
oa Wr,E,h) 2 | 2 -一 h: -1/2 
其 中 Fl) 一 ~ = NellE+ + dr 
aW, ,aW, 
w= FJ], 1 a7, 
_ 9W.9E ,IW,ah , We aE | dWe oh 
3E 393, ah a3, IE 3J,。 9h aJ, 
= wFCr) 一 GO) 十 六 (2) 
_ 9W,.9h 1 Al 到 | | 4 
其 中 C07) = dh a9J, 2r 2 | Et r + 2mr’ mr dr 
从 (1) 式 原则 上 可 以 得 到 
rr = (vw,) (3) 
~ 是 w, 的 周期 图 数 , 周 期 为 1， 
ww, 二 vt 十 A (4) 
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wo 一 yz 十 入 (5) 
-是 上 的 周期 函数 ,周期 为 二 . 
将 式 (3) 代 入 式 (2), 解 出 ,可 得 
9 = Pw, ,Wp) (6) 


Pp 是 (w,,wp) 的 双重 周期 函数 ,周期 单元 为 (1,0)、(0,1) ,时间 上 改变 ,w, 改变 1, 时 间 上 


改变 二 ,we 改变 1. 一 般 讲 ,p 不 是 时 间 的 周期 函数 ,只 有 存在 一 对 整数 K, Kor 有 = 
时 ,gp 才 是 时 间 的 周期 函数 . 

如 能 获得 r= 二 r(w,) 和 op 一 glrw; ,wp) ,就 能 由 式 (4)、(5) 得 到 xz() 和 gp(z). 

如 势能 函数 中 的 8 二 0, 质 点 在 平方 反比 律 有 心力 场 中 运动 ， 


一 (— 2mE) 
i pm “nk 

ri 和 glt) 都 是 时 间 的 周期 函数 ,周期 为 二 . 在 这 种 情况 下 ,在 空间 的 轨道 是 闭合 的 ,是 一 
个 顶 圆 . 

如 B8 是 非 零 小 量 , 轨 道 虽 不 闭合 ,但 近似 一 个 椭圆 , 近 心 点 围绕 力 心 缓慢 进 动 , 不 需 
求 出 rl) 和 g(t) ,就 能 知道 进 动 的 速率 . 比较 式 (2) 和 和 式 (5)， 

wl 一 G0) + 在 十 因 
2 一 2rvg 一 2nvph (7) + 2aG(7) 十 27hyp 


因 rw) 是 + 的 周期 函数 ,周期 为 亡 , 在 此 期 间 ,p 的 改变 量 


AD 一 2xve 二 一 ?zx| | 


jy 


这 里 用 了 > 
故 F| > 
G| -| e+ i |= G[r()] 


如 yo 二 vw,,A9 二 2x, 没 有 进 动 ;如 % 关 ,Ag 关 2X, 进 动 角 为 
2X Yo/Y,) 一 2 


t=yG)， 
Vr 


t 十 i |= 下 [7(t) | 


2 ( ， 2 
2 一 人 = 30 — +) 


如 对 8 这 个 小 量 作 一 级 近似 ， 


J er mp 
ps 
EE 《jz 一 grimpB) 2 | 1 下 J 


vJ 用 p=0 时 的 值 作 近 似 ， 


Vy 
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o = 2Xh SR 27771 。 ee 
其 中 工 是 椭圆 运动 的 周期 ,a、b 分 别 是 椭 加 轨道 的 长 半 轴 和 短 半 轴 ， 
1 _ drm 
as 上 
J Ra Aimbk/a 
~ [1 + Ba), 
~ 和 Tgp) 


进 动 速率 近似 为 8zzav ,其 中 = 心 是 8 一 0 时 椭圆 轨道 的 长 半 轴 和 短 半 轴 . 


11.6.2 一 质量 为 m 的 质点 在 势能 V(x)= 二 Fzx|(F 是 一 正 值 常量 ) 作 用 下 做 一 维 运 
动 , 利 用 作用 变量 、 角 变量 把 运动 的 周期 表达 成 能 量 的 函数 . 


二 ， 
1 2 £ 
om? 二 Fz 0< zs 
四 “一 ] 
2 二 
pmP Fr FTE0 


关于 质点 的 运动 范围 为 | 一 各, 各 |(E 为 总 能 量 ) 作 如 下 说 明 : 因 为 质点 的 机 械 能 守恒 ， 
op + Flz|=E 

在 z 的 最 大 值 ,p= 二 0,zmw 一 久 . 同 样 ,在 z 的 最 小 值 ,p 二 0,( 一 zm) 一 ,znn 一 一 疡 ， 

J= 中 padz — 2 V2m(E — V)dx 


E 
一 ?| rr AV 2 ( 环 十 Fx)dx 十 | ~V 271( 一 Fzjdz | 
一 扩 9 


~ 8Y Em pa 
3F 
| 3FJ ” 
~ \8 V2m 
3FJ 2/3 
“i 
WW) 8 ~ 人 / 2m 
,= -| 3 | 和 7 
aJ 8 ~ 人 / 2m 3 
-| 3F .2 Bn pe] F 
8 ~/ 2m 3 3F 4 ~vV2mk 
To 1 4v2mk 
y F 


11. 6.3 一 质量 为 六 的 质点 在 势能 = 一- (为 正 值 常量 ) 作 用 下 做 一 维 运动 ， 


Eq 
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能 量 为 负 值 时 ,运动 是 有 界 的 和 振荡 的 . 用 作用 变量 、 角 变量 把 运动 的 周期 表达 成 能 量 的 
函数 . 


1 kk 
解 H=omp 并 | 
1 ,, k& k 
om? a 0<z 三 无 
有 H= | 
_ 二 2 一 ” -一 _ 
mm? ti ET 
注意 EE 二 0， 


对 于 第 一 个 积分 , 令 并 一 一 dz 一 一 dz 9 


femle— Jaz——] amle +t Sar = | Ean + &)a 
Pb 1 Yt 


作 变 换 , 令 X=u’ dz 一 2zxdzx， 


A/ 史 
J = 4| " 2m| E+ 区 。2zdz 


=8 Vm 有 一 一再)2dz 
用 积分 公式 ， | 
| Ve zidz 一 二 | > Ma: 一 x? 十 ozarcsin| 三 | | 


厂 二 红 信 2 
/EE 
8 mpk’ 
E 一 一 7 
2 22 
H*(J)=E=— Bk 
五 《一 Ey 
y 一 一 一 一 一 lj6r mkJ 
aJ Ark ~/ om 


T= = 一 xh /om E)- 


11. 6.4 利用 作用 变量 、 角 变量 求 力 常数 各 不 相同 的 三 维 谐振 子 的 频率 ,并 求 出 笛 卡 
儿 坐 标 以 及 与 之 共 塌 的 动量 表 成 作用 变量 、 角 变量 的 函数 . 
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] ] ] ] 
解 H=37 (pz 十 加 十 加 7) 十 方 AT t+ okay th 


2 alL2 La 
2mP* 下 2 1 TT mp” 2 2 T gmp: + 2 Rs = 上 


设 5 十 方 名 22 一 (az 为 常量 ) 


zp 十 har 一 03 (Qs 为 常量 ) 


则 pi 二 rE 一 
py 
和 2mQ» Za 
k, 


在 y-p, 子 相 空间 ,p, 二 p(y) 是 一 个 精 圆 方程 , 桶 圆 的 长 、 短 半 轴 分 别 为 V 2ma, 和 
| az 
k, 
= nm 
同 理 ， /2re A/ 
J = 2x(E ~— a, 一 2) 、 炙 


H’*(Ji,J,,d3)= EE = Ne 十 ay 十 0s 


Ix 
1 k) k, k, 
DA J 一 十. 一 十 vs pa 
， 9 1 ki 
9J 2xNm 
E ,lt ,l/s 
′ ornNm’ 3 oxNm 


要 求 新 癌 正 刘 变 量 间 的 变换 关系 , 需 找 出 母 函 数 ， 


3 3 
W(g,J) = > Wi(gisa (J)) = > ,Wi(gi,)) 
:一 】 :二 1 
W; 满足 的 向 令 方 程 为 


dVP 1 
7 [| 十 六 RizZ 十 as 十 as 一 五 
QT 1 
2 dy ) + Bh 
1 /idW,i* 1 
zl de) + Zh = 
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UV 一 2m| J: /ks — Bhs |dz 
IA mm 
HGqg yy) 9 Wl(gi,d) 
由 “i 29J. = aJ 
aW: , aW: , 9W; aW, 
Wi= 7 | 37 1 9], ~ 37, 
1 /名 
=- V2m| eT Ym dz = zarcsin TMV kimz 
1 
2 J /包工 2 
2 Vm 2 KT 
人 一 sin (27nrw]) 
区 
J mk 
同样 可 得 一 一 二 -一 sin(2xeoy) 
Vmk 
JJ 
1 ， 
z 一 一 一 一 -一 SIinC27rzos ) 
A 
J. mk; 
aW J, |/ 
p: = 本 一 277? 1 1 一 二 名 一 一 JR COS(277YU1 ) 
7 | 
同样 可 得 pb,= 一 MIR2COS(C2TTYU2 ) 


p: = da mkscos (2xrws) 
T 


如 将 w=wt 十 9 ,wp 二 v2t 十 和 GW 二 Yat 十 9 代入 ,可 得 x、y、z、pr、py、p: 与 上 的 郴 数 关系 ， 
其 中 gy、p、P、E、az、as 六 个 积分 常数 由 初始 条 件 确定 . 

11. 6.5 一 个 力 常数 为 的 线性 谐振 子 , 它 的 质量 突然 增加 一 个 小 量 e, 用 正则 微 拢 
论 求 振子 的 频率 增 量 v 一 *, 算 到 的 二 次 方 为 止 . 证 明 在 e 的 同 级 近似 下 所 得 结果 与 增 量 
的 严格 预期 值 是 一 致 的 . 

解 H EE 


mm 
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] 
下 [1 一 上 + 与 | pr+ lkg’ =Ho+eHii+eH:; (1) 


1 2 -一 _ 2 _ = _ AZz 一 AL 
Ho = ont 十 kg’ Hi = rip H, — 3p 


方法 一 :用 作用 量 、 角 变量 求 精确 解 . 


1 ，， 1 ，， 
mn FP + 29 一 
2 


-PP 上 
2(72 十 e)E 


2 
-dd | 
2FE /k 


J 一 bpdg = x V2lm + eE 后 一 2 r 忆 | 一 一 一 


展开 到 s 的 二 次 方 项 


零 级 近似 一 


o。 1 | 二 3 
2 


x Vm m 877 


2 ， 日 .21/2 一 5/2 
ne m9 十 了 Te m 


方法 二 :用 正则 微 扰 论 解 . 


先 求 = 二 0 的 情况 ， 
H(lgq,p,0) = Holg,p) 
特征 函数 W? 满足 的 方程 为 
1dw 了 工 ， 
二 | Ee 十 34 =E 


W? 一 | 2m | E — lo | ds 


用 方法 一 得 到 的 已 和 了 的 函数 关系 , 令 e 二 0, 即 得 这 里 玉 和 的 消 数 关系 ， 
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[一 壮举 一 V2E 了 工 
AN 1m 9 一 prarcsin 


Tan, fe fa 
VY x km k 2r Nm | k 


a rr 


/> -0.0 


所 以 9 一 ^/ 2 sin (2xrw" ) 


2° 


P= me m E27 eros(2m") 


0 


| yy 
= 2 A cos (2xrw") 


将 上 述 gq、p 代入 式 (1), 节 得 里 * (Cw? ,J?,e)， 


2 0,0 
再 (vw ,J ,ee):- .| ] 一 一 十 | 4nrm’ (1)? 2 COS2(27rro0 ) 
0,.0 
十 pe 2 sin (2xvw') 
= J + | 上 十 Er COS2(27rrw0) 
m mm” 
可 见 
Hi 7) = WwW 
J J 
H+* 0 J? 一 ~ 一 一 2 0 一 人 一 一 _ 0 
站 《Ye ) COS (2 ) D7 [1 一 cos(4rrezo0) | (2) 
x 0 70 Tv 0 
| H? (w’,J'") = omiLl 一 cOS (4rzeo0) | 
由 (2) 式 ,可 直接 写 出 


Ho (J) 一 上 (3 ) 
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关 0 Jy 0 
Hr (w ,J) 一 一 omLl 一 cos (47xvw'" ) | 


HY? (w",J) = J 一 cos (dmx) | 
97 


| 1 0 
H* (J) = Hr (Ww,J) = | _ 2 [1 一 cos (4rw’) Jdw' 一 一 2 (4) 
一 一 -一 一 一 一 一 1 J 
> = Hr(w',)) = | H? (wT) dw = <- 
0 2m 
| 加 0 oo 
3 = 3 了 一 | Dy [1 一 cos(4rrzo0) ldrw" 一 D7 


| TaErCcoc7) ， ， 
3 JJ 二 |=[ 37 Co 


一 人 — 上 | [1 一 cos(C4mo9]| 一 | [1 CO— cos(4rrw") ldvw" 
0 mm 2 


3 07): 
= 
dm 
2 一 (0 
关 FT ! 9 已 并 2 可 | 
Hi (= Hr + jl J 1] 7 i | 
+ i [HY — (HF?)’] 
02 FJ 1 
= | | | 一 iw 3 | 
2m° 1 oml\ 2m “|/ gm 
由 (1)、(3)、(4)、(5) 式 ， 
H* (J)= Ho (J) + eHir (I) 十 ECV) 
__ ,07T -上 0 » 37 J 
一 wwJ om te om 
由 哈密 顿 正则 方程 ， 
9 H* (J ,é) no Ep 3 
| aJ 加 2m 8m2 
y — 一 一 二) 十 3e 6 工 生 | 一 二 3e 
92m 8m: 2rY71 2 3mm? 


在 同 级 近似 下 ,两 种 方法 所 得 结果 完全 相同 . 
11.6.6 用 正则 微 扰 论 求 有 限 振 幅 振 动 的 单 摆 运 动 , 设 总 能 量 Emgl, 求 振子 较 之 


小 振幅 振动 的 频率 增 量 ,只 考虑 一 级 近似 : 
提示 : H= ! p+ hmgl0’— smgil 


2ml” 
前 两 项 为 五 ,最 后 一 项 为 Hi. 


”338， 力学 (下 册 ) 


解 T =m 六 


V= mgl(l 一 cos0) = mgl| 1 一 1 一 py 十 Lo | 


一 一 广 m2El02 一 元 ma&lb; 
A 
= pp + Fmgll — 347m8l0 (1) 
(以 后 令 4=1) 
1l ] 
一 3 十 了 ELO 
了 4 
] 2», 1 2 
2mliP 1 28 一 
5 pg? 
2mlsE t (2E /megl) 一 


本 pdbg = mV. 22 -2rEA/ 
megl 8 


0 _. o__9He 1 Bs 
“Tw oxrN1 
二 | | 1 2 

二 | dg) 一 SELL 一 下 


oa" _aW’aE 1 Jg ee 
2x 


EC— Smgll 
一 prarcsin mgty| 一 了 aresin Xml ~v 2 
pi oF INA .70 


得 最 后 一 个 等 式 时 用 了 E 一 /所 


J . 
0 一 “一 一 一 sin(C27rro0 
xml gl ) 
, ,1 70 
0= /7 OV | /8 0 
0 Vai"™ COS (2 ) my 7 COS (2 ) 
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， 0 个 
或 : 0 一 2 cos(2rrze”) 
p=me G6=~ 2mliJ ycos (nvw’) 
将 9.p 代入 式 (1), 得 
02 07 


H* Cw TN = J 一 人 
6mpgl 


sin‘ (9x ) 


在 上 述 计算 中 用 了 =/ 了， 


Hi (C7) = J 


02 02 


H?r (w ,J") 一 一 J sin’ (2xrw" ) 
6mgt 
_ [1 一 cos(4zzw ) | 
6megt 2 
Joy 0 3 1 0 
一 一 2 7 2cos (4rzw0) 十 Cos (Brw ) | 
了 7 0 70ONT 1 
H* (J)= Hr (ws) = Hr (wT ) | =— oma 
H* ,N= 百代 让 CD 二 一 一 Ja 
l16met / 
HDD JU 
oJ 1 8mel 
,二 .710 
8mgl 


_1 /有 
其 中 ” 一 7 1 
rH) — Hr (ww,J), , 
Si(vw ,DD=| y° (J ) dzrw 


_ J J yn 3 0 1 , | | 
= |(— i + a lL? ~ 2e0s Chr’) + Beos (Bm) |}dw 


J 
24meal 


到 7sin (4 ) 十 了 Tosin (rw ) | 


Sol(vw" ;J/) 一 vw 
S(w ,J ,4)= Solw ,J) + AS1(w" ,J ) 


2 0 
-wi 一 二 sin(4rruo) 十 二 -sin(8zrro?) | 


24mgl 2 16 
由 正则 变换 条 件 
9 (gq, PD 95(g,P,t) 
Pi 9 Q: = Pp, 
Oi f 
, 958 yy J oo 1 1 
/= 9w | 一 J 12mgl cos (drew ) 4 COS( Bmw ) | 
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_95 0 J i 0 1 . ) | 
w= 可 7 一 了 十 sin(4nrw ) 十 Tonsin(8mw ) 


l12mgt 27r 

一 tw" 一 — J [gsin Cdnw') 一 sin(C8zrroo) | 

192xmegl 

由 五 ”(J ,和 用 哈密 顿 正则 方程 ， 
J 二 一 aH ~0, J=0, 

9 A=1 
sj yaH| pI 
”939J A=1 8mgl 
ww = Ut 十 C, 


0,p 与 w',J" 的 变换 关系 前 已 求 得 ， 


| 大 . 
0 一 | 一 sin(2rre ) 
ml vegl 
/2JY . 0 
或 0 一 7 SIln(C2rro ) 


万 一 人 / 2mli J cos (2rvw') 


全 由 
或 p=2xmlv A 2 cos (2Xxro" ) 


11. 6.7 如 图 11.12 所 示 , 一 质量 为 m 的 质点 被 约束 在 一 直线 上 运动 ,并 被 系 于 劲 
度 系数 均 为 &、 原 长 为 5 的 两 弹 得 的 端点 , 另 一 端 固定 . 质点 运动 轨道 离 弹 簧 的 固定 端点 
的 最 短 距 离 为 wa 之 上 由 正则 微 扰 论 ,考虑 一 级 微 扰 , 求 有 限 振幅 的 振荡 频率 的 最 低级 修 
I 上. 


大 
天 
a CO 
C) 
者 
| 
» 
性 惫 S 
\ k 
图 11. 12 
解 
。2 
T=m 


V=2x h(a TA 6 2x h(a py 


一 AZ 十 2&apl ll 一 1+ 
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< 4 
一 pz 十 2kabl1 一 [1+ 汪 一 芯 
2a 


-对 1 一 之 |x 
wt 


2 
2m Q 42 
以 后 令 1 一 1， 


_ hb, 
' 4a 
2 
Pp. x’ 加 
mE EE 一 
k|1— | 
a 


= -一 遇 了 J -2ma 
jd J kla — b) 
a 


9 PS 
H* =E= /< Oo 
元 2ma 


特征 函数 W' 满足 的 方程 为 


得 最 后 一 步 用 了 


(2) 


* 941 * 


(1) 
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| yo,n 
所 以 二 psin (2rew) 


p = mz= M2mI eos (rw') 


z 其 昌 _ 0 0 kb _Jva_ < ， 二 0 
五 (rz 太一 六 ”十 ed | SInD (27 ) 
He (7°) = J 
# 0 70 -| ” 4 0 
HY (w ,J ) 一 jaca bk sin* (27nre ) 
__ ko | 113 0 了 0 
— es 2 | 2cos (47 ) 十 cos (Srro?) | 
He (J) = J 
w /0 -一 || [3 一 0 1 0 
Hi (vw ,dd ) 一 ]6aCa by? k bE 2cos (47rw ) 十 2 COS (B87w ) | 
一 一 一 1 3k6 2 2 
站 关 0 并 0 0 | 
H: (J) = Hi (J) = | (wD dw 一 sre pl 
拉 _ 关 六 — 0 i 
H 1) = He) + Hi) = 3 oy k 
jED_ pM I 
| oJ l6a(a 一 有 k’ 
pb 36J 
~ 1l6ala— bk 32Xxima’(a 一 六) 
: 9 五 
了 一 一 EE 一 0 
=0 (常量 ) 
. 393 五” 
< 一 一 97y 


w 二 vt 十 C,,C, 为 常量 
为 求 J rw 与 J\w 间 的 变换 关系 ,需求 出 母亲 数 SC ,J ),， 
qufr ,d) = wy 


(3) 


(4) 


H* (J)— Hr* (w',J) 
0 A hd dd 0 
代入 式 (2)、(3)、(4) ,经 计算 可 得 
ob ro os 0 
Si(w ,J ) 一 Dorkhata — pyzL8sin (hmew ) 一 sin(8xrvw" ) | 
SC(w ,J = S06w ,J ) 十 SC ,JT) = wy 6 TgsinCd4rroo) 一 Sin(8rro?) | 
， 900、 ! ’ 256xkala 一 总) 
0 __ 9 _ 2 0 0 
J? 一 3 一 J 十 3okaca — piL 4cos (hmew ) — cos (8xmvw") | 
吧 一 可 7 一 比 十 orkaca piL 8sin (4mw ) — sin(8Xxr' ) | 
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ZX.P 与 w"、J "的 变换 关系 前 面 已 经 得 到 ,不 再 重 述 . 
11. 6. 8 一 个 非 线 性 谐振 子 的 势能 为 
1 


yz) = 六 一 二 ah 
其 中 4 是 个 小 量 , 求 受 扰 的 作用 、 角 变量 与 未 受 扰 的 线性 谐振 子 的 作用 、 角 变量 间 的 变换 
关系 . 


解 互 一 7 “十 kz 一 mh (1) 


J" = 中 pda = x VamE - 全 2xrE NY 


0 
Hi (Jo) 一 已 一 之 - 和 


2 区 mm 


He (71°) = wT 


OV2z 
zm dr) + hr =E 


WwW? = | Vam EC— hzidz 


0 ro 
T= 二 A| sin(2rw') = A| 2 sin(2nrw") 


0 70 
Pim mA * 27 COS (2 ) = NV 2my cos(2rro ) 


H (Tw! J° A) 一 一 J | Ek 
, 3 


sin3(27rro0) 


五 。(J) = Iv 
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Hi(w',J") 一 一 lm 2 | Tin? C2) 
Hr? (7)= H? (Cw ,J) = HY (wi ,T°) | 
一 一 lma| 2 | sin? GQrw dw 一 0 
Hs (J) = vJ 


H*(J,A) = He (J) + Hr (J) = wyJ 

oH"* (J ,A) i 

3 

HY (J ) 一 HI? (w ,J ) 
vy (J ) 


WS= y 
Si(w',7)= | don 
3/2 
一 mop 2 | |sin’ C2rewr du 
3/2 
2 | 3cos (2rrreo 六 ) 一 cos’ (27rro0) | 


oz 六 1) = wr J 
9(z ,J )= Solrw" ,J ) 十 Si (vw! ,J ) 


— rw 一 -om | 2 | Fcos C2mew') 一 cos3(2rru ) | 
Ww 二 5 一 Vw" 一 -Sm 3| 2 | 。 全 [3cos(2xro9) 一 COS3(C2rrzwo) |] 
to 一 和 | 和 [cos (2ew) 一 cOS (2 ) | 
Jo 一 5 一 了 十 二 map 于 | sins(2zruo9) 


11.6.9 如 图 11. 13 所 示 , 一 个 质量 为 m、 强 长 为 / 的 平面 摆 被 约束 在 一 斜面 上 做 小 
振动 , 当 平 面 的 倾角 a 缓慢 变化 时 , 它 的 振幅 和 能 量 将 如 何 变 化 ? 如 a==a 时 ,振幅 为 4i， 
缓慢 变 到 a 一 az 时 , 振动 的 振幅 4, 多 大 ? 在 此 过 程 中 ,对 系统 做 了 多 少 功 ? 


图 11. 13 


解 T=Fm/ 0 


V = mgl(] — cosb)sina ~ pi glb2sina 
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2 1 2 ，_ 
H = mTit 十 2 IIELL sina 一 下 
_p OO 
mE 1 2E 一 
mglsina 


J = 中 zaeg = x MV 2m * A| 2L = 2xE al| l 
mgtlsina gsina 


二 gsina 


2 l 
H* Fo gsina 
7 2x l 
,二 oH* 1 /gsina 
DJ 2x l 
] 9 1 2 
mli\ d0 十 2 1SELL sina = 
= 27 E— mglgsine 


2 


W = ~v am | A/E— mgll’sinad0 
[mgtlsinay 
2E 
0=Al 2 Sin(C27rzo ) 
mpglsina 
| 2&k | 2 J /gslna 
4 一 -一 一 人 | 一 一 一 一 一 
mpglsina mplsina 2 L 


学 
per iu re pp me 人 
Ce PP = 


因为 J 是 不 变量 ， 
A ce (sina) -1 42: _ [Sa 四 
A sina, 
、 {sina)!’ 
所 以 4 一 | ! 
前 已 求 得 E=S A/ 


在 倾角 < 从 w 缓慢 变 到 a; 的 过 程 中 , 需 对 系统 做 的 功 为 
[gsinas | gsina 
l l 
一 El pe Ew sina, — NV slnai ) 


J 
W= EE: 一 F 一 让 


“946。 力学 (下 册 ) 
2 (V sina, 一 人 Sinal ) 
MM sina) 


2E 
A?= — 


] 
mglsina, ， E| = —~—melAisina 


2 


一 mg1A4 NV Sinal (VY sinay 一 人 Sinal ) 


11.6. 10 考虑 11. 6. 2 题 所 述 系统 ,假定 参量 尺 从 初始 值 缓慢 变化 ,质点 的 能 量 、 振 
动 周 期 和 振动 振幅 将 如 何 变化 ? 

解 ” 11. 6.2 题 所 述 系统 是 一 质量 为 m 的 质点 ,在 势能 V(x)= 二 Fizx|(F 是 正 值 芝 量 ) 
的 力作 用 下 做 一 维 运动 . 


方法 一 :用 11. 6. 2 题 已 得 的 一 些 式 子 ， 


] | 3F | 3 
T= 一 二 | 一 -一 . 

i yy :8YV2m 
J 是 绝热 不 变量 ,从 ECF) 的 函数 关系 可 见 , EocF? 


从 TT(F) 的 函数 关系 可 见 ， 


T oc F-23 
特征 函数 W 满足 的 方 儿 为 


| 
mdz) 十 FIz| 一 下 


| 


V2m i(V VETFr) zx>0 
Vm LVEFr— ME) rr<o 
F 


注意 :积分 常数 可 以 任 取 , 这 里 取 w(0)=0， 


. 9 已 
WwW= y 


十 
OO 和 


wo 


从 z 宇 0 的 w(x)=ut+C 解 出 xz, 得 
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+. 
F 
~ _E __E 
max F ? 十 min F 
s 1 _ .JL 
因 为 Foc Fs 
所 以 


AocF?/3-1 让 AccF-13 
方法 二 :用 天 量力 学 的 方法 讨论 Acc 的 问题 ， 


Fx 工 宇 0 
V(r)= Flzx| = | 
一 Fr 工 志 0 
dy 人 Xr>0 
人 >0 
m 区 一 
F TX 二 0 
设 质点 运动 的 初始 条 件 为 


t= 二 0 时 ,x 二 x。 > 0,， 让 二 vo 这 0 


2 
_ myo F | m 


mw: 
2F 
为 求 zxmin, 先 求 出 z= 二 0 时 的 这 ,X= 二 0 时 的 所 满足 


之 max 一 Xo 十 


F 
二 站 十 Yiot1 -一 mt 一 有 


vo + /vi + A 
m 


mm 
和 


因为 玉 六 0, 另 一 个 三 反 0 的 根 已 会 去 . 
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d 并 
令 引 一 上/ 一 志 , 则 仍 有 m 本 一 —F (xzC<0) 
初始 条 件 : /一 0,z 一 0,95 一 一 vi 
i 7 
d 2F F 
下 一 一 有 二 二 
z=— /ve + er + 
mm 2 
| 2 | 7 | ,2 po) og uoy Fs 
2 
< 一 | 2 Ee F ) 7 2Fzo] | 
2F vt mt 一 了 | 二 十 7 
| Ls) | myo 
Lmin™— oF 之 10 mm -一 Xo 十 DF 
E=T+V= (T+V)l = Fm + Fx 
所 以 ruux 一 天 ， zu 一 一 关 
A= 5 (Tm min ) 一 入 


仔细 比较 两 种 方法 ,可 以 看 出 结果 是 相同 的 . 

说 明 ; 此 系统 并 不 做 简 谐 振动 ,但 是 周期 运动 ,最 大 值 与 平衡 位 置 间 的 距离 仍 等 于 最 
小 值 与 平衡 位 置 间 的 距离 ,从 画 势能 V-z 图 可 以 看 出 这 一 点 , 且 x 二 0 为 平衡 位 置 ,所 以 
4 一 yx。 

11.6.11 考虑 11.6.3 题 所 述 系 统 , 假 定 参 量 & 从 初始 值 开 始 缓慢 变化 ,质点 的 能 
量 .振动 周期 和 振动 振幅 将 如 何 变化 ? 

解 11. 6. 3 题 所 述 系统 是 一 个 质量 为 m 的 质点 ,在 势能 了 =- -0 为 正 值 常量 ) 


的 力作 用 下 做 一 维 运动 ,能量 为 负 值 . 
解 11.6. 3 题 已 得 


了 一 oN 人/ 2mk 
MO—k 
Srmpbk’ 
— 下 二 7 
， 8rimpk’ 
H 一 Ek 王 一 一 72 
of 2 127—3 
"一 了 二 l16x‘mpk’J 
| 
1 
周 其 { =r 16rxmek? 


因为 J 是 绝热 不 变量 ,由 EC 及 T(4) 的 函数 关系 可 知 ， 
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— Ecck:, Tock™: 
|) 一 一 
二 | dz Ei 


Vm/E + 
dx Iz | 


= | Vam 已 十 记 dz 
9 了 WoarE ，。 3m | 一 王 -一 adz 
k 


2A/E 十 
令 六 一 好 ,dz 一 2xdzx , 则 
Oo 二 Vv 2m | 一 一 一 一 9 murlu 
ki bu: 
EW Re | 
EV-E- ME — (MV Eu)’ 


用 积分 公式 
| = dz= 志 [> /在 二 丈 十 atarcsin| 于 | 
es VEzVrTEz— karcsin, /=Ez | 


Tl = 一 一 


则 
经 计算 可 得 
w= Vi 


又 有 
和 2 /十 E ~ 
2AAMR 十 五 
~ 2mz 


过 一 Znax 时 ;让 二 0, 外 十 EXxmax 二 0， 


再 考虑 x 过 0 部 分 的 运动 . 


。950 。 力学 (下 册 ) 
ro 一 | -上 dr 


令 z= 二 ww ,和 上 面 的 计算 相仿 ,可 得 


vy ~vV 2 | 
2(— Ey 区 Ex A 之 一 Ex 一 karcsin Ez | 


Tt 一 一 


. VV2om | 
-一 和 人 人 / -一 一 
2 站 
2 2Yk— zr 
VomV— 
Z 一 an 时 ,之 一 0, 由 此 得 到 
_k 
Tmin 一 至 
振幅 A= 广 (zo 一 zmin) 一 一 
因为 —Ecck’ 
所 以 4cc&R ! 


说 明 :(1)》 上 题 所 作 的 说 明 也 适用 于 本 题 ,因此 ,zan 可 以 不 作 计 算 ,4 一 zax. 


(2) 人 一 土 V2m + 二 全 ,不 是 只 1 能 取 正 号 ,因此 在 z>0 的 区 域 ,2>0、<0 均 是 


可 能 的 ;在 xz<0 的 区 域 ,过 >0, 二 <0 也 均 是 可 能 的 . 
11. 6. 12 一 个 完全 弹性 的 球 在 两 个 平行 的 墙 之 间 做 一 维 运动 ， 没 两 塘 相 距 为 1， 问 : 
(1) 当 一 个 墙 绥 慢 地 移动 时 ， 
(2) 当 球 的 质量 缓慢 变化 时 , 球 的 能 量 、 振 动 周期 将 如 何 变 化 ? 


解 J = 中 dz = 2p! 
3 /DT 
2 一 Pp 旋 一 人 27 已 
J 一 2 人/ 2mE! 


] 2 


(1) 的 “，T cc 
(2) m 缓慢 变化 时 ,下 ccm 1，Tcczz， 
11. 6. 13 在 小 振动 极限 下 ,考虑 一 个 质量 为 m 的 单 皖 , 假 定 长 为 /的 捍 线 非常 缓慢 
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地 被 缩短 (通过 在 文 承 点 处 一 个 无 摩擦 小 孔 向 上 拉 摆 线 , 如 图 11.14 所 
示 ) ,使 /7 在 一 个 周期 内 的 相对 变化 很 小 , 问 振动 幅度 怎样 随 /7 改变 ? 


1 2 1 2 
解 H= 32 十 > mgll 二 
Pp 
2m5 2E 1 
mel m 
v = pas = MampE 22 oxE A 图 11. 14 
mpl £ 
“noi /& 
HH ££- orN1 
,2 _l1/g 
adJ 2x V 7 
1 号 | 1 yp _ 
W = 2m2| CD— mglgrd6 


1 ， mel,| 
一 onatcsin mtg| 


2E 


2k 


———— sin (2Xvw) 


2 ， Te [7 
gt 2xV 1 xma/ pg 
AcocI34 

11.6.14 一 个 质量 为 m 的 粒子 ,被 限制 在 一 
个 盒子 里 仅 能 沿 zx 轴 运 动 ,盒子 的 两 端的 面 以 比 粒 
子 的 速率 小 得 多 的 速率 " 向 中 心 移动 ,如 图 11. 15 
所 示 . 

(1) 若 盒 壁 相 距 zo 时 粒子 的 动量 为 po, 求 出 以 
后 任何 时 候 粒 子 的 动量 (粒子 和 盒 壁 的 碰撞 是 完全 
弹性 的 ,并 设 在 所 考虑 的 时 间 内 粒子 的 速率 都 远 小 


8 一 


图 11. 15 


+ 952 。 力学 (下 册 ) 


于 光速 ); 

(2) 当 盒 壁 相 距 zz 时 ,为 使 两 壁 以 恒定 速率 运动 ,必须 施加 在 每 一 盒 壁 平 均 外 力 多 
大 ? 

解 ” 因 为 两 壁 的 速率 v 比 粒子 的 速率 小 得 多 ,可 认为 两 壁 间 的 距离 缓慢 地 变 小 ,对 
粒子 而 言 ,是 一 个 绝热 不 变量 问题 

(1) 粒子 的 作用 变量 J 为 不 变量 ， 


J = bpdz = p+ 2x = po 2x0 


_ PoXo 


? 区 
取 两 壁 相距 为 zx, 时 为 上 0, 则 x=xo 一 2vt 


(2) 粒子 对 两 壁 的 作用 只 在 发 生 磁 撞 时 存在 . 现 考虑 平均 作用 力 , 可 以 视 为 连续 作 
用 . 以 两 盒 壁 与 粒子 为 系统 , 设 作 用 于 两 壁 的 平均 外 力 大 小 均 为 ,方向 均 与 其 速度 相同 . 
方法 一 ;对 系统 用 动能 定理 ,注意 两 壁 动能 不 变 ， 
dl 1 ,| .去 
中 2m? |= 27 
df1l _ pr 1, 
和 [去 (zo 一 3 = ev 
《一 2v) 
(Xo 


1 
om PoTo(— 2) 


所 以 F pixst _ poxo 


方法 二 ,考虑 粒子 与 僵 避 发 生 碰 扩 时 动量 的 增 量 ,以 盒 壁 为 参考 系 , 在 两 壁 相距 为 x 
时 ,粒子 对 静 参 考 系 的 速率 为 姜 , 对 盒 壁 参 考 系 ,速率 为 二 十 o, 做 弹性 碰撞 ,碰撞 使 粒子 动 
量 的 增 量 ( 绝 对 值 ) 为 
vn 
做 这 样 一 次 碰撞 经 历 的 时 间 为 


|= 2(p + mv) 


粒子 所 受 的 平均 作用 力 的 大 小 也 就 是 一 个 盒 壁 所 受 的 平均 作用 力 的 大 小 ， 


太一 Ap 2 十 mv)、 万 
At Mks MX 


a 


这 里 用 了 p 污 mv. 代入 p= 二 2 , 即 得 


i 
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11.6.15 一 摆 由 一 根 长 为 工 ` 质量 为 W 均 质 刚性 杆 和 一 个 质量 
为 M 沿 杆 息 动 的 昆虫 组 成 ,如 图 11. 16 所 示 . 杆 的 一 端 安 上 轴 , 在 坚 


直 平 面 内 摆动 . 当 :二 0 时 , 杆 偏离 铅 垂 线 的 角度 为 ,处 于 静止 ,昆虫 
疏 在 杆 上 有 轴 的 那 一 端 以 固定 速率 v 慢 慢 爬 向 杆 的 底 端 ,假设 < 
lrad, 
(1) 求 当 昆虫 沿 杆 和 候 了 7 时 摆 的 摆动 频率 ， 
(2) 求 当 昆 忠 息 到 杆 的 底 问 时 摆 的 振幅 ， : 
(3) 为 了 了 使)、(2) 中 的 结论 有 效 , 昆 虫 的 仆 动 应 该 多 慢 ? 
1l 1 


-二 | 二 2 | | ?人 4 1 2 
解 ” (1) 了 一 了 NM 三 十 二 ML 0 + XMo 


~ ML TI) 


y— | MegL 十 1 Meg) 0 一 Cosl) 社 -5Mg(37 十 220D)0° 


_ 土 


了 一 二 MG 十 0 人 一 MgC3L 十 2D)6 


9gL 1 2 2、 £ 
p= 37 = a ML 二 1)9 

3 力 : 
2M (LL + ££) 
?0 
+ 1 


2 2 | Jy2 1l2Ek 
3aME TIE Wacor + 


/aML+IE /| 12E 
/= pd 一 和 3 Mg (3L + 2) 
/2 十 1 
一 2x2 Al (C3L 4 a1)g 
FJ 一 万 一 1 十 2)8 
27rV 2 + ) 
3 


。 1 /(3L+ 2Dg 
aJ 2x NV 2(L: 十 三 ) 


1 
er 30 | +isMg(3L+20)0=E 


dw _ [2M(L+ 人 OF 1 2 
A [到 Mg(3L 十 20)6 | 
W = | \/ 五 一 ToMg(3L 十 271)0d9 


aoW _ aWw or 


H= pO—L-= + Mg(3L + 2D9 =E 


(2) 


* 953。 
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1 /C3L + 2Dg NEED 
2x N 2(Z2: 十 22) 


| 


-一 _ 2 
2Aa/E — 二 Mg (3L + 21)0 


| | ] 
一 | 一 一 一 一 | -Mg(3L 十 210| 
^/ 五 — Mg(3L 二 2D 
一 1 rcsin Mg (3L 十 20) 204 
eX N 12E 


_/_ we . 
/一 Mg(3L 十 21) sn (2mew) 
Nr 
Mg (3L+20) \ Mg (3L+ 二 27) oxN 2?( 了 2 十 12) 


对 于 一 个 缓 变 系统 ,作用 变量 J 非常 近似 为 常量 ,所 以 振幅 4 与 参量 ! 的 关系 为 
eh 
在 1 一 0 时 ,4 一 b. 设 1 一世 时 ,4 三 0 , 则 
OO -| 3Z 。 了 了 3? ] =|( 三 
0, (3L 十 2L) (ZL? 十 艺 ?) 
所 以 9 =| 3 六 


(3) 为 使 (1)、 2) 的 结果 有 效 , 必 须 满 足 绝 热 不 变量 要 求 的 条 件 ， 要 求 昆虫 的 候 动 如 
率 v= 二 7 很 惕 , 要 求 . 
1 即 卫 < 


1, /CG3L + 2Dg ZL J3g 
VorN 21 "< orN2L 


可 以 很 小 ,但 不 能 严格 等 于 零 . 上 式 才 有 可 能 满足 . 
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12.1 洛 伦 效 变换 


12. 1.1 简单 叙述 一 下 需要 狭义 相对 论 来 解决 的 难题 ;叙述 一 种 可 能 不 需要 狭义 相 
对 论 的 早期 理论 ,并 举 出 一 个 证 明 这 种 理论 是 错误 的 实验 ;叙述 一 个 证 明 狭 义 相 对 论 可 信 
的 近代 实验 . 

解 ” 牛 顿 力学 过 到 的 困难 主要 是 ;根据 麦克 斯 韦 的 电磁 场 理论 , 电 磁 波 在 真空 中 的 传 
播 速 度 恒 为 c, 与 辐射 源 的 速度 无 关 , 这 与 惯性 系 间 的 伽利略 变换 相 矛 盾 ,真空 中 的 光速 
不 遵从 经 典 力学 的 速度 合成 法 则 ， 

早期 人 们 提出 以 太 理 论 ,认为 以 太 既 在 介质 中 存在 又 在 真空 中 存在 ,是 电磁 波 的 荷载 
者 .麦克 斯 韦 的 电磁 理论 仅 对 以 太 或 对 以 太 为 静止 的 参考 系 才 成 立 , 测 量 地 球 相 对 于 以 太 
的 运动 速度 的 迈克 耳 孙 实验 证 明 以 太 理 论 是 错误 的 . 实验 结果 是 地 球 相 对 于 以 太 是 静止 
的 ,这 显然 与 认为 只 有 以 太 是 绝对 静止 的 参考 系 相 抵触 . 既然 不 能 说 明 以 太 的 存在 ,以 太 
理论 必须 放弃 . 

赫 特 的 实验 可 以 证 明 狭 义 相 讨 论 可 信 . 高 速 飞行 的 正 电 子 在 漂 没 时 发 出 两 个 7 光子 ， 
实验 发 现 两 个 光子 能 同时 到 达 在 距 潭 没 发 生 的 地 点 等 距离 的 探测 旨 , 表 明 从 高 速 飞 行 的 
辐射 源 向 不 同方 向 发 射 的 光 有 恒定 的 速率 . 

12.1.2 绯 佐 实验 所 用 的 装置 如 图 12. 1 所 示 . 光源 发 出 的 \ 在 真空 中 波长 为 4 的 光 ， 
经 镀 有 半 透 膜 的 玻璃 片 M 分 成 两 束 相 干 光 ,一 东 透 射 , 经 Mi、M;、M;s, 再 在 M 处 透射 , 射 
入 望远镜 T; 另 一 东经 M 反射 ,经 Ms .Ms、Mi ,再 在 M 处 反射 , 射 入 望远镜 全 ,前 者 顺水 


个 ， 出 水 口 
M,， - 


图 12.1 


。956 。 力学 (下 册 ) 


速 而 行 ,后 者 逆水 速 而 行 . 设 水 速 为 ", 水 的 折射 率 为 ”, 若 光 相 对 于 静止 水 中 以 太 的 速率 
为 乞 , 以 的 速率 运动 的 水 带动 以 太 的 速率 为 pw, 用 钠 黄 光 作 光 源 ,4 一 5893X10-"m,1/ 一 


] . bm , 忌 一 7， Om/s,n=1. 33, 观 察 到 与 v= 的 情况 相 比 , 测 得 移动 的 干涉 条 纹 为 0 一 
0. 19, 根 据 以 太 存 在 的 假设 ,k 应 取 何 值 ? 


解 ” 顺 水 而 行 的 光束 在 水 中 相对 于 以 太 的 速率 为 二 一 如 , 道 水 而 行 的 光束 在 水 中 相 
对 于 以 太 的 速率 为 三 十 hv, 两 束 光 从 光源 出 发 到 达 望 远 镜 的 光 程 差 为 


2 2 


kv 和 < 十 kv 
两 束 光 由 于 此 光 程 差 引 起 移动 的 干涉 条 纹 数 为 


C 


27 24 Cc 
0 二 | cc A 
—— kv 一 十 kv 
7 i 
解 出 
po OAc _0.19xX5893X10 XX3XxX10 _ ,ur 
Alenm? 4X1.5X7.0 Xx (1.33)° | 


图 12.2 


12. 1. 3 ” 改 用 本 题 图 的 实验 装置 做 上 述 菲 优 实 验 ,半径 为 R、 折 射 率 为 n 的 玻璃 圆柱 

绕 固定 的 O 点 以 恒定 角速度 w 转动. 两 束 光 通 过 玻璃 的 距离 均 为 2/, 求 射 入 望远镜 工 的 
两 束 光 的 光 程 差 , 设 圆柱 拖 动 以 太 的 系数 为 上 

一 一 解 ” 考 虑 图 12.3 中 4 点 处 以 太 的 速度 在 光 的 运行 方向 的 分 


Ry 量 为 
w/ 2 
十 wrcosa 二 十 kwd 一 十 kwalR? 一 | 一 十 pL 4R*— A 
与 a 无关 . 
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2l | 2l 
CC 了 2 2 C 2 2 “ 
一 wv 4 民 一 《L 一 十 一 kw~vV4R 一 7 
7 2 2 
8lckwon’ VAR’*— 


一 4c2 一 kiwin:( AR? 一 72) 
一 个 速度 为 v 的 航天 旅行 者 和 他 的 地 球 上 的 朋友 ,在 出 发 时 对 好 了 钟 的 时 


12. 1.4 
刻 分 别 为 ==0( 旅 行者 的 钟 ) 和 z==0( 地 球 上 的 钟 ). 地 球 上 的 朋友 同时 观察 两 个 钟 ,直接 


观察 妃 用 望远镜 观察 二 ,试问 , 当 志 读数 为 1 小 时 时 ,i 的 读数 为 多 少 ? 
解 ” 用 洛 伦 兹 变换 公式 ,在 动 坐 标 系 x'==0,t'=1 小 时 时 相应 于 地 球 坐 标 系 中 的 位 置 


和 时 间 分 别 为 
X' 二 vt 了) 
人 一 二 
yy? 2 
1 Cs 1 一 cs’ 
tv 1 
1 一 一 一 一 (小 时 》 
1 | 区 1 £2 


注意 :上 述 写 法 所 用 的 单位 为 :长度 以 米 计 , 时 间 以 小 时 计 . 
动 钟 为 + ==1 小 时 的 信号 传 到 地 球 上 的 朋友 处 (z==0), 需 时 (地 球 上 钟 的 示 数 ) 


二 一 一 一 一 一 (小 时 ) 
2 


1t» 一 一 一 


C vy 
call]— ~ 
£2 


因此 收 到 #==1 小 时 的 信号 时 ,地 球 上 的 钟 的 读数 为 


TC) 
li jc+v 
t= 十 ts = = 一 一 《小 时 ) 


12. 1.5 在 地 球 上 某 地 发 生 的 一 个 过 程 经 历 的 时 间 为 At, 问 在 以 每 小 时 1800km 的 
恒定 速度 飞行 的 飞机 上 的 观察 者 测 得 的 此 过 程 经历 的 时 间 为 多 大 ?车 过 程 开始 时 两 钟 读 
数 相同 ,经 过 多 长 时 间 飞 机 上 的 钟 的 读数 又 和 地 球 上 的 钟 的 读数 相同 . 

解 ” 方 法 一 ;用 党 伦 兹 变换 公式 
Al = 一 一 一- 


1 一 卫 


因为 过 程 发 生 在 地 球 上 同一 地 点 ,过 程 的 开始 和 结束 的 x 坐标 相同 , 故 Az 一 0, 所 以 
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今 一 1800X1037/3600=500(mys) ,所 以 
At 


1 一 | 500 | 
3 Xx 108 


Az = 


l ,飞机 上 的 钟 走 快 的 时 间 为 一 一 一 一 一 一 一 1 


-| 500 | 1 一 | 500 | 
3X10° 3X10: 
〈Ss ). 


当 飞 机 上 的 钟 走 快 24h 时 ,飞机 上 的 钟 的 读数 又 和 地 球 上 的 钟 的 读数 相同 ,在 地 球 上 
的 人 看 来 需 经 历 的 时 间 为 


当 At 二 1s 时 ,At' = 


名 
24 X 3600 24 X 3600 = 48 x 3600 x [3 210| 
| 1 十 二 | 500 | 一 1 500 
er 


3<10 8 
| 500 (年 ) 二 1.97 X 10: 年 


ee 
365 
方法 二 :直接 用 动 钟 变 慢 效 应 ,在 飞机 上 的 观察 者 看 ,地 球 上 的 钟 是 动 钟 , 变 慢 了 


1 


kk /0 500 
3 X ss) 
当然 ,在 地 球 上 的 观察 者 看 来 ,飞机 上 的 钟 是 动 钟 ,但 是 过 程 的 起 始 和 终 
结 时 处 于 S' 系 ( 固 连 于 飞机 ) 的 不 同位 置 . 地 球 上 的 观察 者 看 到 的 是 x'=0 和 x’= 一 vAt 
的 两 个 钟 .两 个 钟 的 读数 差 既 要 考 上 处 动 钟 变 慢 后 的 时 间 又 得 加 上 上 拨 快 量 ， 


Al 一 Ar |/ + 一 YA 一 0) 


后 一 项 是 x 一 一 站 Ai 处 的 钟 较 之 Z 一 0 内 的 时 间 9 


2 2 
[1 一 顽 Ar 一 Ar/ 1 一 | 
A1 一 人 
i {| 
Cc 


以 下 同方 法 一 . 

12.1.6 静止 时 gp 子 的 平均 寿命 为 2.197X10 s, 在 字 宙 射线 中 ,p 子 的 速度 可 达 
0. 99c lc 为 真空 中 的 光速 ) ,在 地 球 上 的 观察 者 看 来 ,平均 来 讲 , 这 种 高 速 的 p 于 能 运动 多 
大 距离 ? 

解 ” 方 法 一 :用 洛 伦 兹 变换 公式 , 取 地 球 为 S 系 , 固 连 于 子 的 坐标 系 为 5S' 系 ， 
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Ai 十 三 Ax' 
Cc 

At = 一 一 一 一 一 

vv 2 


Cc 


1 — 
今 Az' 二 0,Af 一 To,At 一 Tt. 其 中 zo 是 静止 py 子 的 平均 寿命 ,+ 是 地 球 上 的 观察 者 看 到 的 噩 
速 y 子 的 平均 寿命 . 
在 地 球 上 的 观察 者 看 来 ,高速 上 子平 均 讲 能 运动 的 距离 为 


一 
1 =vr=0.99x 30x10. eX 6x 10(m) 
[| 
] 一 的 
C 


方法 二 :用 动 钟 变 慢 效应 . 在 S 系 中 必 子 晓 变 发 生 在 同一 地 点 ,3 系 中 的 钟 是 动 钟 ， 


r, 一 rAj/ 1 一 Ei 0 
CC 
以 下 同方 法 一 


12. 1.7 在 离 观 测 者 距离 为 工 沟 位 宇 
者 身边 的 时 钟 4 时 间 上 一 致 ? 

答 “让 时 钟 卫 的 读数 小 在 io= 震 上 ,在 t4 一 0( 时 钟 4 的 读数 ) 时 从 4 钟 处 向 B 钟 发 
出 一 个 光 信 号 ,在 信号 到 达 五 溃 时 立即 开动 巨 针 . 这 样 B 钟 就 已 校准 ,与 4 钟 一 致 . 

12.1.8 设 S' 系 以 速度 ”相对 于 > 系 运动 ,在 两 个 坐标 原点 重合 的 时 刻 , 放 在 两 个 
坐标 原点 的 时 钟 指 示 间 一 时 刻 ,i 一 t==v. 试问 :在 3 系 和 S' 系 中 以 后 都 有 t= 二 的 后 (X,Yy， 
z) 和 (x,y ,z') 将 分 别 随 zt 和 和 Yt' 如何 变化 ? 

解 ” 取 xz、z' 轴 沿 有 相对 运动 的 方向 ,正和 癌 一 致 ,S' 系 以 v 的 速度 沿 zx 轴 问 正方 向 运 
动 ， 


.上 有 一 只 时 钟 B, 说 明志 样 能 使 这 只 钟 与 观测 


两 式 中 消去 z, 得 


在 满足 上 述 关 系 的 (x',t)(y .zx' 任 意 ) 处 均 有 t=z'. 
同样 ,由 


可 得 
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$1- 医 ait 
在 满足 上 述 关 系 的 (zx,t)(y、z 任意 ) 处 , 均 有 =z. 


12. 1.9 假如 一 盘 字 宙 飞 船 以 恒定 速度 v 一 /0. 9999c 飞行 ,试问 飞船 飞 到 距 地 球 4 
光 年 远 的 半 人 马 星座 并 返回 地 球 的 旅行 中 应 储备 够 用 多 少时 间 的 粮食 及 其 他 疙 备 ? 
解 取 S 系 、S' 系 分 别 固 连 于 地 球 和 宇宙 飞船 ,在 此 旅行 中 需 时 
At 一 8( 年 ) 
在 飞船 上 的 钟 ( 动 钟 ) 经 历 的 时 间 为 


Ar=AAj1i 一 | 二 | =008 年 = 29.2 天 


往返 途中 应 储备 30 天 的 粮食 和 其 他 装备 . 

12. 1. 10 一 列车 以 v=0. 6clc 为 真空 中 的 光速 ) 的 恒定 速度 运动 ,经 过 地 面 上 A、B 
两 点 所 用 的 时 间 为 40min( 以 列车 上 静止 的 钟 计 时 ). 求 : 

(1) 地 面 上 的 人 测 得 的 A、B 间 的 距离 ; 

(2) 列车 上 的 人 测 得 的 4、B 间 的 距离 ; 

(3) 在 列车 上 的 人 看 来 ,地 面 上 B 处 的 钟 比 4 处 的 钟 拨 快 了 多 少 ? 

解 (1) 地 面 上 的 人 看 列车 由 4 到 B 经 历 的 时 间 为 


At = 


A、.B 间 的 距离 为 
z AL = vAt =0.6c.— 40*60 


1 一 | .6 
C 


一 5.4X10 (m) 


(2) 列车 上 的 人 测 得 的 4、B 间距 离 为 
AD = vAt' = 0.6 xX 3 Xx 10 x 40 XxX 60 = 4.32 xX 107"(m) 
(3) 方法 一 :在 S 系 中 历时 Az, 而 在 S' 系 中 的 观察 者 看 来 ,S 系 的 钟 是 动 钟 ,由 动 钟 变 


2 


. 故 在 他 看 来 ,B 处 的 钟 比 4 处 的 钟 拨 快 的 时 间 为 


UU 
C 


v 
一 At 一 At [三 -三 一 一 > C 
已 
C 


2 


慢 效 应 ,应 历时 为 A 


2 


Al | 一 
= 一 一 -= 18Cmin) 
1 一 | 


C 


方法 二 :直接 用 拨 快 量 公 式 
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也 U 0.6 
9 一 二 Ar 一 二 Al 一 一 2 x 5.4 X10 = 1.06 x 10(s) = 18min 


12.1.11 在 惯性 系 S' 中 的 同一 地 点 先后 发 生 两 个 事件 ,时 间 间 隔 为 A 二 300s, 在 
另 一 惯性 系 $ 中 测 得 这 两 个 事件 的 时 间 间 隔 为 At 二 500s. 求 在 惯性 系 S 中 测 得 的 这 两 个 
事件 发 生 的 地 点 相距 多 远 ? 

解 设 S5' 系 以 v 的 速度 对 S 系 沿 工 轴 正 同 运 动 ,在 S' 系 中 两 事件 发 生 在 同一 地 点 ， 
ArX' 一 (， 


两 事件 在 S 系 经 历 的 时 间 
At 宇 一 cez 一 Az: 
解 出 
,人 
在 S 系 中 两 事件 发 生地 点 相距 
AX= vAt cAllC— EE) at = ec VO — (Ar')’ 


= 3 X 108 M500)’ 一 (300)? = 1.2 X 101(m) 

12. 1. 12 ”更 长 为 工 的 车 朋 以 v 的 恒定 速度 运动 ,在 车 朋 的 后 端 4 沿 运动 方 同 发 出 
一 光 信 号 ,经 前 端 B 的 平面 镜 反 射 回 到 后 端 4. 求 : 

(1) 在 车 而 里 的 人 看 来 , 光 信 号 从 发 出 到 到 达 B 端 所 需 的 时 间 AN 以 及 从 4 并 发 出 
到 返回 4 端 所 需 的 时 间 At; 

(2) 在 地 面 上 的 人 看 来 ,与 An .At 相应 的 时 间 . 

解 (1) Ai 一 志 ， Ab 一 2 

(2) 方法 一 ,在 $ 系 ( 固 连 于 地 面 ) 中 光 从 后 端 4 到 前 端 B, 经 历 的 时 间 为 At, 光 信和 与 
运动 的 距离 为 cAt, 等 于 车 朋 运 动 的 距离 vAt ,加 上 车 肛 的 长 度 , 但 车 有 是 高 速 运动 的 ,其 


长 度 不 是 静 长 ,而 是 由 动 尺 收缩 效应 得 出 的 长 度 LA 1 一 | 二 | ， 


1) 2 
cAii = vAti 十 上 1 一 | 三 | 


LA/l— | 一 | 
cc LL jciv 
A 一 CO—wV ccVec—v 


同样 考虑 从 4 端 发 出 光 信 号 到 返回 4 端 经 历 的 时 间 At 内 ,有 如 下 关系 : 


所 以 


2 
cAi = vA 二 2LA/lC— | — v(At, 一 Al ) 
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其 中 最 后 一 项 w(Az 一 Ai ) 是 在 光 信 号 从 前 端 妃 返回 后 端 4 期间, 车 硒 后 端 也 即 车 硒 回 
前 运行 的 距离 


代入 Al ,经 计算 可 得 


Ap = 2 ” 
C Uy 2 
] 一 -一 
C 
方法 二 :用 洛 伦 效 变换 公式 ， 
AN 一 ZAr’ 
Ai 一 天 -一 一 一 
2 
\/ 1 一 | 
iC 
代入 At 二 ,Az'=L, 可 得 
Ath — ~zAz, 
An = 二 Co 
—~ 
1 一 | 
如 
代入 A4= 全 ,Azs 二 0, 即 得 
vy, 2L 1 


12. 1. 13 两 条 静止 长 度 均 为 Ze 的 宇宙 飞船 4、B 沿 平行 的 轨道 以 恒定 的 相对 速率 
相 问 而 行 ,A 船上 的 观察 者 看 到 自己 的 船 头 先 与 对 方 的 船尾 相遇 ,Azt 时 间 后 , 自 己 的 船尾 
再 与 对 方 的 船 头 相遇 ,试问 ， 

(1) B 船上 的 观察 者 看 到 两 船 相遇 的 次 序 是 怎样 的 ? 

(2) 两 船 的 相对 速度 多 大 ? 


， 到 下 两 船 以 大 小 相等 方向 相反 的 速度 运动 的 观察 者 看 到 两 船 两 端 相遇 的 次 序 
H 何 ? 


解 (1) 4 船上 的 观察 者 看 自己 的 船长 为 0,B 船长 为 L,、 /1 也 | (w 是 两 船 的 


相对 速率 ),B 船上 的 观察 者 看 自己 的 船长 为 上 ,4 船长 为 LoW 1—|¥ | 


4 船上 的 观察 者 看 两 船 相 遇 的 次 序 是 4 船 的 船 头 先 与 巨 舰 尾 届 ,At 时 i 
的 船尾 再 与 互 船 头 相遇 . 


B 船上 的 观察 者 看 到 的 次 序 正好 相反 ,先是 自己 的 船 头 与 4 船尾 相遇 AD 
已 的 船尾 再 与 4 船 头 相遇 中 相遇 ,Ax 时 间 后 , 自 
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(2) 根据 4 船上 的 观察 者 看 到 的 情况 ,可 得 


解 出 
2Loat _ ~ 2c° Loot 
:| 了 1 十 C (At): 


(3) 看 到 两 船 以 大 小 相等 .方向 相反 的 速度 运动 的 观察 者 ,看 两 船 的 长 度 相同 ,两 船 
相遇 的 次 序 是 4 船 头 与 B 船尾 相遇 时 ,A 船尾 与 B 船 头 也 相通 . 

12.1.14 一 般 火 科 飞 船 以 v= 二 0. 8c 的 速度 飞 经 地 球 , 相 遇 时 都 把 时 间 调 整 到 12 扣 
整 . 
(1) 飞船 上 的 时 钟 12 点 半 时 飞 经 一 相对 于 地 球 静 止 . 它 的 钟 也 与 地 球 同步 的 宇航 
站 ,此 时 宇航 站 的 指示 何 时 ? 

(2) 地 球 上 的 人 测 得 的 宇航 站 离 地 球 多 和 近 ? 

(3) 飞船 经 字 航 站 时 ,向 地 球 发 一 信号 ,地球 上 的 人 何 时 收 到 这 个 信和 号 ? 

(4) 地球 上 的 人 收 到 信和 号 后 立即 发 回信 号 ,飞船 上 的 人 何 时 接 到 信号 ? 

解 (1) 方法 一 :S' 系 固 连 于 飞船 ,S 系 固 连 于 地 球 ,t=t 二 12 点 时 , 原 坐标 系 原点 重 
合 ,z.z' 轴 正 向 沿 飞 船 的 速度 方 回 ， 


At 十 三 Ax' 
At = 一 一 < 一 一 ， 人 Az’ 二 0 
1 一 | 一 
当 Al 一 30min 了 时， 
At = A = 50(min) 


飞船 经 宇航 站 时 , 字 航 站 的 钟 指示 为 12 点 50 分 . 
A 


1— 【| 
(2) 闻 球 上 的 入 测 出 字 航 站 离 地 球 的 距离 为 
A vA 08X3X10x50xX60=7.2 X10 (mm) 一 40 光 分 

C3Y 飞船 经 衬 航 站 向 地 球 发 信号 时 ,地 球 上 的 钟 指示 12 点 50 分 ,宇航 站 离 地 球 40 

光 分 ,信号 到 达 地 球 需 时 40min , 故 收 到 的 时 间 为 
12 点 50 分 十 40 分 = 二 13 点 30 分 

(4) 地 球 向 飞船 回 发 信号 时 ,地 球 上 的 钟 指示 13 点 30 分 ,用 动 钟 变 慢 效 应 ,地 球 上 

的 钟 较 之 12 点 历时 90 分 钟 ,飞船 上 的 钟 在 此 期 间 历 时 


| 2 
90 /i | — 90 M1 — (0.8)’ = 54(min) 


2 
A = At 1 一 | 荆 ， Al 一 
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故地 球 回 发 信号 时 ,飞船 上 的 钟 指 示 12 点 54 分 . 
设 飞 船上 的 钟 再 经 At (min) , 收 到 地 球 发 回 的 信号 , 刚 发 此 信号 时 ,飞船 距 地 球 0. 8c 
X54( 写 光速 时 ,时 间 以 分 为 单位 ) ,发 信号 到 收 到 信号 ,飞船 又 远离 地 球 0. 8c，Az'. 两 段 
距离 之 和 应 等 于 在 此 期 间 光 信和 号 通过 的 距离 ， 
54 xX 0.8c + 0.8c X At' = cAr 


Ar! 一 54 x 0. 8c —— ?16min 


0, 2c 
收 到 信号 时 ,飞船 上 的 钟 指示 
12 点 54 分 十 216 分 = 二 16 点 30 分 

12.1.15 一 根 米 尺 相对 于 S' 系 静止 ,与 o'x' 轴 的 夹 角 为 30°, 如 S' 系 相对 于 S 系 沿 工 

轴 ( 与 x' 轴 平行 ) 方 向 运动 ,在 S 系 中 测 得 米 尺 与 x 轴 的 夹 角 为 45°, 求 ， 
“(1) S 系 中 测 得 的 米 尺 的 长 度 ; 
(2) S' 系 相对 于 S 系 的 速度 . 
解 (1) 5S' 系 沿 S 系 z 轴 运动 , 米 尺 在 ?方向 的 投影 与 在 y 方 向 的 投影 相等 ， 


zsina = L'sina’ = 1 * siIn30° = 0, 5m 


(2) 用 尺 缩 效 应 ， 


lcosa =— Lcosa! ] 一 


代入 cosa 一 cos45" 一 六 ， COSQ 一 cos30" 一 > ， 一 0.707m. 可 得 


v=— A/ Sc= 0.816c 


12.1.16 一 短跑 选手 在 地 球 上 以 10s 的 时 间 跑 完 100m ,在 沿 跑 的 方向 以 0. 98c 的 
速度 相对 于 地 球 飞行 的 飞船 中 的 观察 者 看 到 的 选手 跑 了 多 少时 间 和 多 长 距离 ? 

解 和 请 从 区 变换 公式 ， 设 S 系 固 连 于 地 球 ,S' 系 固 连 于 飞船 ,x、zx' 轴 平行 , 沿 跑 的 方 
癌 为 正 向 ， 


At — Az i x 100 
At = 
] | 二 < WV 1 四 (0， 98)° 
tic 


Ar—vAt 100— 0.98cx10 


Az' = - 王 一 一 一 


-一 一 一 一 一 一 49 光 秒 
和 C 


看 到 选手 向 相反 的 方向 倒退 约 49 光 秒 的 距离 . 

12.1.17 若 12.1.11 题 5 系 中 先后 发 生 的 两 个 事件 并 不 发 生 在 同一 一 地 点 ,在 有 相 
对 运动 的 方向 上 相距 Az' ==10 光 分 ,At' 、Az 仍 和 12. 1. 11 题 相 同 , 求 ， 

(1) S' 系 相对 于 S 系 的 速度 vw; 


第 十 二 章 ”狭义 相对 论 力学 。965 。 


(2) 在 S 系 中 测 得 的 两 事件 发 生 的 地 点 间 的 距离 Ax. 


Az 十 二 Az' 
解 (1) A 一 -一 一 一 


2) 2 


C 


代入 At 一 500s， At' 一 300s， Ax' 一 10，60c, 可 得 一 满足 的 方程 为 


] 一 


vl {ov 
61| + 36| |)—16=0 
按 题 意 ,S' 系 沿 = 轴 向 正 向 运动 ,>>0, 所 以 
一 36 十 VvV(36)* 二 4XxX61]X16 


二 


~ 二 2 又 6] 一 0. 296 
v 一 0.296c 
(2) Az= AZ 二 vAt _10X60c 十 0 296c 义 300_v?] 光 秒 二 12 光 分 


12.1. 18 ”一 根 杆 和 目 均 同 右 运动 , 当 这 杆 的 元 端 经 过 一 架 照 相机 时 ,这 根 杆 和 一 根 静 
止 的 标 有 刻度 的 米 尺 一 起 拍摄 在 一 张 照 片上 ,照片 显示 ; 杆 的 左 端 与 米 尺 上 的 0 标记 重 
合 , 右 端 与 米 尺 的 0. 9m 标记 重合 . 如 果 杆 是 以 v==0. 8c 的 速度 相对 于 照相 机 运动 的 , 求 
杆 的 实际 长 度 . | 
| 解 ” 注 意 照 相机 摄 到 的 杆 的 右 问 的 光 信 号 是 和 左 痢 的 光 信 号 同时 进入 照相 机 镜头 

的 , 左 端 与 照相 机 没有 距离 , 右 端 离 相机 有 距离 ,发 出 时 距 照相 机 0. 9m , 光 信 号 经 过 这 上 段 
距离 需 时 At 一 205 一 3X10-*(s), 因 此 杆 的 右 端的 光 信号 是 在 早 3X10-°s 从 0. 9m 标 
记 发 出 的 . 杆 的 右 端 发 出 这 个 信号 时 , 杆 的 左 端 位 于 0 标记 的 左 方 vAt 一 0.8X3X108X3 
X10“= 二 0.72m. 因此 杆 的 实际 长 度 
L = 0.9 0.72 = 1.62(m) 

12.1.19 ” 像 上 题 那样 ,在 一 根 lm 长 的 杆 的 中 点 经 过 照相 机 的 瞬间 ,打开 照相 机 快 
门 , 连 同一 根 静 止 的 有 刻度 的 米 尺 拍 下 照片 ,如 果 杆 相对 于 照相 机 的 速度 "一 0. 8c ,照片 
上 记录 下 来 的 运动 杆 的 长 度 该 是 多 少 ? 

解 ” 杆 的 前 端 发 的 光 信号 进入 快门 的 是 在 打开 快门 前 Ati 时 发 出 的 ， 

cAt! 一 0.5 — vAti 
0.5 


同样 , 杆 的 后 端 发 出 的 进入 快门 的 光 信 号 是 在 打开 快门 前 At; 时 发 出 的 ， 
cAt, = 0.5 + vAt, 
0.5 : : 
杆 的 前 后 端 离 照相 机 的 距离 分 别 为 cAt 和 cAtz. 故 照 相机 拍 出 的 照片 显示 动 杆 的 长 
度 为 


1 


At, = 
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0.5 0.5 1) ce 
L=c(Atit At,))= ce re -2.778m 


12. 1. 20 ”一 个 粒子 在 zy 平面 内 以 w 一 仿 的 恒定 速度 在 过 一 0 时 离开 O' 点 ,0 与 
轴 的 夹 角 为 60",O 点 沿 zx' 亦 沿 x 轴 相 对 于 O 的 速度 为 0. 6c.t==0 时 ,0O'.O 点 重合 , 试 求 
由 O 所 确定 的 粒子 的 运动 方程 . 

解 


x =»c (cos60°)t 


y 二 5 (sin60°)¢! 


将 下 列 三 式 及 v= 二 0. 6c 代入 上 述 两 式 ， 


VU 
t— sr 
, TT— vt ， ， 
yA 三- 一 一 一 ， »》 一 Y， ! 一 
也 {iv 
一 | C l C 
， 0， 6c ~ 
Z 一 0.6cf _1 .1 C- 
vV1 一 (0.6)2 < “V1— (0.6) 
， 0. 6c ~ 
y=le.Y3 6 . 
2 2 V1— (0.6) 
1. 157 一 JU 835ct, I=0,.74ct 


AT 
y= -人 c 上 一 X 0.74ct| = 0. 30ct 
12.1.21 观测 者 G 洁 O 以 0.6c 的 相对 速度 所 村 接近 ,如 果 O 测 得 O' 离 他 的 初始 
距离 为 20m, 按 O 的 测定 ,多 长 时 间 后 与 0' 相 过 ? 按 O' 的 测定 ,多 长 时 间 后 与 O 相遇 ? 
解 ” 方 法 一 ;20m 是 O 测 得 的 祈 始 距离 . 按 O 的 测定 ,At 后 与 0' 相 过 ， 
A = 一 1.1] X10-s 


20m ,ts 一 1.11XX10- s， 


ta — ta— -i(xs— Za) 

Ar =tsp— th = 

2 

U 

ls 

_ 0.6 
1.11 XxX 10 3x10. 108 20 ， 
一 8.9X10 


AT 一 (0. 67)7 
方法 二 :O 测 出 的 初始 距离 是 固 连 于 O 的 一 杆 “ 尺 ”, 在 O' 看 来 ,这 杆 “ 尺 ”是 运动 的 


用 动 尺 收 缩 效应 ,在 O' 看 来 ,这 个 距离 为 


L'=LA/1— 一 = 20 VT 00. 6 = 16m 


第 十 二 章 ”狭义 相对 论 力学 .967， 


这 杆 “ 尺 ”以 vv 的 速度 向 O 运动 , 另 一 端 到 达 0O' 的 时 间 为 


12. 1. 22 一 个 还 能 活 60 年 的 人 打算 访问 距离 我 们 160000 光 年 的 遥远 星系 ,他 的 恒 
定 速度 必须 多 大 ? 

解 ”方法 一 :考虑 两 个 事件 :事件 4, 此 人 出 发 ;事件 互 ,此 人 到 达 遥 远 星 系 . 好 球 与 明 
和 逊 星 系 为 9 系 ,宇宙 飞船 为 S' 系 ， 


XB CO— XA 二 v(ts CO— ta) 


Aj/ 1 一 | 卫 
和 

Xp 一 X4 二 0,t8 一 t4 二 60( 年 )( 考 虑 在 他 有 生 之 年 刚 能 到 达 鞍 远 星 系 ). 

(Az)?| 1 一气 


XBp— Xa = 


(1) 


— v* CAt' )* 
AT 
2 
z A 冬 | 十 《AP )’ 
_€ 
代入 Az=160000c。，。1( 时 间 以 年 为 单位 ) 
160000c。1 C 


ee er 


AL600003 二 060) 


Tt -一 


60 | 


1 十 ry 


-二 | 6 | j= -8 
= c|1 2 | 160000 一 《1 一 7.03X10”)C 


方法 二 ;用 尺 缩 效应 ,把 地 球 至 胸 远 星系 间 的 距离 看 作 一 杆 尺 .在 飞船 上 的 人 看 来 ,他 
是 运动 的 , 尺 长 : 
si 


尺 以 wv 的 速度 运动 , 当 尺 的 那 一 端 ( 允 迅 星系 ) 经 他 映 旁 时 , 需 时 


A lz 


此 式 就 是 式 (1), 式 (1) 中 zg 一 Xx4 二 工 . 

12. 1. 23 ”一 枚 火箭 飞船 相对 于 地 球 的 速度 为 0. 8c(c 为 真空 中 的 光速 ),O' 和 O 分 别 
是 飞船 和 地 球 上 的 观测 者 ,z= 二 x'=0 时 :=z' = 二 0.O 用 望远镜 看 O' 的 时 候 , 他 自己 的 钟 读 
数 为 30s , 问 他 看 到 O' 的 时 钟 读数 是 多 少 ? 

解 ” 设 O' 发 射 光 信 号 为 事件 4,O 收 到 这 一 信号 时 也 即 他 用 望远镜 看 O' 的 时 钟 时 为 
事件 B. 已 知 ;xs= 二 0,ts 二 30s ,要 求 如 

对 事件 4 用 洛 伦 效 变换 关系 ， 


也 
C 


第 十 二 章 ”狭义 相对 论 力学 


. 969。 
1 一 (0.5) = 0.866 


C 


At' 过 0, 说明 事件 B 先 发 生 ,时 间 间 隅 为 5. 77X107’s 


— 5.77 X 10™(s) 


12. 1.26 A、B 两 钟 相对 于 某 惯性 系 的 一 条 直线 上 做 方向 相同 .速率 不 同 的 匀速 运 
动 . 在 相遇 时 两 钟 均 拨 到 零点 ,4 钟 在 时 刻 Ta 向 B 的 方向 发 出 一 光 信 号 ,B 钟 收 到 该 信 
号 的 时 间 为 Ta. 证明 ， 


明 :B 钟 相对 于 4 钟 的 运动 速率 为 


CGI 一 了 4) 
(十 了 73) 
信号 为 事件 2, 已 知 ;xi = 0,ti 二 T4202 二 0,1% 二 Tg. 


证 明 方法 一 : 设 4 钟 为 S 系 ,B 钟 为 S' 系 ;4 钟 发 出 光 信 号 为 事件 1,B 钟 收 到 光 
对 事件 1: 写 洛 伦 效 变 换 关 系 ， 


2 vi 4 
1 “一 wm — 
et | 2) 
VY- \c C 
+ 
__ 0 _ TT 
V1) ] [2 
\c C 
按 B 钟 测量 , 光 信 号 以 c 的 速度 在 1 到 z 二 Ts 期间, 从 x1 传播 到 z? 一 0， 
XT» — Xi = c(t — 11) 
即 
— 7X1 = c(Ts— 1t) 
将 前 两 式 代 入 上 式 ， 
了 
vi i T's A 
2 2 
1 一 | 1 一 | 一 
wy 12 
(c 十 v)I a 二 一 cls ] 一 ce 二 Ta on “一 也 
lc+v Ts c+v Th 
CC VU Ts 


c—~v 了 3 
CCc+v)—(c—v) 了 8 一 了 4 
(c 十 v) 十 Cc 一 v) 7 十 了 3 

cC(73 一 了 5) 
TY 二 


(7 十 了 多 ) 
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方法 二 ;A 钟 了 4 时 发 出 信号 时 ,A 测 得 B 钟离 4 钟 的 距离 为 vT。. 
B 收 到 信号 时 ,B 钟 时 刻 为 Ts,A 钟 时 刻 为 


Ts 十 万 


大 和 


I 
4 测 得 ,在 TA 至 一生 一 期 间 ,高 4 增加 的 距离 为 v| 一 2 一 一 了 4| , 妃 高 


(因为 x = 二 0) 


4 的 距离 为 vTa 十 o| 一 一 和 一 一 T4| 一 一 于 一, 它 应 等 于 在 此 期 间 光 传播 的 距离 


此 式 与 方法 一 中 的 式 子 相同 ,以 下 同方 法 一 . 
12.1.27 一 质点 在 惯性 系 S$ 中 做 勺 速率 圆周 运动 ,轨迹 方程 为 
y=r, z 一 0 
S' 系 以 速度 La 沿 - 轴 向 正 癌 运动 ,在 t=t =0 了 时， 和 yay ;ZZ、z' 轴 分 别 重 合 . 试 证 上 明 :在 
惯性 系 5 中 测 得 的 轨道 为 一 椭圆 ,椭圆 的 中 心 以 速度 wv 移动 . 
证 明 用 洛 伦 效 变换 公式 


代入 


为 一 椭圆 ,椭圆 的 中 心 位 于 (vt,0,0), 在 xz 轴 上 以 速度 vv 向 正方 呵 移 动 . 
12. 1. 28 在 O 的 参考 系 中 有 一 个 静止 的 正方 形 , 其 面积 为 100m’ ,观察 者 O' 以 0.8c 
的 速度 沿 正方 形 的 对 角 线 运动 . O' 测 得 的 面积 多 大 ? 
解 ” 取 图 12.4 所 示 的 坐标 ,正方 形 在 xz>0、y>0 的 部 分 的 三 条 边线 的 方程 为 
t=0, y=0,， XxX+y=~V50 
M50 是 由 面积 为 100m? 计算 出 来 的 , 边 长 为 10m, 对 角 线 长 为 10 M2 m, 它 的 一 半 是 
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5 M2 或 V50m. 
用 洛 伦 兹 变换 公式 ， 
二 Z 十 vt ,y=Yy 
:一 | 


S 系 中 的 上 述 三 条 直线 在 S' 系 中 的 方程 分 别 为 
z=—v, y= 0, - 工 十 yo V50 


仍 是 三 条 直线 ， 仍 围 成 一 个 直角 三 角形 ， 如 图 中 碰 线 所 示 ， 


在 S' 系 中 ,t 时 刻 ,O 点 的 坐标 为 (一 vt' ,0) ,4 点 的 坐标 为 w+ 1— ol 


B' 点 的 坐标 为 1 一 vt' 十 M50 1 一 此 5 . 
O' 看 到 的 是 一 个 菱形 ,其 面积 是 上 述 三 角形 的 4 倍 , 面 积 为 


2 z 
4 X 让 - vt 十 人 /50Af/ ll 一 2 一 《一 ww) /5 一 100w1 一 (0.8) = 60(m’°) 


12.1.29 在 12.1.27 题 中 所 述 的 对 8' 系 静止 的 圆 ,在 S 系 中 的 观测 者 测 得 其 图 形 


面积 多 大 ? 
解 12.1.27 题 已 得 出 图 形 是 一 个 椭 加 ,方程 为 
(XO— vt) 2 2 
vo > 十 多 一 ， 之 二 0 
[ 
其 面积 为 


Cc 


12. 1. 30 ”静止 长 度 为 4 的 两 根 尺 ,平行 于 x 轴 相 向 做 匀速 运动 ,与 一 根 尺 相连 结 的 
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观察 者 发 现 , 两 根 尺 的 左 端 和 右 端 两 次 重合 的 时 间 间 隔 为 At, 试问 两 根 尺 的 相对 速度 v 
多 大 ? 

, 解 ” 与 尺 B 相连 结 的 观察 者 看 尺 4 是 动 尺 , 铬 尺 4 上 自 左 

- > 向 右 运动 ,由 于 尺 缩 效应 ,他 看 到 尺 4 的 长 度 为 


-一 一 一 一 /1 一 | 二 | , 先 看 到 左 端 相 重合 ,再 看 到 两 尺 右 端 相 重合 ， 
| | 如 图 12. 5 所 示 ， 


图 12.5 wy 12 
vAt = /lo — lo 1 一 | 二 


解 出 


tt 一 一 


12.1.31 静止 半径 为 Ro 的 球 ,相对 于 远 处 的 观察 者 以 速度 vv 运动, 球 上 有 了 明显 的 标 
记 , 当 观察 者 看 到 球速 正好 与 他 和 球 的 连 线 垂直 时 , 拍 了 张 照片 , 当 他 冲洗 胶片 时 看 到 了 
什么 ? 

解 ” 照 片 拍 下 的 不 是 当时 球 所 处 位 置 的 图 像 , 因 为 光 信 号 传 到 照相 机 需要 时 间 , 拍 下 
的 是 比 开 启 快门 早 些 时 候 球 处 于 这 个 位 置 的 图 像 , 在 球 运 动 的 方向 上 ,由 洛 伦 兹 收缩 ,前 


后 的 距离 为 2Ro^/ 1 一 | 三 | ,在 与 之 垂直 的 方向 上 长 度 不 变 , 仍 为 2R,, 由 于 观察 者 很 远 ， 


球 的 线 度 比 起 球 与 观察 者 的 距离 小 得 多 ,可 以 忽略 球 的 各 部 分 发 出 的 光子 到 达观 察 音 的 
时 间 差 别 ,这 样 观察 者 看 到 的 即 照 相机 摄 下 的 照片 上 的 图 像 ,就 和 在 静 系 中 测 得 的 图 像 无 
多 大 区 别 . 这 样 ,照片 上 的 图 像 将 是 一 个 椭圆 ,在 球 的 运 


动 方向 有 短 半 轴 ,其 长 度 为 RA/ 1 一 | 三 】 ,在 与 之 垂直 
的 方向 (上 下 方向 ) 有 长 半 轴 ,长 度 为 Ro. 严格 地 讲 , 考 虑 
球 的 轮廓 上 各 点 到 照相 机 的 距离 有 差异 ,由 于 洛 伦 效 收 
缩 ,前 后 两 个 端点 到 照相 机 的 距离 略 小 于 上 下 两 个 端点 
到 照相 机 的 距离 .因此 上 下 两 个 端点 摄 进 照片 将 是 较 前 
后 两 个 端点 早 些 时 候 发 出 的 光子 ,在 照片 上 ,上 下 两 端 
点 的 位 置 将 向 运动 的 后 方 稍 有 偏 移 , 图 形 将 偏离 图 12. 6 
中 虚线 所 示 的 椭圆 ,图 形 的 示意 图 如 图 中 实 线 所 示 。 
12. 1. 32 一 个 原子 钟 被 旱 气 式 飞 机 带 着 绕 地 球 一 
周 后 ,与 没有 动 的 精确 同步 的 同样 的 钟 比较 ,适当 近似 ,狭义 相对 论 预言 有 多 大 的 不 一 致 ? 
解 ” 设 飞机 以 wv 的 速率 绕 地 球 做 圆周 运动 ,飞机 参考 系 为 5' ,地 球 参考 系 为 $, 把 8/ 
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系 也 近似 视 为 惯性 系 , 由 洛 伦 效 变换 公式 ， 


了 
一 2 
1 一 | 
因为 Ar 一 0 
所 以 
Ai 一 -Ar 
1— 【| 
因为 一 <<1 
所 以 


也 , 

At 之 1 十 ,3 Ai 
2 

At — At' = S73At 


设 地 球 半 径 为 R, 飞 机 上 的 钟 At = 名 全 ,飞机 绕 地 球 一 周 ,在 此 期 间 ， 

vv .2r&R _ XxRv 

2c*? 也 C 

这 是 飞机 上 的 钟 较 之 地 球 上 没 动 的 钟 走 慢 的 时 间 ,如 飞机 的 速度 w 一 1000m/s( 约 3 倍 声 
速 ) 代 入 地 球 半径 R=6400X10m， 


xr* 6400 XxX 10 Xx 1000 _ -7 
CO = 2.2 X 10-7(s) 


12.1.33 设 S' 系 以 速度 v 沿 zz 轴 正 方向 相对 于 S 系 运 动 ,固定 在 S' 系 内 (x,y5,z1) 
点 的 时 钟 ;在 to 时 刻 从 心 系 内 (zo » Yo ,z0) 点 劳 边 经 过 ,这 时 S 系 内 的 时 钟 指 示 to 时 刻 , 写 
出 在 这 种 情况 下 的 党 伦 兹 变换 公式 . 


Ai 一 Al = 


At 一 Ai 一 


UU 
t i i 
交 一 也 
Zi 一 一 一- 一 十 CI，y 一 yy》 十 C， 2 一 十 CC3， {+ 
vy 1 / U 
A 1 TT EEA ] 一 | 
% EC ， C 
代入 X= 二 oy 二 yo0y2 二 Zoyt= 二 to 与 X= 二 X00yY = 二 yo092' 二 209t' 一 1， 
U 
xo — vt fo i 
0 
轨 = - 王 二 罗 -+C， 几 = 加 +C， 四 = 和 十 C，= 一 一 和 一 +c， 
Te 一休 
C C 
可 定 出 | 
1 La 
0 20 
Xo — Vto C 
C; = x 一 C, 一 yo 一 yo， C3 一 zo 一 Zo, C, 一 1 加 一 
2 2 
U Uv 
1 | 一 ] 一 | 一 
C C 
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所 以 这 情况 下 的 洛 伦 兹 变换 公式 为 
， ; 之 一 2 一 1 一 加 ) 
二 一 Xo 二 一 一 
Y) 2 
1— | 
y— y=y—y z 一 Zz0 一 2 一 2 
1 -一 to 一 7 (TX 一 Xo) 
tC— t= 
了 2 
1 一 | 三 


12.1.34 设 S' 系 相对 于 S 系 的 速度 V 并 不 平行 于 工 轴 , 一 上 一 0 时 ,z 与 过 辅 ,y 与 
y 轴 、z 与 xz' 轴 两 两 重合 . 误导 加 这 种 悄 下 的 沿 从 兹 变换 公式 


提示 :把 rr 分解 为 平行 于 V 的 分 量 ry 一 全 于 V .ry 一 人 


—r™—ry Ad —r'y, 


解 
“了 


r 
reV 了 一 
V 2 
一 
C 
或 
Hey rr TY 一 了 < 
2 
1 一 | 
C 
n 一 一 V =r— SV 
VerV ,reV 
1 co V Cc 
加 二 | 二 | 
1—| 


12. 1.35 考虑 图 12.7 所 示 的 三 个 坐标 系 3838、.S' 和 "之 间 的 洛 伦 效 变换 ,这 里 x、x'、 
zx" 是 互相 平行 的 ,S'、S" 沿 z 轴 问 正和 辣 运 动 ,S' 相 对 于 S 的 速度 为 wy" 相对 于 的 速度 为 
v2. 证 明 ; 洛 伦 兹 变换 的 道 变 换 是 洛 伦 兹 变换 ,两 个 洛 伦 兹 变换 的 结果 是 另 一 个 洛 伦 兹 变 


换 . 


wi( 对 5) 


图 12.7 
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证 明 S、S' 两 坐标 系 之 间 的 洛 伦 兹 变换 为 (从 S 变 为 S') 


1:— x 
/ Ut | | C’ 
TX 一 一 一 一 ， 一 y， xz 一 >z，L 一 
1 一 | 宇 | 1 一 | 翌 | 
C C 
由 上 述 四 式 可 反 解 出 xz、y、zt 与 x’'、y' 、z'、t' 则 的 变换 关系 为 
| 2 
VU 
z! 1 一 一 — TXT— vt 
C 
2 2 
VU U 
tl | =i 过 rT， t= XxX 二 tt 1— |2 
C C C 
2 2 2 2 
v U VU VU 
ol ] 一 一 一 之 一 2 > 十 去 1 一 一 -天 1 一 
C C C C 
、 U 2 
两 边 除 以 /1 一 | 于 | , 即 得 
xX 十 vt 
ba 
2 
U 
1 "| 
C 
ft' 十 二 
) ) 2 
也 ys vt 了 
上 一 忆 tv /一 | 二 | = 
Le | Ul 
-~ 一 一 1 -二 
1 C C 


加 上 > 一 y,z 一 z ,给 出 了 从 S' 变 回 $ 的 变换 关系 是 洛 伦 兹 变换 ,S 系 以 一 v 的 速度 相对 

于 S' 系 运动 . | 
下 面 来 证 明 两 个 洛 伦 兹 变换 的 结果 也 是 一 个 洛 伦 效 变换 .从 S 变 到 S', 再 从 S' 变 到 

S"，, 结 果 是 从 $S 变 到 S" ,证 明 x”、y”、z”.t" 与 xz、y、z\t 间 的 变换 关系 是 洛 伦 兹 变换 关系 . 


ft! L271 
, TX' — vt ; C 
Xx” 一 六 一 
v2 1 [vz) 
C C 
» nm Ul Us 
为 书写 简便 起 见 , 令 PP 一 思 ,p: 一 饶 ,将 
| ,Biz 
| 和 一 chit C 


代入 上 述 两 式 ， 
B+ ,| 


z 一 
Do 


M1—B.NV1—pP MN1— Bi.N1i—p 0 


ad 
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(1 BDU — BP) 
(1 二 PBB) 


HP _ 
7 二 


下 面 证 明 
1 
(1 十 piB,)” 1 十 00， 
‘pl1— (Pit Bs) + piB, 
所 逻 = (1 + BiB2)? 
一 1+ 十 所 忆 一 (二 | + 所 
(1 十 六 Po) ] + BB, 
A pn Bit+p 
?P71+BB, 
tC— p. 
T" 二 Ze £1 一 - Cc 
V1l—p 一 B2 
或 
1 ZX 
rx 一 二 Ut jy 一 [2 
1 一 也 | | 工 | 2 
让 ; 
其 中 
| 十 Tp 
UY 
1 十 一 
C 
加 上 
一 = Yy, 2 ”一 Y 一 > 
可 以 看 出 ,S" 与 8 之 曾 的 变换 是 洛 伦 交 变换 ,S" 系 对 5 系 的 速度 为 -zc 
1 十 一 六 
C 


12.2 狭义 相对 论 的 运动 学 


12. 2.1 S' 系 以 V 的 恒定 速度 沿 S 系 的 zx 轴 癌 正 癌 运动 ,者 质点 在 S' 系 的 x'y' 平 面 
内 运动 ,速度 v 与 zx' 轴 的 夹 角 为 9. 试 证 明 , 在 S 系 中 ,质点 的 速度 wv 与 z 轴 的 夹 角 9 满 
足 关 系 : 


2 
vsing ,A/1C— 4 


证 明 用 速度 变换 和 公式， 
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V 2 
ya 
UU 一 2 9 一 V c 
1 十 -iv 1 十 -vz 
C C 
人 加 
pv CC 
tanty 一 十 人 加 zcosl 十 六 


12.2.2 两 根 静止 长 度 均 为 5 的 杆 成 一 直线 放置 ,并 以 相对 于 一 个 参考 系 以 相同 的 
速率 v 匀速 相同 运动 . 试问 在 固 连 于 一 个 杆 的 参考 系 内 的 观察 者 测 得 的 另 一 根 杆 的 长 度 
是 多 少 ? : / 

解 ” 先 求 出 在 固 连 于 一 根 杆 的 参考 系 S' 中 男 一 根 杆 的 速度 , S' 系 对 原 参 考 系 的 速度 
为 v, 男 一 根 杆 在 S 系 中 的 速度 为 v, 二 一 v,v, 二 v. 二 0. 

在 S' 系 中 , 男 一 根 杆 的 速度 由 速度 变换 公式 可 得 


ov vv 2 
I 一 2 
cc 十 vw 
C 
7 2 
2 Aj 一 | 一 
i! 性 
vy 一 一 有 
了 
1 一 一 7x 
C 
2 
也 
VU ] 一 一 
Uv, = 0 
VU 
1 一 一 Vx 
C 


在 S' 系 中 看 男 一 根 杆 的 长 度 为 


] 也 

2 4vic4 £2 v2 £2 
TN! re ri 
12. 2.3 ”两 根 静 止 长 度 均 为 io 的 尺 在 某 一 参考 系 中 分 别 如 图 12. 8(a) 、(b) 那 样 以 相 

同 的 速率 v、 互 成 90° 角 运动 ,在 与 一 根 尺 固 连 的 参考 系 中 测 得 的 另 一 根 尺 的 长 度 是 多 少 ? 
解 ” 取 图 12. 8(a)、(b) 图 中 处 于 下 方 的 那 根 尺 为 参考 系 S'. 取 x、zx' 轴 正 向 与 这 根 杆 


/ 
i!' = 1 一 | 至 


站 


图 12. 8 
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在 3 系 中 的 速度 一 致 ,用 速度 变换 公式 ， 


| 2 
TU 
Ur™ V 1 C 
Vy 二 
ER 
|] 一 vr 
Cc 


Uy 
l 一 avz 


另 一 根 杆 在 S 系 中 的 速度 ,对 于 图 12. 8Ca)、(b) 两 种 情况 , 均 有 vz=0,vV,—=v. 
在 S' 系 中 , 另 一 根 杆 的 速度 ,两 种 情况 均 有 


/ 7 v |? 
wo 


(a) 方法 一 :在 S 系 中 , 杆 在 其 速度 方向 有 收缩 ,而 在 与 其 速度 垂直 的 方向 将 保持 其 
长 度 不 变 . 


/ 
ty= bo | i 
vv 
< 一 
1 
/ 1 一 过 
=l = < 
， 
C 
在 S' 系 中 ,在 平行 于 v ' 方 向 有 洛 伦 兹 收缩 ,垂直 于 w 方向 保持 长 度 不 恋 . 
7 
< Lo UU UU 1 
y= Ly 1 二 1 “一 天 一 Lo 
， 
C C2 
2 
T 
/ 加 
=1 =% : 
TU 
2 
C 
所 以 在 S' 系 中 , 另 一 根 尺 的 长 度 为 
L, wz 2 2 py 
r= pt = 一 全 一 | 1 一 方 + 11 一 二 | 
> 2 C C 
C 
1 1 
l UvU: vl? Z | 2 
- 
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方法 二 :可 以 导出 一 个 简便 的 计算 方法 . 设 另 一 根 尺 在 S' 系 中 的 速度 v ' 与 动 杆 的 来 
角 为 9, 则 这 根 尺 在 v ' 方 向 的 静 长 分 量 为 locos0, 在 与 v ' 垂 直方 向 的 静 长 分 量 为 /using ,在 
S' 系 中 测 得 长 度 的 平方 为 : 


2 
12 , 12 
locos0 |/ 1 一 一 十 〈losinl) 一 Locos0| ] 一 2 十 Losin 1 
C 
12 2 
TU Uv 
= 1¢ — Ltcos’0 ， -1 一 要 
C C 
v2 
[! 一 一 Lo ] 一 一 人 
Cc 
今 vy = 二 vi， 
12 2 
Ur U 
=loA/l— =loA/l— 
C C 


(b) 显然 上 述 方法 二 很 简便 ,这 里 就 只 采用 方法 二 ,vy ==v，， 


者 2 
/ = 4 1 一 于 一 hl- 所 [1 一 乞 二 loA/1 一 各 十 万 


Cc yy i 2 


12. 2. 4 在 某 一 参考 系 中 ,两 条 飞船 A、.B 分 别 以 0, 8c 及 0. 6c 的 速率 相向 而 行 , 找 
出 一 个 参考 系 S' ,使 两 条 飞船 分 曾 以 相同 的 速率 v' 相 向 而 行 . 求 ; 
(1) S' 系 对 S 系 的 速度 vw 


(2) v' 有 和 多大? 
解 设 S' 以 v 的 速 举 、 方 谋 污 4 船 的 运动 方向 相同 对 S 系 运 动 .在 S' 系 中 ， 
J UA UU / UB YU 
UA 一 yy vB 一 yy 
1 一 L204 1 一 L208 
今 vs 二 0. 8c,vgp 二 一 0.， 6c ,一 op 一 一 六 ， 
0. 8c 一 已 (一 0. 6c) 一 也 0.6c 二 vv 
1 一 三 。0.8c 1 一 三 (一 0.6c) 1 十 0.6 一 
C C Cc 
从 上 式 可 得 
过 一 5.2c 十 c 居 一 0 
Pr 
一 2 2 ~V (5, 2c ) 4c — 0 oe 
2 
( 另 一 个 根 v 二 5c>>c 是 不 可 能 的 . ) 
2 = 0.714 
| 2oUA 1 CT— 一 0 8 
C C 


12.2.5 在 某 一 参考 系 中 ,物体 4 以 匀速 率 wa=0.8c 沿 工 轴 回 正 加 运动 ,物体 吾 以 
名 速率 vp 二 0, 6c 沿 xz 轴 向 负 向 运动 . 在 4 看 来 ,B 的 速度 vs 如 何 ? 
解 A 为 S' 系 , 它 对 S 系 的 速度 v= 二 va 二 0. 8c, 今 vs 二 一 0. 6c, 有 所 以 


* 980， 力学 (下 册 ) 


vs 一 一 一 = 一 人 一 一 0. 95c 
] 一 2 UB ] 一 22 (一 0 6c) 


在 A 看 来 ,B 以 0. 95c 的 速率 向 着 4 运动 . 

12.2.6 利用 速度 变换 公式 , 求 出 12. 1. 2 题 所 述 的 菲 佐 实验 中 ,顺水 速 和 道 水 速 两 
种 情况 下 的 光速 ,与 用 以 太 假 设 解 释 菲 佐 实 验 引 入 的 拖 电 系数 上 后 的 光速 相 比 较 , 从 而 导 
出 不 与 折射 率 的 关系 . 

解 ” 取 固 连 于 水 的 参考 系 为 S' 系 , 静 系 为 S 系 ,S' 系 对 9 系 的 速度 v 二 vi, 用 速度 变 
换 公 式 


vz 十 v 

1 十 二 vw 

C 

顺水 速 情况 ,太一 天 ,在 系 中 ,光速 为 
元 十 C U C U Uv’ C ] 
5 一 oz 一 一 一 全 | 一 十 1 一 也] 一 上 十 v 一 筷 一 下心 万 十 v1 一 点 
Uv Cc n nc n n nc nn n 
le nn 


逆水 速 情 况 , 仍 取 x、z' 轴 沿 水 速 方向 , 仍 有 vw =vi, 但 v= 一 二 ,光速 v, 二 一 v,, 则 


Cc 


一 二 十 
一 V2 二 Vz 一 ~ 一 十 v|1 一 水 
1 十 (一 地 " ” 
Vs 二 一 一 ol l 二 | 
与 用 以 太 假 设 引 入 的 拖 蝶 系数 计算 的 顺水 速 、 道 水 速 两 种 情况 的 光速 相 比 , 均 可 得 
] 
& 一] 一 一 


12. 2.7 一 束 光 通过 折射 率 为 n 的 玻璃 块 ,如 果 玻 璃 块 以 恒定 速度 v 沿 入 射 光 方向 
运动 . 试 求 在 玻璃 块 中 光 相 对 于 实验 室 参考 系 的 速度 . 
解 ” 取 S 系 为 实验 室 参 考 系 ,S' 系 为 固 连 于 玻璃 块 的 参考 系 ,x、x' 轴 的 正 向 均 与 光束 


的 入 射 方向 一 致 . 设 ww 分 别 是 光 在 S、S' 系 中 的 速度 ,ww 一 ,所 以 


人 


12.2.8 火箭 4 相对 于 地 球 以 0. 8c 癌 十 y 方 同 飞行 ,火箭 B 以 0.6c 同一 + 方向 飞 
行 ,由 火箭 B 测 得 的 火箭 4 的 速度 是 多 少 ? 

解 ” 取 地 球 为 S 系 , 火 第 B 为 S' 系 ,uw 分 别 是 火 稍 A 相对 于 地 球 和 火 第 B 的 速度 ， 
S' 系 相对 于 S 系 的 速度 为 v = 二 一 0. 6ci, 今 已 知 w 二 0,w, 二 0. 8c; 所 以 
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2 
“Nl 2 0.8c V1C— (~— 0.6) 
0.64c 
] Vuz 1 一 
2 . 


u' 一 人 Cl + (us) = 0. 88c 
u 与 x' 轴 来 角 
0, 6b4c 
0. 6c 

12.2.9 一 个 处 于 静止 状态 的 K° 介 子 衰 变 成 一 个 x* 介 子 和 一 个 介子, 各自 都 具 
有 0. 827c 的 速率 ,如 果 玉 "介子 在 以 0. 6c 的 速度 飞行 时 衰变 ,其 中 一 个 xx 介子 可 能 有 的 最 
大 速率 多 大 ? 

解 ”其 中 一 个 x 介子 可 能 有 的 最 大 速率 是 在 原 运 动 系 看 的 K* 介 子 在 S' 系 中 衰变 产 
生 的 与 K* 介 子 的 运动 方 品 相同 的 那个 x 介子 所 具有 的 . 今 S' 系 对 S 系 的 速度 v==0. 6c， 
沿 z 轴 止 冶 , 设 具有 最 大 速率 的 那个 x 介子 相对 于 S、S' 系 的 速度 为 w 和 ww, 均 沿 x、x' 轴 
方 同 ,u' 二 0. 827c， 


{a 
0 = arctan 7 一 arctan ~ 46. 8° 


UO 二 0.954c 
] + Ea ] 十 0.6c。， 0. 827c 
C 万 
/TY I 
12.2. 10 证 明 0 一 其 中 ‘5 "分 别 是 粒子 在 S 系 和 3 系 
中 的 速度 ,V 是 S' 系 相对 于 S 系 的 速度 . : 
证 明 
| V? , V? 
, zz V 2 1 3 1 
TIT 1 9 YY V 9 TT V 
1 + 1 十 一 xz 1 十 一 
2 
PE 1 一 二 | 
1+ 
2 
-i tt 
+) 
这 里 用 了 zw '，。V=viV 
2 XY vt vj + vk) X Vi= (vj — vk) 
oY Vs 十 
人 C 
所 以 


V < | 


C 


v= rp 十 Y) 一 | 
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本 


1 vv XV]2 
"5 一 一 -一 一 一 | Co 十 V) 一 | 一 全 一 
rr | C | 
12.2.11 当 S' 系 相对 于 S 系 的 速度 v 有 任意 方向 时 , 试 导 出 速度 变换 公式 ,并 表示 
成 天 量 形 式 . 
解 ” 用 12. 1. 34 题 的 结果 ， 
r*V ry 
二 一 一 一 一 一 一 一 (1) 
V | 
] 一 
C 
mm *V 
r TY 一 V (2) 
mV 
f C 
t = 一 一 一 (3) 
J 
C 
站 
Ar:V NV 1) 
7 了 
一 人 
C 
， Ar *V Ar 。 
Ar — TV = Ar— TV (5) 
A 人 Vv 
;0 
Al = (6) 
1 一 [| 


(4) 式 和 (6) 式 等 号 两 边 分 别 相 除 , 取 极限 At 一 0,At 一 0, 由 v ' 二 lim A5vo =lim 所 ,可 得 
0 下 


V 
v'*V vy 


ge 


V vv 


VV 
vo vy, VVy 人 
V? Vy V v*V (7) 
£2 1 一 £2 


同样 (5) 式 和 (6) 式 等 号 两 边 分 别 相 除 , 取 极 限 At' 一 0,At 一 0, 可 得 


2 
【4 1 一 | 二 | 
TY = 一 一 一 一 (8) 
] ov 
2 


C 
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(7) 式 十 (8) 式 ,得 


v' = 


v 1 (¥) vt [Eh 


12. 2. 12 一 光源 在 其 静止 的 坐标 系 中 癌 各 方 同 均 匀 地 辐射 , 当 它 以 接近 于 光速 c 的 
速率 v 在 参考 系 9 中 运动 时 ,在 S 系 中 , 它 的 辐射 将 在 它 的 前 进 方向 上 有 强烈 的 辐射 (这 
种 现象 称 为 前 灯 效 应 ). 要 使 发 射出 的 辐射 有 一 半 在 半 顶 角 9=10 :rad 的 圆锥 状 立体 角 
内 ,v 应 多 大 ? 

提示 ;可 利用 12. 2. 1 题 结果 . 

解 ” 12. 2. 1 题 已 证 明 ， 


] 
ve*V 
] 一 £2 


v'sint /1 一 Esl 
vecos0+V | 

把 光源 取 为 S$ 系 , 只 要 加 2& = 二 90" 的 辐射 ,在 S 系 中 变 为 同 9 二 107 rad 方向 辐射 , 则 
bp 一 90" 的 辐射 (辐射 的 一 半 ) 都 在 02=107-3rad 为 半 顶 角 的 圆锥 状 立体 角 内 , 式 中 均一 <. 


tang 一 


2 

csin90° |/ 1 一 于 

一 4 vv vv 和: 
tanil0 二 ccos90 二 了 


tan10-3>:10-3 ,代入 上 式 , 得 


~ |< 


10™V =ec 1 一 | 


_ ] - | 了 -| — 一 ? 
7 = Ti 1— 10")c= (1—5X10 


12. 2. 13 ”证 明光 线 与 z 轴 的 夹 角 69 的 变换 公式 为 


解 出 


2 
csinl A/1C— | 
tang = 一 一 一 一 一 一 
ccos 十 人 
ccos 十 V 
Cosl 一 c 十 VcosB 


证 明 ”12.2.1 题 中 将 质点 在 S' 系 中 的 速率 vw 改 为 光速 c, 即 得 要 证 明 的 第 一 个 式 子 . 
这 里 为 混 出 第 二 个 式 子 .重新 证 明 如 下 : 
,二 vz 二 VV _ ecos0 +V 


1 十 三友 1 十 cosg 


2 
csint A/1C— Ea 


Cc 


Vs 
a 


>yA1/ 1 一 
Uy Tr 一 


1 十 v0 ] 十 cosb 
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2 

csin@ /| ] 一 Ea 

~ CC 
ccos 十 V 


tang0 =— 一 一 
Ur 


vr ccosO++V 
“os 一 c cc 十 Ycosp 


12. 2.14 ”一 光束 在 某 一 参考 系 内 构成 一 立体 角 dQ, 试 问 当 变换 到 另 一 个 惯性 参考 
系 时 ,其 立体 角 如 何 变 化 ? 

解 在 $S 系 内 在 立体 角 d2=sinbdbdp 内 的 光束 ,在 38 系 内 光束 出 现在 立体 角 df = 
sin8d0 dp' 内 ,p= 二 9' ,dp 一 dp 


由 上 题 证 明 的 式 子 
9 = ccos + 了 
“eVeost 
其 逆 变 换 为 
cos0r = CCOSL 一 Y 
CC 一 Ycosb 
d 人 2 一 SinldOdp :一 一 dcosl dp!’ 
__ 1] ,， TYTr2、 : cc 一 了 Hp 
(cc— Veos0)i 4 V Dsingdldy 一 (c 一 VeosO i 


12. 2. 15S 相对 于 有 限 的 恒星 系 静 止 的 观察 者 4, 看 到 恒星 系 有 各 向 同性 的 星体 分 
布 , 若 4 能 看 到 的 全 部 星体 数 为 NN , 则 在 立体 角 dQ 中 看 到 的 星体 数 为 


N 
dN (WV,p) 一 nd 0,9) 


其 中 d2(00,p ) 一 sinbdbgdp 是 0 一 2 十 d6,2 一 p 十 dp 所 张 的 立体 角 . 

为 一 个 在 沿 = 轴 以 速度 v 运动 的 参考 系 中 的 观察 者 B 如 能 看 到 观察 者 4 看 到 的 每 
一 个 星体 . 求 : 

(1) 观察 着 互 在 9 .2 的 单位 立体 角 内 看 到 的 星体 数 N (9 ,9')， 

(2) 当 wc 时 ,观察 者 B 在 9 二 0 和 68 = 二 x 处 的 单位 立体 角 内 看 到 的 星体 数 N (0,@')、 
N(x,p'). 

解 (1) 用 上 题 得 到 的 结果 

5 一 人 7 


4 = 一 一 一 一 一 人 77d02 


(c 一 Veos0): 
改写 为 
40 = c 一 《一 站) C“ 一 人 40 
[ec 一 (一 Vcosg Td (c+ Veosb ) 
观察 者 4 在 dQ2(9,9 ) 内 看 到 的 星体 数 也 是 观察 者 B 在 df2' (9 ,9 ' 内 看 到 的 星体 数 . 故 
dN (0 ,9') = dN(O,9) = 之 一 < 一 dy po) 


dx (c 十 Veoso ): 
观察 者 B 在 9、p' 的 单位 立体 角 内 看 到 的 星体 数 为 
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， dN(O 9p’) NN C 一 有 7 
NY ,Pp ) d(27 (0 0 ) ”4r (c 十 Tcosg' ): 


在 上 题 中 用 了 wv'=v ,do 一 dp ,未 加 证 明 , 这 里 补充 证 明 如 下 : 


| 2 | 2 
urA/1C— | wu,A/1C— ”| 
1 C J! -一 ~ Cr/. 
9 9 
] 一 Ly 
C 


Uy _ Uy 1 
WW 即 tang’ = tang 
所 以 P =9 ',d9' =do9. 
(2) 当 了 ->c 时 ， 
_ cmV / 
在 9 一 0 时 ， Tyco™0; N(0,9') 一 0 
— cmV A 
在 9 二 x 时 ， (c+Veosn): ~ i! Nr,p ) 一 29 


在 观察 者 B 看 来 ,在 他 相对 于 恒星 系 运 动 的 方向 上 看 不 到 星体 ,而 在 相反 方向 能 看 
到 全 部 星体 . 这 与 12. 2. 12 题 所 述 的 前 灯 效 应 并 不 矛盾 ,而 且 是 一 致 的 . 

12. 2. 16 ”宇宙 飞船 以 v=0, 8c 的 速率 飞 离 地 球 ， 当 在 地 球 参考 系 中 测 得 距 地 于 
6. 66X 108km 时 ,一 无 线 电 信和 号 由 地 球 上 的 观察 者 同 飞船 发 出 . 

(1) 在 飞船 参考 系 中 测量 多 长 时 间 到 达 飞 船 ? 

(2) 在 地 球 参 考 系 中 测量 多 长 时 间 到 达 飞 船 ? 

(3) 在 地 球 参 考 系 中 测量 飞船 收 到 信号 时 的 位 置 . 

解 ” 取 地 球 为 S 系 , 飞 船 为 S' 系 ,t= 二 :二 0 时 ,XxX 二 Xx/ 二 0,S' 系 以 v= 二 0, 8c 的 速度 沿 = 
轴 正 方 问 运动 . 

(1) 地 球 发 出 信号 时 ,z==0， 


,6.66X10 x 10- 
0.8X3X10 


由 洛 伦 兹 变换 可 算出 发 信号 时 ， 


—— _ 8 
Hix _0—0.8X3X10xX2.775 X10 ]] x 10u(m) 


) [了 1 一 (0. 8) 
机 


飞船 收 到 信号 时 必 一 0, 在 飞船 参考 系 中 测 出 从 发 信号 到 收 到 信号 需 时 
0 一 (一 1.11 X 10™™) 
3 X 10” 

(2) 方法 一 : 设 At 为 从 发 信号 到 收 到 信号 地 球 参考 系 中 测 得 的 所 需 时 间 

0.8c * At 二 6.66 XxX 10° Xx 10° = chr 


6.66 X10 X 10- 
(1—0.8)x3x10 


方法 二 :也 可 用 洛 伦 兹 变换 从 At' 求 出 At， 


= 2.775 X 10°(s) 


At' = 一 3.7 X 10’(s) 


Ai 一 = 1.1] x 10°(s) 


。986 。 力学 (下 册 ) 
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(3) 在 地 球 参 考 系 中 测量 ,飞船 收 到 信号 时 飞船 的 位 置 为 
T=cAt=3X 10 Xx 1.11 x 10= 3.33 Xx 10*(m) 
12. 2. 17 在 一 惯性 系 S 中 观察 到 两 宇宙 飞船 
$V | 沿 两 直线 相向 平行 飞行 ,轨道 间距 为 4, 如 图 12.3 


4 , 所 示 . 每 条 飞船 的 速率 均 为 ,ec 为 真空 中 的 光速 
(1) 在 S 系 中 看 , 当 两 飞船 抵达 最 近 点 (图 中 虚 


人 线 表示 的 A、B 两 点 ) 时 ,飞船 (1) 以 闻 c 的 速率 投 出 
一 小 包 豆 . 从 飞船 (1) 上 的 观察 者 来 看 ,为 使 包 于 能 
被 飞船 (2) 收 到 ,必须 以 什么 样 的 角度 投 出 ? 
(2) 从 飞船 (1) 的 观察 者 来 看 , 包 囊 的 速率 多 大 ? 
解 (1) 在 S 系 中 , 取 图 12.9 中 给 出 的 x、y 坐标 ,飞船 运动 方向 平行 于 y 轴 , 显然 ， 
包 囊 必须 有 一 坊 ,才能 在 飞行 过 程 中 始终 有 与 飞船 (2) 相 同 的 y 坐标 ,才能 当 它 飞 过 Az 
=4 的 距离 后 托 达 飞船 *2) ,因此 在 S 系 中 ， 


/, , /1 3 
vr 一 2 一 一 A Cc 


4 


2 


C 


A 
2 4 


飞船 (1) 参 考 系 3 以 te 的 速率 沿 一 y 方 癌 运动 ,y 一 — cj,S’ .S 两 系 中 的 速度 变换 
关系 为 


(=) M3 
HN ce _ 2 ”7 
/ 1 + 
C 2ZC 
U 十 二 
J = (VV) 2 2 
1 一 《一 二 由 
C LOC 
包 囊 在 $ 系 中 的 速度 为 
VU. 一 5 < TO ~。 
艺 4 9 y 9 
包 囊 在 S' 系 中 的 速度 为 
Uv, 一 D3, of 一 二 < 
10 >” 5 


包 职 相对 于 zx' 轴 的 角度 


U 
a = arctan 了 — arctan 
二 
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(2) 在 S' 系 中 看 包 于 的 速率 为 


11 — Vani2 十 也 —— 1 Voe 


10 

12. 2. 18 ”观察 者 1 看 到 粒子 以 速度 v 在 与 他 的 z 轴 成 gp 角 的 直线 轨道 上 运动 ,观察 
者 2 以 速度 V 相对 于 观察 者 1 沿 z 方 向 运动 , 求 观察 者 2 测 得 的 粒子 运动 的 速度 ,并 考虑 
vc 的 极限 情况 ,检验 你 得 到 的 结果 . 

解 ” 设 观察 者 1 和 2 各 自在 其 中 静止 的 参考 系 为 S 和 S' 系 ,坐标 互相 平行 ,+、zx' 轴 
在 v 和 V 所 决定 的 平面 内 ,p 和 9 ' 分 别 是 粒子 在 S、S' 系 中 的 速度 v .v ' 与 z、z' 轴 夹 角 . 

由 速度 变换 公式 ， 

;ve—V vosp—V 


Us V Vvcosg 


1 一 一 1 一 2 


A /12 1 2 /2 一 ] 2 2 vv | 
v" 一 vztvytvr og v 十 VV 一 2vVcos? 一 asin'9 


] — Vvcos -3 


Uz 
”| 二 arctan 
Uz 


2 ”一 arctan 


当 UC 时 ， 
， (ce? 二 Vi— 2cVcosyp — Visinip)l 
UU — V = C 
] 一 一 COs9 

在 任何 惯性 参考 系 中 ,在 任何 方向 ,真空 中 的 光速 都 是 c, 这 正 是 狭义 相对 论 的 一 条 基本 
假设 . 能 得 到 预期 的 结果 . 可 见 答 案 是 正确 的 . 

12.2. 19 一 枚 火 第 相对 于 固 连 于 自己 的 参考 系 以 匀 加 速度 ao 做 直线 运动 ,按照 地 
球 的 钟 , 从 静止 出 发 ,经 过 多 长 时 间 (假定 时钟 的 运行 与 其 加 速度 无 关 ) ,火箭 加 速 到 V= 
0. 8c? 按照 火箭 内 的 时 钟 ,加 速 到 这 一 速度 需 用 多 长 时 间 ? 

解 ” 用 12. 2. 11 题 导出 的 速度 变换 公式 的 逆 变 换 , 为 书写 简便 起 见 , 令 8= 一 ， 

v 一 V+v' MI—F + Vw)(l — 和 vl] —F)v | + | 

对 上 式 作 微分 ， 


| oe 


力学 (下 册 ) 
。 | 


"988。 
do=[v 二 Pd + 击 (1- VIF)vw dv") 
一 2 
| ov Vv Vi—F+ yi(V: v')(] 


-+ 一 过 
1 十 


有三 
得 
c -PT 
C 


上 述 两 式 等 号 两 边 分 别 相 除 ,化 简 后 
a 二 -二 -2 vo + vill 
1 
将 v' 二 0,a' 一 ae 代入 上 式 , 火 第 相对 于 地 球 的 加 速度 为 
2 5 1— MI FR)VG— PB) = (1— PB)’?ao 
,t 是 用 地 球 时 钟 计时 的 ， 


VIF)V | 


a= (Pa " 


注意 :V 是 火箭 的 速度 ,是 变量 , 故 8 也 是 变量 ,a= 
2 这 


dV 
dt ee) 
| dV 一 | Qodt 一 Cot 
下 
C 
按照 地 球 的 钟 , 加 速 到 0. 8c, 需 时 
V V V=0,. 8C 
:= a Cc < _ 4 
| V2 3 a YY 2 3ao 
-区 
_c€C C V=0 
di 一 dt /1 一 一 
T72 1 -2 
将 山 = 寺 | 1 一 所 | “dV 代入 上 式 ， 
214 一 1 
dt = 二 1 一 瑟 | dy 
按照 火箭 内 的 时 钟 ,加 速 到 0. 8c( 地 球 上 测 得 ), 需 时 
dV 1 0,. Be dV 0, Sc dV Cc 
一 一 -人 7 -了 | 一 一 In3 
| ] 十 | ] 一 二 wo 


2a0 


1 0. 8c 
二 | 
2 


ft' = 二 | 
12. 2. 20 静止 的 氨 原 子 发 出 一 条 光谱 线 H; 的 波长 4=0. 4101X10 5. 当 氧 原子 以 

v 二 5X1i0;m/s 向 着 观察 者 飞行 时 ,观察 者 看 到 的 波长 有 多 大 的 改变 ? 
解 ” 取 静止 参考 系 为 S$ 系 , 固 连 于 氧 原子 的 参考 系 为 S' 系 , 今 有 ==0. 4101 X10 
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用 多 普 勒 效应 公式 ， 


vU 
! 2C 


一 1 |X 一 一 MX 一 一 6.8 X10 "m 


-Li 一 如 


* 989。 


12. 2. 21 ” 当 一 光源 以 速率 Vi 向 地 球 靠 近 时 ,地 球 上 静止 的 人 甲 看 到 光源 发 出 的 是 
波长 如 二 5000A 的 绿 光 ,而 相对 地 球 以 速率 了, 运动 (与 光源 的 运动 沿 同一 直线 7) 的 人 乙 看 
到 的 光 是 波长 4% 二 6000 A 的 红 光 . 当 交 涛 以 相同 的 速率 Vi 远离 地 球 时 , 甲 也 看 到 波长 和 


的 红 光 . 
(1) 求 光谱 发 出 的 光 的 波长 ho， 
(2) 求 V1.V; 的 值 ; 
(3) 当 光 源 以 Vi 还 离 地 球 时 , 忆 看 宰 的 光 的 波长 多 大 ? 
解 (1) 设 地 球 沟 5S 系 , 光 源 为 3 系 , 纲 察 着 乙 为 S" 系 ， 


1 ciV / /5 十 了 
一 ”AN 一 TV ^ 一 cv 


今 光源 发 出 的 光 的 波长 A 二 ,光源 以 Vi 的 速率 靠近 观察 者 甲 "一 YA 一 和 个， 


jc 十 Y 
hh = 


光源 以 Vi 的 速率 和 还 离 四 ,1 一 一 YA 一 4 
有 t 一 Vi 
% Nerv" 


/1 一 四 hz， Mo 一 人 4142? 一 5477A 


(2) 用 上 述 (1) 式 解 出 Vi, 作 如 下 计算 ， 
c++ A—A 2V! TV 


pp 


2 cc—Vi’” RM 2c ce 


(1)、2) 两 式 相 乘 ， 


一 -iC = 0. 091c 
(一 站 二 天 


设 光源 以 V" 的 速率 靠近 观察 者 乙 时 , 乙 看 到 的 波长 为 居 , 用 上 面 寻 出 的 公 云 ， 


TY Ao 人 4 


”一 二 一 一 0. 091c 


(1) 


(2) 
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为 负 值 ,说 明光 源 与 观察 者 乙 是 相互 远离 的 ,因此 VV” 也 是 S”" 系 对 S' 系 的 速度 . 
可 用 速度 变换 公式 求 S$" 系 对 S 系 , 也 即 观察 者 乙 相 对 于 地 球 的 速度 了 :. 在 .3' 系 与 5 
系 中 作 速 度 变 换 


今 知 乙 对 S' 系 的 速度 沿 x' 轴 方向 ,v= 二 0. 091c,S' 系 对 S 系 的 速度 沿 x 轴 方 向 ,V ==V1= 
0. 091c ,要 求 乙 对 地 球 的 速度 v; 即 了 ，， 


0.091c 十 0.09lc 
“2 一 一 0.09ic .0.091c 一 018c 

] 十 和 

(3) 当 光 源 以 Vi 远离 地 球 时 ,用 速度 变换 公式 时 ,S 系 对 S 系 沿 工 正 网 运动 ,= 
Vi, 乙 在 S 系 中 的 速度 为 &.==V;, 则 乙 在 S' 中 的 速度 为 


VW = ) Ya 一 1 十 0.18.0.091 一 201 
注意 :V?>0, 说 明 观 察 者 乙 与 光源 是 相互 远离 的 ,代入 多 普 勤 效应 公式 时 ， 
V 一 一 0.267c 


此 时 , 乙 看 到 光 的 波长 为 


1 c—V 2 一 《一 0.267c) _ 3 
A = A/ 下 ro=A/ 二 0 267c95477 一 7.2X10A 


12. 2. 22 ”一 辆 汽车 以 每 小 时 120km 的 速度 接近 一 个 汽车 速度 监视 雷达 站 ,如果 雷 
达 站 的 工作 频率 mw=2X10!Hz ,雷达 站 上 的 警察 测 到 的 频 移 有 多 大 ? 
解 ” 由 多 普 勒 效应 公式 ,汽车 收 到 雷达 站 发 来 的 信号 的 频率 为 


雷达 站 收 到 由 汽车 反射 返回 的 信号 频率 为 


2 
A: 


频 移 为 


3 
一 w= 人 = i X 2 xX 10 = 4.44 X 10:(Hz) 


12. 2. 23 ”假定 眼睛 可 以 看 到 的 最 大 波长 是 6500 A ,要 使 火箭 发 出 的 绿 光 (5000A)， 
对 于 地 球 上 的 观测 者 成 为 不 可 见 的 ,该 火 第 必须 以 多 大 速度 运动 ? 
解 。” 要 使 频率 向 减 小 方向 移动 ,火箭 需 远 离 地 球 运动 . 设 和 远离 地 球 的 速率 为 w， 
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1 十 ， 工 十 三 
和 C 
A= A 9 时 二 
] 一 二 0 ] 一 一 
C Cc 
之 ) €) 
大 1+ 芋 一 [1 一 vo 
2 2 
A 1+ 卫 + [1 一 一 
所 以 
A2— A 2 2 
1) o. _ 《6500) 一 《5000) 0. 2565c 


二 六 (6500)? 十 (5000): 
12.2.24 氧 原子 光谱 中 的 一 条 谱 线 H, 波 长 为 6. 561 X10-'m, 在 地 球 上 测 得 来 自 
太 阳 赤 道上 相对 两 端 辐射 H。 线 的 波长 差 为 9X10-!?m. 假定 此 效应 是 由 于 太阳 自转 引起 
的 , 求 太阳 的 自转 周期 了 ,已 知 太阳 直径 D=1.4X10m. 
解 ” 设 太阳 由 于 自转 赤道 上 一 点 的 速率 为 w, 则 在 地 球 上 观察 到 太阳 未 道 两 端 辐射 


的 Hs 线 的 波长 差 为 
fc 二 nm /cv, CT) 
A4 = cv “十 z MY 
(AA)* vw (AA)’ 也 
4 v4 二 AND)? eo 
/ cA 
Vv 一 一 一 一 一 
NV 440 十 《AnA) 
太阳 目 转 周期 为 
A 和/ 112 2 


12. 2.25 每 个 双生 子 的 心脏 一 秒 钟 跳 一 次 ,每 人 每 次 心跳 时 发 出 一 个 无 线 电 脉冲 ， 
留 在 家 里 的 一 位 在 其 惯性 系 中 保持 静止 , 另 一 位 旅行 者 在 零 时 刻 由 静止 出 发 , 极 快 地 加 速 
到 速度 v( 在 比 一 次 心跳 更 短 的 时 间 内 , 且 不 扰乱 他 的 心脏 ) ,旅行 者 用 他 的 钟 记录 自己 旅 
行 了 时 间 刀 ,同时 一 直 发 出 脉冲 ,也 一 直接 收 从 家 里 发 来 的 脉冲 . 在 时 刻 ti ,他 突然 改变 速 
度 方 同 , 并 于 时 刻 25 回 到 家 中 ,他 共计 发 出 多 少 脉冲 ? 在 去 途中 他 收 到 多 少 脉冲 ? 归途 中 
收 到 多 少 脉冲 ? 总 计 收 到 和 发 出 的 脉冲 之 比 为 何 值 ? 家 里 的 那 位 从 时 刻 零 到 所 (用 他 的 钟 
计时 ) 收 到 多 普 勒 降 频 脉冲 ,从 时 刻 所 开始 收 到 多 普 勒 升 频 脉冲 , 设 i 是 从 时 刻 ts 直至 旅 
行 结束 的 时 间 间 了 巾 ,他 在 时 间 间 隔 刀 内 收 到 多 少 脉 冲 ? 在 t; 内 又 收 到 多 少 ? 两 者 之 比 为 何 
值 ? 发 出 和 接收 的 脉冲 总 数 之 比 又 为 何 值 ? 

解 ”用 甲乙 分 别 表示 留 在 家 中 和 外 出 旅行 的 双生 兄弟 ,时 间 单 位 以 秒 计 , 则 乙 在 整 
个 旅行 中 共 发 出 脉冲 25 个 . 

在 去 途中 , 乙 收 到 甲 发 来 的 降 频 脉冲 的 频率 为 


* 992。 


在 去 途中 , 乙 共 收 到 所 


一 个 脉冲 . 
1 十 一 


C 


1 十 一 1 十 一 
在 归途 中 , 乙 收 到 甲 发 来 的 升 频 脉 串 的 频率 为 pte “个 
1 一 一 1 一 一 
C 
脉冲 


在 整个 旅行 期 间 , 乙 总 计 收 到 脉冲 数 为 


1 一 一 1 十 一 2t1 
| 十 一 
1 十 一 1 一 一 1 一 | 二 | 
收 到 的 与 发 出 的 脉冲 数 之 比 为 一 一 一 


|) 
下 面 考虑 甲 接 收 与 发 出 脉冲 情况 . 
先 计算 tz 与 二 的 关系 ,用 党 伦 兹 变换 算出 乙 的 钟 为 时, 甲 的 钟 的 示 数 二 
- 7 


过 1 


了 


文 里 取 乙 为 S 系 , 甲 为 S' 系 ,S' 系 对 S 系 的 速度 为 一 vi 


在 从 时 刻 , 甲 测 得 乙 离 他 的 距离 为 vi ,从 那里 脉冲 传 到 甲 处 需 时 2 , 故 在 所 一 站 十 王 才 
期 间 甲 都 收 到 乙 发 来 的 降 频 脉冲 . 


一 |1 十 三 | 


同样 可 以 考虑 ts 与 的 关系 ， 
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1 也 


一 所 , 共 收 到 乙 发 来 的 脉冲 数 为 
] 


在 甲 的 钟 0~ts 时 间 内 , 收 到 降 频 脉冲 频率 为 


在 整个 乙 旅行 期 间 , 甲 收 到 乙 的 降 频 脉冲 和 升 频 脉冲 之 比 为 革 一 1 收 到 的 脉冲 总 数 为 
211. 
甲 在 乙 旅行 期 间 发 出 的 脉冲 总 数 为 


和 发 出 的 与 接收 到 的 脉 囊 总 数 之 比 为 一 一 一 一 ， 
1-(¥ 

可 以 看 到 ,在 乙 旅行 期 间 , 甲 发 出 的 脉冲 总 数 等 于 乙 接收 到 的 脉冲 总 数 , 乙 发 出 的 脉 
症 意 数 等 于 甲 接收 到 的 脉冲 总 数 , 这 个 结果 是 合理 的 ,因为 双方 发 出 的 第 一 个 脉冲 和 最 后 
一 个 脉冲 对 方 都 能 收 到 . 

iz. 2.26 ”一 宝 宇 飞船 以 速度 0. 6c 离开 地 球 飞 向 离 地 球 3 光 年 的 宇航 站 (地 球 参 考 
系 测 出 的 距离 ), 然 后 再 返回 地 球 . 起 飞 时 地 球 的 钟 为 :=0, 飞 船 的 钟 为 1 ==0. 地 球 上 每 隔 
:年 向 飞船 发 一 光 屿 冲 ,飞船 上 的 人 也 每 隔 1 年 向 地 球 发 一 光 脉 冲 ,试问 : 

(1) 旅行 这 秋 中 ,地 球 上 的 人 和 飞船 上 的 人 各 发 了 几 个 胀 冲 ? 

(2) 飞船 上 的 人 在 哪些 时 刻 收 到 脉冲 ? 

(3) 地 球 上 的 人 在 哪些 时 刻 收 到 脉冲 ? 

名 (1) 按 在 地 球 参 考 系 (S 系 ) 中 测量 ,宇航 站 离 地 球 的 距离 为 工 =3c( 时 间 以 年 为 
单位 )， 


飞船 从 地 球 到 宇航 站 需 时 4 二 = 二 5( 年 ), 从 宇航 站 返回 地 球 需 时 t= 一 5 


(年 ). 整个 旅行 过 程 , 需 时 十 ts 二 10 年 .地球 上 的 人 同 飞船 共 发 了 9 个 脉冲 ( 回 到 地 球 就 
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不 再 互 发 脉冲 ). 
对 飞船 到 达 宇 航 站 这 个 事件 用 洛 伦 效 变 换 公 式 , 求 飞船 的 钟 的 示 数 ， 
t' 十 zx! 
) 一 C 
1 一 [全 


今 vu 一 0. 6c ,XxX' 二 0,t 二 二 5 年 . 


2 
六 一 上 /1 一 一 一 4 年 


按 飞 船 的 钟 计 , 从 宇航 站 返回 地 球 又 需 4 年 ,因此 旅行 期 间 , 飞 船上 的 人 疝 地 球 共 发 了 7 
个 脉冲 . 
(2) 方法 一 : 按 地 球 上 的 人 测量 ,地 球 上 一 年 后 发 第 一 个 脉冲 ,飞船 上 的 人 收 到 时 刻 


c(ti — 1) = 0. 6ct 
ti 二 2. 5( 年 ) 
用 洛 伦 兹 变换 公式 ,可 算出 ,飞船 上 的 人 收 到 第 一 个 脉冲 的 时 刻 为 


2 | 也 ) = 2( 年 ) 


飞船 上 的 人 收 到 来 自 地 球 上 的 人 发 来 的 第 二 个 脉冲 的 时 刻 to( 用 S 系 ) 和 zt( 用 S' 系 ) 
计算 如 下 : 
c(t, — 2) 二 0. 6ct,，t, 二 5 年 


tf 一 oj 一 | 二 二 4 年 


飞船 收 到 第 三 个 光 脉 冲 是 在 归程 中 收 到 的 .飞船 收 到 时 已 走 过 的 距离 加 上 第 三 个 脉 
冲 走 过 的 距离 等 于 往返 的 整个 路 程 . ( 按 S 系 测 出 ) 
0. 6c。 妇 十 ci 一 3) 一 2X3c 
飞船 上 的 人 收 到 第 三 个 脉冲 时 刻 (S 系 测 得 ) 


2 
ts 一 t; 1— [| = 二 X 0.8 一 4.5( 年 ) 


飞船 上 的 人 收 到 第 2 个 (之 3)7 脉 冲 ， 
ct 一 12) 十 0.6cb 一 2Xa3c 
1. 6ct, = (n+ 6)c 


2 
二 | = X0.8 一 方 o 十 6)( 年 ) (3<n<9) 


飞船 上 的 人 收 到 地 球 发 来 的 9 个 脉冲 的 时 刻 ( 飞 船 的 钟 ) 为 妃 王 2,4,4.5,5,5.5,，6,6.5，7 
和 7. 5 年 . 
(3) 方法 一 :飞船 上 发 第 1 个 脉冲 时 zi6==1 年 ,此 时 地 球 上 的 钟 


1 一 上 人 /1 一 
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地 球 上 收 到 第 1 个 脉冲 ,地球 上 的 钟 示 数 为 所 ， 
c(ti — tio) = viio 
11 一 il 1 十 | 一 2( 年 ) 
同样 考虑 在 飞船 返回 以 前 发 的 第 ”个 脉冲 被 地 球 收 到 的 时 刻 z,， 


c(t CO— ti0) 一 了 0 


一 |1 十 也 tb 一 |1 十 世 


其 中 用 了 tno=n,n=1,2,3,4. 
飞船 上 发 第 5 个 脉冲 时 ,tso 二 5 年 ,此 时 地 球 上 的 钟 为 


ts0 
tso 一 


地 球 上 的 人 收 到 第 5 个 脉冲 的 时 刻 zs 


c(ts -一 ts0) 十 Vtso > bc 


十 6 一 8.5( 年 ) 


同样 可 得 
上 一 六 十 6( 年 ) n= 二 5,6,7 
地 球 上 的 人 收 到 7 个 脉冲 的 时 间 分 别 为 
i 二 2,4,6,8,8.5,9,9,5( 年 ) 


方法 二 :用 多 普 勒 效应 来 回答 (2)、(3) 问 . 
设 地 球 发 射 脉冲 的 频率 为 y, 则 当 飞 船 远离 地球 时 ,飞船 收 到 脉冲 的 频率 v 为 


”一 /= 一 一 
Cc 二 vv 
发 射 的 周期 和 接收 的 周期 分 别 用 了 和 全 表示 ,了 =1 年 , 则 


T' 二 十 = [civl /< 廿 zZT = ?年 
CV yy CU 


飞船 收 到 第 1 个 脉冲 时 ,z==2 年 , 收 到 第 2 个 脉冲 时 ,= 二 4 年 . 此 时 ,由 1) 问 的 解答 知 ， 
飞船 开始 返航 
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当 飞 船 返 航 接 近 地 球 时 ， 


1 CU _ _ 
T = 于 o7 = 0.57T 二 0.5 年 


因此 ,飞船 收 到 第 3、4、…:、9 个 脉冲 的 时 刻 分 别 为 ==4.5 年 ,=5 年 ,… ,ty 二 7.5 年 . 
同样 考虑 飞船 发 的 脉冲 周期 为 1 年 , 当 飞 船 远离 地 球 时 ,地 球 上 接收 到 的 脉冲 周期 为 
2 年 ,远离 时 飞船 共 发 了 4 个 脉冲 ,地 球 上 收 到 这 4 个 脉冲 的 时 间 分 别 为 2 年 .4 年 .6 人 年、 
8 年 .飞船 返回 期 间 发 的 脉冲 ,地 球 上 接收 到 的 周期 为 0.5 年 ,因此 地 球 上 收 到 第 5、6、7 
三 个 脉冲 的 时 间 分 别 为 8. 5 年 .9 年 ,9.5 年 ( 均 以 地 球 的 钟 计时 ). 
12. 2. 27 证 明光 的 多 普 勒 效应 公式 : 


(1) 当 光 源 和 观察 者 相 趋 近 时 ,观察 者 测 得 的 频率 * 一 m A/ 二 5, 其 中 8 一 了 ,wo 是 相 
趋 近 时 的 相对 速率 .v 是 光 的 固有 频率 , 即 在 光源 为 静止 的 参考 系 中 测 得 的 光 的 频率 ， 

(2) 当 光 源 和 观察 者 相 远离 时 ,v=w A/ 1 二， 

(3) 当 光 源 和 观察 者 间 的 相对 运动 不 在 两 者 的 连 线 上 时 ,观察 者 测 得 的 频率 为 


vy 一 ] 一 二 | < y 
NN C Cc 一 wmcos “ 


其 中 6 是 在 光源 对 观察 者 的 速度 v 与 光源 、 观 察 者 连 线 的 夹 角 . 

证 明 (1) 设 固 连 于 光源 的 参考 系 为 S' 系 , 固 连 于 观察 者 的 参考 系 为 S 系 . 

考虑 S' 系 为 静 系 (光源 不 动 ) ,观察 者 以 v 的 速率 向 光源 运动 . 如 图 12. 10 所 示 . 在 人 S' 
系 中 ,光波 相对 于 观察 者 多 速度 为 c 十 v, 光 的 波长 为 ;频率 为 vw, 波 速 为 c. 


C = A 


单位 时 间 内 观察 者 接收 到 的 小 数 为 


观察 者 测 到 的 频率 即 $ 茶 测 得 的 频率 v. 是 S 系 的 单位 时 间接 收 到 的 波 数 ,观察 者 的 钟 是 


光源 ) 。 vo 观察 者 
L < 
SS’ S 
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即 Az 一 1s 时 ,At 一 | 1 | =| (8). 可 见 在 S 系 中 , 测 到 的 频率 (单位 时 间 内 观察 者 收 到 


的 波 数 ) 为 
一 -一 一 一- 0 一 /二 0 
-| 
l C 


再 考虑 S 系 为 静 系 , 即 观察 者 是 静止 的 ,光源 (CS' 系 ) 向 着 观察 者 以 v 的 速率 运动 ,如 
图 12. 11 所 示 . 图 中 国 的 两 个 波 面 是 光源 S' 分 别 于 #=0 位 于 4 点 ==T' (光波 的 周期 ) 


位 于 B 点 发 出 的 波 在 时 刻 传 到 的 位 置 (z 、T' 都 是 按 S' 系 计时 的 ) ,mm 一 方 .图 中 是 观 
察 者 (S 系 ) 测 得 的 波长 


A=e eT) -v= (WT 一 (一 本 
0Q 


图 12. 11 


9 系 中 的 单位 时 间 内 通过 观察 者 的 波 数 为 


。 |] C 
A CO—V 


现在 S' 系 为 动 系 ,由 钟 慢 效 应 , 静 系 $ 中 经 历 1s, 动 系 经 历 \/ 1 一 | 呈 | s,S 系 (观察 者 ) 测 


得 的 频率 是 S' 系 中 /1 一 | 呈 | s 内 通过 观察 者 的 波 数 . 


C 


7 一 人 /1 一 一 一 一) -Vi 
C Cv 1 一 8 
可 见 ,观察 者 测 得 的 光 的 频率 只 与 观察 者 与 光源 的 相对 运动 有 关 . 
(2) 从 上 述 的 证 明 可 见 , 如 果 光 源 与 观察 者 的 相对 运动 是 沿 连 线 以 速率 立 相 互 远 离 ， 
公式 仍然 成 立 , 只 要 取 其 负 值 即 可 . 可 见 如 令 沿 连 线 以 速率 v 相互 远离 , 则 等 于 规定 v 的 
正 负 号 与 前 相反 ,可 用 (1) 中 的 式 子 , 将 v 改 为 一 v 即 可 ,所 以 


y= ED | 于 
Cv ] 十 
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(3) 光源 和 观察 者 的 相对 运动 不 在 它们 的 连 线 上 ， 
s " 如 在 S 系 (观察 者 ) 中 测 得 光源 的 速度 与 连 线 的 夹 角 6 


(光源 ) \“ 如 图 12. 12 所 示 ,这 时 ,光源 相对 于 观察 者 在 两 者 连 线 上 
相互 靠近 的 速度 分 量 为 vcosg, 可 用 图 12. 11 所 用 的 
一 人 /1 一 | 一 Vo 
C CV 
s 中 一 改 成 一 二 -s 即 可 . 注意 : 钟 慢 效 应 中 的 v 不 能 改 
( 驱 绎 者 ) 为 vcCOSO， 
图 12, 12 所 以 


,| 
| ci c— vcos0" 


(1)、(2) 的 式 子 是 纵向 多 普 勒 效应 公式 ,(3) 的 式 子 是 横 回 多 普 坦 效 应 公式 ， 

12. 2. 28 ”一 个 光源 静止 在 参考 系 S 的 原点 二 0, 发 射出 两 个 光 肛 冲 P; 和 P; ,分 别 于 t= 
0 和 和 t=?t 发射 ,参考 系 S' 以 vi 相对 于 S 系 运 动 ,S' 系 中 的 观察 者 在 x' 二 0、t' 二 0 收 到 已,， 

(1) 求 在 x'==0 点 收 到 P; 的 时 间 

(2) 若 人 分别 是 在 S 和 S' 系 中 测量 的 光 在 真空 中 的 波长 , 求 闵 与 wv 的 关系 ， 

(3) 计算 He 辐射 (4 二 4861. 33A ) 的 一 的 一 级 和 二 级 多 普 勒 频 移 . 这 频 移 是 质子 通过 
20kV 的 电势 差 加 速 后 辐射 与 平衡 质子 的 辐射 的 频率 差 ,假设 加 速 后 质子 以 保持 不 变 的 
速度 离 去 ,光谱 计 的 光 轴 与 质子 的 运动 方向 共 线 . 

解 (1) 方法 一 ;在 S 系 中 发 射 P; 时 x=0,t= 二 rt, 此 事件 1 在 S' 系 中 发 生 的 地 点 和 时 
间 分 别 为 


1 TT— vt UT 


光 脉 冲 P; 到 达 x/' = 二 zs 二 0 时 为 事件 2， 


XT» CO— XI = c(ts CO— £1) 


其 中 8= 一 
方法 二 :rz 和 rt 分 别 是 S 系 和 S' 系 测 得 的 两 个 脉冲 发 射 的 时 间 间 隔 ,zx=0 是 光源 ,9 
系 中 的 观察 者 相对 于 光源 沿 其 连 线 运动 ,可 用 纵向 多 普 勒 效应 公式 求 .rz 为 辐射 周期 
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/一 二 ,一 让 ,vw 为 辐射 频率 , 今 v 是 相互 远离 的 速度 ， 
,， /1-8 ， /i+p 
y = y ] 十 5， FT 二 TT ] 一 8 
(2) ) 一 二 ,一 方 , 在 S、S' 系 中 光速 均 为 cyA 一 CT =cer, 
， ， 靖 十 6 
MN 一 4A/ 1 一 六 


(3) 质子 在 电势 差 AV 一 20kV 的 电场 中 加 速 获得 的 能 量 为 
E = 20keV 一 20XX10X1.60X10-283 一 3.2 X10-5J 
较 之 质子 的 静 能 1. 67X10- 2 X(3X108): 一 1.50X10-1 本 小 得 多 ,质子 获得 的 速度 可 用 非 
相对 论 计算 ， 


_v»v_1l1 /2 _ 1 2X3.2X10 -3 
PT eT eeNm™ 3xION 167 X107 一 6.53X10 


质子 的 运动 速度 在 质子 与 光谱 计 的 当 轴 在 一 条 直线 上 , 且 质 子 远离 光谱 计 , 用 离 去 的 
纵向 多 普 勒 效应 公式 ， 


/3 
AAA 工 os 间 


Hs 辐射 的 一 级 频 移 大 
M8 = 4861.33 X 6.53 X 10™ = 31.7A 
Hs 辐射 的 二 级 频 移 为 


pl 一 六 x 4861. 33 X (6.53 x 10-3)? 一 0,104(A) 


12. 2. 29 ”如 图 12. 13, 一 频率 为 v 的 单 色 横 波 在 波源 
参考 系 S 中 沿 与 x 方向 成 60° 角 传播 ,该 波源 以 速度 v=0. 
8c 在 z 方 同 问 着 在 S' 系 ( 它 的 zx' 轴 平行 于 zz 轴 ) 中 静止 的 
观察 者 运动 . 求 ， 

(1) 观察 者 测 得 的 波 的 频率 ” ; 

(2) 在 S' 系 中 观测 光 的 传播 方向 与 x' 轴 的 夹 角 9. 

解 (1) 用 横向 多 普 勒 效应 公式 ,已 知 波 的 传播 方向 
在 S 系 中 与 xz 轴 的 夹 角 9==60°, 需 把 动静 关系 改变 一 下 ， 
把 S 系 看 做 不 动 ,观察 者 静止 的 S' 系 沿 x 轴 负 向 以 速率 vw 
二 0. 8c 运动 , 观察 者 看 到 光波 在 S 系 中 与 工 轴 夹 角 0==60° 图 12. 13 
方 回 .相对 速度 在 光源 、 观 察 者 连 线 方 同 的 分 量 为 vcos2(S 
系 中 测 得 ) 用 把 光源 作为 静止 的 横向 多 普 勒 效应 公式 ,S' 系 
(观察 者 ) 看 到 的 光波 频率 vy/ 为 
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J 1 C 十 zcosl ， 
v | “ 
下 
C 
加 ] cC 士 0.8c XxX 0.5 3 
= CO yy 
M1— (0.8)’ C 3 


(2) 方法 一 :用 观察 者 作为 静止 的 模 问 多 普 勒 效应 公式 ， 


| 2 
LU C 
C C 一 UCOSO 


: ,|__i | _ VT gy 3 |- 
.| jy gclc—e 1 — (0.8)° XxX ; 0. 9286 


C 


lf 一 arccos(0. 9286) = 21°47’ 
方法 二 :用 速度 变换 公式 ， 


UU 


cos0 = 1 ] 一 


，， Vz 十 v AL 
站 bE 
] 十 vw, 1 十 -sv 
两 式 相 除 ,得 
,fs 
1 27 
tang ; 本 二 
今 一 cyvr 一 ccosb,u ,一 csinD， 
2 
csin0 /1 一 | 
tanb' = 一 -一 一 一 
ccos0 二 vv 


代入 6 二 60°,v 二 0. 8c ,可 得 
0' = arctan(0. 3997) = 21°47! 

说 明 ;从 题 音 看 ,此 单 色 波 是 定向 传播 的 , 若 没 有 尘埃 等 (严格 的 真空 ) ,观察 者 只 能 在 
图 示 时 刻 看 到 它 . 如 果 光 源 向 各 个 方向 传播 ,即使 是 严格 的 真空 ,在 其 他 时 刻 也 能 看 到 ,但 
90 关 60° ,看 到 的 Vv、9' 都 将 随 9 而 变 . 

12. 2. 30 一 单 色 点 光源 发 出 频率 为 vy 的 辐 
射 , 一 观察 者 以 匀速 率 v 沿 一 离 光源 最 近 距 离 
为 d 的 直线 运动 ,如 图 12. 14 所 示 ， 

(1) 导出 被 观察 到 的 频率 的 表达 式 ,将 频率 
v 表示 成 图 中 民 的 函数 ; 


(2) 一 一 0.8, 画 出 (1) 问 的 解答 的 近似 


图 . 


图 12. 14 


解 (1) 用 把 光源 (S 系 ) 看 作 静 止 的 横向 
多 普 勒 效应 公式 . 注意 ,观察 者 的 速度 在 他 和 光源 连 线 方 品 的 分 量 为 一 vsin9， 


# 
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) ] Cc 一 vsInd 
y 二 5 
刀 1 “ 
1 一 | 三 
sinb = —— < 
VT 
所 以 
U 
y/ l -一 < 
7) 12 Vr a 
] 一 一 

a z 


(2) 当 一 一 0.8 时 ， 


下 
在 一 本 一 co 时 ,一 一 3,z 一 DN 


3 

12. 2, 31 宇宙 飞船 上 有 一 个 发 射 大 和 一 个 接收 需 ， 它 以 恒定 速度 远离 地 球 期 间 向 地 
球 发 出 一 信号 脉冲 ， 飞船 上 的 名 40s 后 收 到 被 地 球 反 射 回来 的 信号 ,接收 到 的 频率 是 发 射 
频率 的 一 半 : 

(1) 脉冲 从 地 球 反射 时 ,在 飞船 上 测量 地 球 位 于 何 处 ? 

(2) 飞船 相对 于 地 球 的 速度 为 何 值 ? 

(3) 脉冲 被 飞船 接收 时 ,在 地 球 上 测量 飞船 位 于 何 处 ? 

解 (1) 脉冲 的 速率 恒 为 c, 在 飞船 参考 系 中 ,飞船 是 男 定 的 ,脉冲 从 飞船 发 射 到 地 球 


反射 再 回 到 飞船 两 段 距离 是 相等 的 . 因此 从 脉冲 发 射 到 地 球 反 射 用 时 从 一 20s. 在 此 期 间 ， 


脉冲 传播 的 距离 ,就 是 飞船 参考 系 中 测 得 的 地 球 反射 时 离 飞 船 的 距离 ,距离 为 
[=20.c—=20x3xXx10=6 Xx 10m 
(2) 用 纵向 多 普 勒 效应 公式 , 设 飞 船 发射 时 频率 为 vw, 地 球 收 到 和 反射 的 频率 为 v， 
飞船 收 到 反射 回来 的 频率 为 v. 
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y, — y 二 一“ 
、 “Nev 
,yy /Ev_, .Cc—Y 
: 1 Vc 十 z ”ec 十 书 
因 为 一 寺 ， < 一 2 一 上 ,一 二 
2 D cv 2 “ 3 


因此 飞船 以 = ec 的 速率 远离 地 球 . 
(3) 取 飞船 参考 系 为 $ 系 ,地 球 参考 系 为 8' 系 ,一 ! 一 0 时,z 与 x/,y 与 ,x 与/ 轴 
分 别 重 合 ,S' 系 对 $ 系 的 速度 为 万 c, 沿 zx 或 z' 轴 正 向 . 


设 飞 船 发 射 脉冲 时 为 事件 4. 地 球 收 到 并 反射 脉冲 时 为 事件 B, 飞 船 收 到 反射 回来 的 
脉冲 为 事件 C. 


已 知 :XA=0,T8=0,7rxc=0 ,一 上 4 一 20S 一 2 Os, 


因为 
Xp— Xa = c(tps— ta4) 
所 以 zs 一 20c， 
TB 一 YLB 1 ce 一 Ttce 
Z8 一 一 一 一， xc 二 
了 | 二 | 
1 一 | 三 1— [2 
;0 ; _Xc— Xs — v(tc — tp) 
T= Tc Xp 二 
1 一 [全 
和 
一 20c 一 Cc ， 20 
3 8SOX3xX 10 
二 5 85X10(m) 
~ 8 


12. 2. 32 在 一 惯性 系 中 的 观察 者 O 观察 到 , 频 
率 为 的 光子 以 入 射 角 9 入 射 到 相对 于 O 以 速度 v 
在 工 方 癌 运动 的 平面 镜 上 , 求 光 子 的 反射 角 和 和 吧 
射 光 子 的 频率 与 9 的 关系 . 如 果 平 面 镜 以 速度 v 
在 yy 方向 运动 ,结果 又 将 如 何 (图 12. 16)? 

解 ” 先 考虑 平面 镜 以 速率 v 同 xz 正 方 同 运 动 . 
取 S、S' 系 分 别 为 与 实验 室 和 镜子 固 连 的 参考 系 ,6.、 

图 12. 16 b 分 别 是 SS' 系 中 的 入 射 角 ， 
入 射 时 ,镜子 是 观察 者 ,光源 与 观察 者 在 连 线 方 
向 的 相对 速度 分 量 分 别 为 wcosb(S 系 ) 和 vcosb (5S' 系 ),( 均 规定 相互 靠近 为 正 .) 
用 横向 的 多 普 勒 效应 公式 ， 
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v1 C 
“Nl ba c 二 vcosgb 
] c 十 vcos0. 
yy, yy 
| V1” “ 
] 一 一 ” 
C 
| _ 也 | c 加 1 Cc 十 veos0 
ci co— wveosd 2 C 
U 
1 一 | 三 
C 


也 


| Cc? 
C Cc 十 costl 


c 一 cosl = 1 一 
C oud 
对 于 $' 参 考 系 ,反射 时 ,频率 不 变 , 必 一共, 反射 角 等 于 入 射 角 ,0 一 0 

反射 时 ,镜子 是 光源 . 光源 与 观察 者 在 连 线 方 问 的 相对 速度 分 量 分 别 为 vcos0,(S 系 ) 
和 zcosl 一 cosbl (5S' 系 )， 


UCOSO 一 xc 一 


c 十 vcostl y C 十 vcos ， 


加 机 古林 er VE c 
1 ec 十 zcos 沪 vcos0: CE 十 zcosb _ < 十 zcos2 
| 了 “ | vs 
一 CA 人 f/ 1 一 加 
C C 


一 — 1 ee 十 vecosb)| 十 CC 一 -一 二 


(c* 一 了) C 十 vcos0. 


] 2 
= 一 克 原 (1 十 十 2Bcos0.)v 


其 中 B= 一 .由 
/yy ] 
“= V1—8 1 一 cos 
l 
V1l—p 


pcoslb = 1C— 


(1 十 Bcos0' )v 


y, 二 


1—pP 
] 十 pcosl 
二 浅 可 解 出 


(1 十 PB)ecosd. 十 2p 
1 二 + BB 二 2Bcosb. 


再 考 漠 平面 镜 以 速率 v 向 y 正 方向 运 动 的 情形 . 
入 射 时 ,镜子 是 观察 者 ,光源 与 观察 者 在 连 线 方向 的 相对 速度 分 量 为 一 vsin0;(S 系 ) 
和 一 zsinb; (S' 系 )， 


coOs0, = 
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"= Milo, 
l 1 十 psin0’ 
J 1 一 psin4 
A 
可 得 
Pn 1 i 
sin0.— pp 


sinG: = 1 — Bsing. 
反射 时 , 仍 有 =v ,9 二 .镜子 是 光源 ,光源 与 观察 者 在 连 线 方 向 的 相对 速度 分 量 
为 vsin0.(S 系 ) 和 vsin0; (S' 系 )， 
_1 十 psing. ， _1 十 psinl 1— bsinG: 
VIi—PB VipP MVP 


(Csinl0 一 有) ， 


(1 — Psing) [1 + 全 = 全 


1 
1—P 
_ 工 十 psinl ， 
V1i—P 
V1-P, 
1 一 Bsing, 


. po _ Sin0:— 8 
sing: = 1 — BsinG 


yj 一 


三 式 可 解 出 0 一 2. 

结论 是 平面 镜 以 速率 v 向 y 正方 向 运动 污 平 面 镜 保持 静止 没有 什么 区 别 ,反射 光子 
的 频率 与 入 射 光子 的 频率 一 样 ,反射 角 等 于 入 射 角 . 

12. 2. 33 ”一面 镜子 在 真空 中 以 速度 wv 沿 十 z 方 同 运动 ,一 束 频 率 为 vy 的 光 从 = 
十 ce 处 垂直 入 射 到 镜面 上 , 求 : 

(1) 反射 光 的 频率 ， 

(2) 每 个 反射 光子 的 能 量 ; 

(3) 若 入 射 光 的 平均 能 流 密度 为 (W/m’), 求 反射 光 的 平均 能 流 密度 . 

解 (1) 取 实验 室 参考 系 为 8 系 , 固 连 于 镜子 的 参考 系 为 8' 系 ,用 纵向 多 普 勤 效应 公 


式 ; 
12 十 2 /etrv, 
CU Cv 


入 射 时 ,镜子 是 观察 者 ， 
反射 时 ,镜子 是 光源 ,v= 二 =v ， 


ctv, 一 /ctvy c+v, 
Co CV ev 


(2) 每 个 反射 光子 的 能 量 为 
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hv, = 一 hy 
t — 《/ 


(3) 设 单位 体积 光束 内 的 光子 数 为 n, 入 射 光 平均 能 流 密度 为 


i, = nchyv 
反射 光平 均 能 流 密度 为 
7 = nchyv, = nch ctv, 一 civy 
Cv C 一 也 


12. 2. 34 在 弗 雷 德 。 霍 尔 的 一 本 小 说 的 末尾 的 简化 了 的 说 法 中 ,一 个 英雄 以 高 的 洛 
伦 效 因子 在 与 银河 系 平面 成 直角 的 方位 飞行 时 ,他 说 他 似乎 在 一 个 蓝 边 红 体 的 “金鱼 缸 ” 
内 部 朝 着 氏 口 飞行 . 费 曼 打 赌 说 ,来 自 银 河 系 的 光 看 来 不 会 是 那样 . 你 看 谁 正确 ? 取 86= 
0. 99 和 在 银河 参考 系 中 观测 边缘 的 角 98 为 45°, 如 图 12.17(a) 所 示 . 


S( 银河 参考 系 ) SK 飞船 参考 系 ) 


银河 系 平面 宇宙 飞船 
(a) (b) 
图 12. 17 
(1) 导出 或 直接 写 出 相对 论 性 的 光 行 差 表 达 式 ,并 用 它 计算 图 12. 17(b) 中 的 29, 即 计 
算 在 字 宙 飞船 中 看 来 自 银河 边缘 的 光 的 方向 ; 
(2) 导出 或 直接 写 出 相对 论 的 多 普 勒 效应 公式 ,并 用 它 计算 来 自 边缘 的 光 的 频率 比 才 


(3) 取 足 够 多 的 角 9 计算 9 和 疙 ,判定 谁 财 赢 了 . 
解 (1) 用 速度 变换 公式 


1 ~ 
考虑 银河 系 平面 上 各 处 发 的 光 的 方向 在 S$、S' 系 中 的 关系 ， 


1 = ccos0O, ws = ccost 


cosp 一 CCOSO— Vv 
也 
1 一 一 CoOSV 
C 
1 
cosl 一 
coOsl 一 


1 一 一 cosb 
C 
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这 就 是 相对 论 性 的 光 行 差 表 达 式 , 它 也 可 用 涉及 9.9' 的 两 个 模 回 多 普 勒 效应 表达 式 获得 
(参看 12. 2. 32 题 ). 
代入 9=45°, 一 二 0 99, 得 cos0' 二 一 0. 9431,0 = 二 160. 6°. 
(2) 12. 2. 27 题 已 导出 了 横 问 多 普 勒 效应 公式 


] 一 一 cos8 
C 


代入 0=45°, =0. 99， 

1 一 0.99 X cos45° _ 
M1 (0.99)’ 

(3) 上 述 上 >1 表明 :在 飞船 上 看 ,来 自 银河 系 边缘 的 光 发 生 蓝 移 ， 


飞船 上 收 到 来 目 银河 系 中心 的 光 ,9 二 0， 
1 — 0. 99 


LA 
Yb 


2. 13 


os T0999x1i ll ?O70 
i 一 

二 一 -二 二 一 0.071<1 
”V1— (0.99) 


可 见 , 来 自 银河 系 中 心 的 光 在 飞船 上 看 发生 红 移 . 
下 面 求 临界 多 0 和 以 , 它 是 在 飞船 上 看 没有 发 生 红 移 和 蓝 移 的 角度 , 即 入 二 1. 


1 1 一 (0， 99cosg. 


] — (0. 98): 
O80. = 0.8676,， 0. = 二 29.8° 
v} 
cosb — — z 
1/_ CC -8676 一 0.99 __ 
Cosbe = | vosp 1— 0.99 X 0.8676 30D 
c [ 
0. =150. 2° 


从 以 上 计算 可 见 , 在 飞船 位 于 图 12. 18 所 示 位 
置 ( 银 河 系 边缘 的 光 的 方向 为 6=45°) 时 ,那个 英雄 
的 描述 是 对 的 ,在 飞船 上 看 到 的 情况 大 致 如 图 12. 18 
所 示 . 150. 2* 之 8 之 160. 6" 部 分 (图 中 ?“ 金 鱼缸?> 画 有 
粗 线 的 边 绿 部 分 ) 发 生 蓝 移 ,9<150. 2° 处 发 生 红 移 ， 
确 似 一 个 蓝 边 红 体 的 “金鱼 饶 ”. 在 早 些 时 候 , 飞 船上 
图 12. 18 看 到 的 蓝 边 更 宽 ,在 晚 些 时 候 , 蓝 边 将 消失 ， 


12.3 狭义 相对 论 的 动力 学 


12. 3. 1 ”两 个 静 质 量 均 为 m 的 粒子 沿 同 一 方 问 运动 ,分 别 具 有 动量 5mrc 和 10mc. 问 
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从 较 慢 的 粒子 看 , 较 快 的 粒子 的 速度 多 大 ? 反之 呢 ? 
解 ” 设 实验 室 参 考 系 为 S 系 , 固 连 于 较 慢 粒子 的 参考 系 为 S' 系 . 在 S 系 中 , 设 较 慢 粒 
子 的 速度 为 vi, 较 快 粒子 的 速度 为 wz 


mc 一 


解 出 


25 / 100 
Vv 一 /25., vV。 二 ]01° 
用 速度 变换 关系 ,在 S' 系 中 , 较 快 粒子 的 速度 为 


1: ve UI 
v»。 一 

U1IUS 

] 一 2 


C 


设 固 连 于 较 快 粒子 的 参考 系 为 S" 系 ,在 $" 系 中 , 较 慢 粒子 的 速度 为 


一 0. 593c 


负 号 表示 与 在 S 系 中 的 运动 方向 (此 方向 规定 为 正方 向 ) 相 反 . 

12. 3.2 一 静止 质量 为 到 .人 荷 电 为 e 的 静止 带电 粒子 被 场 强 为 EE 的 均匀 电场 加 速 了 
一 段 时 间 z, 获 得 了 可 与 真空 中 光速 相 比 的 速度 . 问 ， 

(1) 加 速 结 束 时 ,粒子 的 动量 和 速度 多 大 ? 

(2) 若 此 粒子 不 稳定 ,在 其 静止 参考 系 中 以 平均 寿命 + 衰变, 当 此 粒子 以 上 述 速 度 勾 
速 运 动 时 ,一 个 静止 的 观察 者 测 到 的 粒子 平均 寿命 多 大 ? 

解 (1) p=ekt 


Dv ekct 
一 eht, v= 


2 vm’c’ + (eht)’ 


C 


(2) 设 S'、S 系 分 别 为 实验 室 参 考 系 和 固 连 于 高 速 运动 的 粒子 的 参考 系 ,在 S' 系 中 的 
观察 者 测 得 的 平均 寿命 为 


12.3.3 (1) 一 宇宙 线 质 子 与 一 静止 质子 碰撞 形成 一 个 高 速 运 动 


l 
7 二 一 一 一 一 一 二 zf 
”| 的 激发 系统 . 在 此 系统 中 ,介子 以 速率 pc| Pr 一世] 被 射出 .如 在 
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动 参考 系 中 ,介子 射出 方向 与 v 的 夹 角 为 9, 求 在 实验 室 参考 系 中 观察 ,0 多 大 ? 

(2) 把 (1) 问 中 得 到 的 结果 应 用 于 在 动 系 中 ,以 动量 0. 5GeV/c 被 射出 的 介子 ( 静 能 
为 140MeV) ,在 8 一 90",0 多 大 ? 在 实验 室 中 观察 到 的 9 多 大 ? 

解 (1) 设 S$S、.S' 系 分 别 为 实验 室 参 考 系 和 沿 S 系 的 z 轴 高 速 运动 (7 一 1000) 的 参考 
系 ， 

在 S' 系 中 ,介子 的 速率 为 B'c, 与 x' 轴 的 夹 角 为 9 ,有 即 v==pB'ccos0' ,v= 二 B'csin0 ,用 速 


pp 


一 uz T+v 《pcosg 十 B)c 


必 1 十 请 pcosC 
] 十 2Vx 
其 中 8= 一 . 
| i 
有 vy 1 2 加 BP' csin 
”| v, Yd+ BpBcosO) 
1 十 LE Uz 
wz A1/ 1 一 [ 卫 
VU, 一 7 C 一 (0 
] 十 2 


Uy AsSinQ 
tanl 一 vr 7YCpBcosl 十 B) 


六 Sin | 
7Y(P'coso 十 有) 


其 中 y 一 1000,6 一 人 / 1 一 记 1 一 5 太一 0 9999995， 
(2) 今 8 一 90"， 


一 arctan| 


1 
tan0 = 人 = 


rp y7— 1] 
由 已 知 的 p'、Eo( 静 能 ) 求 8'. 设 静 质 量 为 m,Eo 一 me ， 
p! 一 -一 一 一 一 cp _ Eop 


B=— 2 


VME:++cp'? 
0.5 X 10° Xx 1,.60 X 10 


[ako x 10° x 1.60 Xx 1071)? + (0.5 x 10° x 1.60 X10-9)2]? 
0. 963 
M10—1 

0 = 0.0552° = 3, 31 
下 面 求 bwx ,与 之 相应 的 2 满足 


一 0. 963 


tanl = = 9.63 X10 
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; 为 常量 ,粒子 做 速率 为 V 的 半径 为 一 一 了 一 的 匀速 率 圆周 运动 
s8A1 一 (| 
12. 3.6 静止 质量 mw、 荷 电 e 的 粒子 以 相对 论 速率 在 半径 为 R 的 圆 轨道 上 运动 , 轨 
道 平面 垂直 于 均匀 静 磁 场 有 ,如 图 12. 19(a) 所 示 , 以 恒定 速率 v 沿 一 y 轴 运 动 中 的 观察 者 
O' 看 到 的 轨道 如 图 12. 19(b) 所 示 ,在 两 图 中 a.6.c.d.e 诸 点 是 相应 的 . 图 中 B 的 画 法 , 表 
明 8B 沿 十 z 方 问 ， 


(a) (b) 
图 12. 19 
(1) 由 O' 测 得 距离 ys 一 y; 多 大 ? 
(2) 证 明 c 点 是 S' 系 中 的 静止 点 ,在 此 点 ,各 、5 .9 5 多 大 ? 


(3) 由 看 来 ,是 什么 引起 在 < 点 处 的 加 速度 的 ? 
解 〈1) 由 上 题 的 结果 ， 


RR 二 mv 
2 
eBAll— 一 
C 
为 书写 简便 起 见 , 取 一 ! 一 0 时 ,9 .9 系 的 zzy yz xz 两 两 重 
yy 一 多 一 一 2 大， jt 
也 
yz 一 — (— Vv) (ts — t) 2 人 xk 加 GCT 一 2)mv 


人 
eB|1 一 可 
A/l A/ 1 C 


注意 :(i) ,问心 力 必 须 指 回 圆 
心 ， 由 此 判 新 e<=0. 


(ii) W 一 入 与 1ys 一 y| 的 大 小 关系 ,取决 于 也 的 大 小 ,如 一 -二 和 一 >2, 则 一 > 
7) 2 
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| ya— ys |. 
\ 2 
2 eBAilC— 二 
(2) 在 cc 点 , v: 二 0, v, 一 zz 一 0az 一 页 二 一 
mv 
eBv U1” 
二 一 一 一 一 | 一 | ,a, 二 Q: 二 0. 
m C 
用 速度 变换 公子 
2 2 
-9 9 
J 1 (v0) vy! 一 
| 1 — | 1 (一 2 1 一 号 
£2 y £2 y £2 y 


代入 c 点 的 wy 和 vw, 可 得 vi 二 v= 二 v4 二 0, 这 就 证 明了 c 点 是 S' 系 中 的 静止 点 . 
用 加 速度 变换 公式 ， 


| 
入 1 CD - 1 ,| ” 
3 
1 一 | 
Cy 1 加 Co 
i 
az 一 PE 十 TS 
C C 


代入 C 尽 的 Ardy dr Ur Uy,Uz , 可 得 


a = 一 一 一 ' 一 0 


eBv ，a =0，a!= 
2 
jy 1 一 | 三 
C 


(3) 方法 一 ;在 S 系 中 只 存在 磁场 ,在 S' 系 中 既 有 磁场 又 有 电场 ,由 相对 论 电动 力学 ， 
S'S 系 的 电磁 场 有 下 列 变 换 关 系 : 


Ey= Ey, E' = i EiyVy X B)] 
Vy? 
Vi- la 
C 
1 ] 1 
By= By, 上 一 B— -VxE 
V1}? C 二 
1 一 | 去 
C 


其 中 V 是 S' 系 对 S 系 的 速度 ,/、 上 都 是 指 与 YY 平 行 、 牌 直 . 
今 E:=E,~=E.=0,B,;=B,=0,B.=B,V=—vj; 
二 E, 一 也, 一 0 
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1 


Er = vxXB)o-— tt vBi 
， | vv? vl’ 
1 一 | 卫 | 上 一 C 
即 
及 = 一 一 此 E.=0 
2 
1— (2 
© 
= 8B,= B,=0 
B' 一 l CBKk) 
1 一 | 二 | 
让 
B'=0, B= 2 


在 S' 系 中 ,粒子 受 电 磁场 的 作用 力 为 
F'=e(E'++v’' XB') 


evb i, 又 因 在 c 点 ,v' 一 0, 粒子 的 质量 为 静止 质量 m， 


在 cc 点 ,v' 二 0,F' 二 eBE' 一 一 


在 O' 看 来 ,在 c 点 ,加 速度 是 由 电场 引起 的 . 
方法 二 :用 力 的 变换 公式 . 该 方法 的 优点 是 不 需要 相对 论 电动 力学 给 出 的 电磁 场 变 换 
关系 ,缺点 是 对 于 S' 系 中 的 电磁 场 情况 不 清楚 . 


力 的 变换 公式 为 
1 (ce) 
1 C 
一 了 V 
lav, 
F,— Fv 
到 = - 
> V 
l 一 二 Vs 
2 
1 一 人 
1 
Fe, F Vy 
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直接 考虑 c 点 处 受 力 F', 售 V=—v,v=0,v,=—~v,v=0,F,=—evB,F,=0,F,=0, 可 
~ pb ! 7 全 一 y 
得 瑚 一 一 一 二 ,到 一 0, 有 天 一 0. 与 方法 一 得 到 相同 的 结果 ,以 下 略 . 


V 2 
Vi-[| 
12.3.7 试 计 算 相 对 论 粒 子 的 “纵向 质量 ”和 “横向 质量 ”"“ 纵 向 质量 ”是 指 作 用 力 与 
运动 方 癌 平 行 时 力 与 粒子 的 加 速度 之 比 , “横向 质量 ”是 指 力 与 运动 方向 垂直 时 力 与 加 速 
度 之 比 ， 


解 
r -4A 
dt\ V1— PB 
其 中 B= 一 ,m 为 粒子 的 静止 质量 
加 m do | mv ~- 


当 力 与 运动 方 同 平行 时 ,v /dv ， 
vv dv) = v* vdv = vdv 


m dv mv 1dv m dv 


To 


VBEa qa plied a pd 


F 
一 — 入 
一 7) (] 一 82)3/2 


777 dv 


"TT AR 


注意 :在 相对 论 中 , 力 与 加 速度 的 方向 一 般 并 不 一 致 ,在 上 题 中 ,在 $ 系 中 粒子 受 的 力 与 
运动 方向 始终 垂直 ,始终 有 m= 一 一 一 EY 
pk 


12. 3.8 一事 止 质量 为 m 的 粒子 最 初 沿 x 轴 运 动 ,速度 为 vo,t= 二 0 后 受到 一 个 六 y 


方 加 的 馆 为 下 作 书 , 求 它 在 任意 时 刻 t 的 速度 ,并 证 明 too 时 , |v | 一 c. 


dt | 一 了 
1]— 


Cc 


考虑 到 受 力 情况 和 初始 条 件 ,运动 轨道 在 zy 平面 上 ,分 量 方程 为 
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d mz _0 d HY | 
dz 2 7 dz 72 
1 1 一 元 
一 0 时 ,之 一 zo, 7 一 0. 积分 上 述 两 式 
mr mvo my pp 
v2 了 4 2 
1 1— 1 
+t 
,im 
£2 区 
因为 交 十 半 ==v*, 上 式 可 改写 为 
2 2 2 
人 
1 于 ° 
2 
C 
2 2 
U6 Et 
+ 
v’ 二 - 
2 2 
1 十 二 | 
C m 
1 一 中 
人 
AS 
Fe 
k= 十 | 到 
1— 2 
C 
则 
k UU’ k C 
2 v1 -一 
] 4 ! c: l ck c+ 
2 
C 
z= 一 /1 一气 一 2 
2 C 2 
] 一 Uo ] 一 一 日 
V C C 
六 
3 mn c2 入 c* 十 上 & 
其 中 
US Fr\’ 
kh 一 一 + 人 | 
Tle 


!~>co 时 ,limv 王 lim 一 一 一 一 um 二 Cc, 所 以 当 1->oo0 时 ,vc. 


1l+ 1 
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12. 3.9 一 静止 质量 为 mm、 荷 电 为 e 的 电子 在 与 均 色 磁场 三 直 的 平面 内 运动 ,如 果 忽 
略 辐 射 ,电子 的 轨 章 为 半径 为 尺 的 圆 . 设 电子 能 量 五福 mc ,求人 磁感应 强度 B 的 表达 式 . 如 
R= 二 30m ,万 二 2. 5X10eV, 求 出 B 的 数值 . 


解 
a 一 v|I=evXB 
di 02 
1— 
__, iIdv| vv 
做 半径 为 R 的 圆周 运动 ， a 一 责 沁 不 变 ， 
2I7? 11? do 
dt 2 加 » dt 
1 一 二 ] 一 二- 
C < 
轩 一 | 他 | = 一 evB (注意 电子 带 负电 ,e < 0) 
也 
1 3 
m Uv B 
村 页 一 一 6 
‘Te 
B= 一 一 于 一 = 一 太 。 (# 为 电子 动量 ) 
eR 1— 
FE? = cp? 十 mcs 
] 2 24 EE 2 
P= 一 E—mc ~- (因为 E 污 me’) 
__E 
eRc 


代入 EE=2.5X10eV ,R= 二 30m, 得 B=0. 28T. 

12.3. 10 (1) 静止 的 子平 均 寿 命 7 为 10 s ,静止 质量 为 100MeV/e ,大 气 中 高 
度 疡 约 为 104m 处 的 上 子 要 到 达 地 面 , 它 需 要 带 有 和 多 大 能 量 五 ? 

(2) 假定 地 球 具 有 1X107T 的 磁场 ,方向 沿 地 轴 方 向 ,延伸 范围 在 地 面 以 上 10*m 苑 
围 内 , 问 在 赤道 上 空 垂 直入 射 能 量 为 (1) 中 算出 的 五 人 的 靖子 被 磁场 侦 转 的 大 小 和 方 辐 


(可 不 计 万 有 引力 作用 ). 
解 (1) 在 地 球 参 考 系 中 ,以 速率 v 运动 的 4 子 的 平均 寿命 为 


设 4 子 的 静止 质量 为 mo， 
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E = mec’ 一 La 
1) 2 
1 
E 
Oo io 2 
Woe 
要 使 4 子 能 到 达 地 面 , 须 r= 和, 即 
2 
‘0 二 一 人， E = .te 
Mone U to U 


也 E 
1— —_ 
C 
2 
moc h moch 
FF 二 
to moc?)? moc?}? 
-| 敬 | si 营 
解 出 
加 )、? moch ”moch 
k= (moc”) 才 rr。 ~ r, 


代入 Mi 一 100MeV/c ,==]104myro 一 10-s ,得 
五 一 3.3X10MeV 
(2) 取 * 轴 沿 地 轴 也 是 沿 召 的 方向 ,地 球 表 面 为 坐标 系 原 点 ,， 子 在 进入 磁场 前 的 运 
动 方 癌 为 y 轴 正 癌 ， 


dp ‘, 
dr 一 ev XX 


其 中 6 为 子 所 带电 蓓 ,sz<0, 与 电子 昕 带电 量 相 同 . 


_wyo 上 


由 于 只 受 磁 场 作用 ,磁场 力 不 做 功 ,速率 不 变 , 故 不 变 . 


5 eXxXB 
写成 分 量 方程 ， 
= eBy 
E 
9 二 一 eBz 
2 一 0 


初始 条 件 为 1 二 0 时 ,x 一 0,y 二 一 hz 二 0, 计 二 0,y 二 v, 之 二 0, 其 中 有 二 10?m 是 进入 磁场 时 
的 高 度 ， 
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EX3.3X 10MeV,B=1xXx 10 7 


eBc: y= 0 


y+ ( 吧 


天 t a| 


y= Acos - 


EC +o 


E . 
yy》 二 yo 十 -BriAsin 


由 初始 条 件 定 出 ,4 一 0，y0 一 一 六 4 一 C， 
EE . | 


y= 一 + 2sin| 各 -1 
让 二 一 y 一 csin| SE 
eBcz” E 
考虑 到 :一 0 时 xz 二 0, 积 分 上 式 得 
二 于 -| 1 一 COS < | 
~ eBe Ek 
到 达 地 面 时 ,y= 二 0， 
t 一 ££ arcsin Sh 
eBe: Ek 
一 (1 一 CO ax sin| 25 人 |}= 忆 |1 一 人 /1 一 2 | 
“TT eBe LT 五 eBc Ek 
因为 
seh) | XIX XI _6 
E 3.3X10 Xx 10 10 <1 
~ E(1 [1 1|B)"]| 
~ eBe ! 1 2 Ek 
egBcj —10 “x3xXxX10xXx (Qo) 
ok ox33xI0 XxX10 0045Cm) 


二 0 


4 子 落地 时 往 西 偏 0. 045m. 
12. 3. 11 导出 自由 的 相对 论 粒 子 的 哈密 顿 函数 和 拉 格 朗 日 函数 


2 


17z0C 
解 五 一 mac 一 
1 下 
[2 
nto , nin 。 mo . 
pr 三 一 天 一 一， py = oy, pp: = Oz 
2 2 2 


mis( 这 :十 yr 十 之 *) miv? 
二 证 三 十 由 一 Ps 人 过 十 了 十 之 ) 一 -Pop 


。1018 。 力学 (下 册 ) 
vU mic mic’ 
1 一 二 一 y= 


Cc mep mic 二 pp 二 Pp 十 p: 
哈密 顿 图 数 


| 2 2? 2 ,2 2 
H=E= my ptt ~—cMVmict pi, pp 
0 


H = pz pyy pz— LL 
L 一 pzz 十 Pyy 十 访 : 之 一 HH 
写 拉 格 天 日 画 数 , 需 将 上 式 中 的 正则 变量 写成 拉 格 明日 变量 的 函数 ， 


因为 


pio 


pi 一 一 OO 
1 一 去 (站 十 六 十 22) 


同 梓 可 号 出 py、p: 的 式 子 . 
1asci:( 十 说 十 关 ) 
二) 
拉 格 天 日 熙 数 为 
Lo 2 人 之 十 了 十 之 ) - 。 joscz 十》 十 之) 


co 一 (让 十 这 十 和 2?) 


/1 一 坪 ( 记 十 六 十 客 ) 
一 一 moc Nc 一 ( 沁 十 十 之) 


12. 3. 12 导出 具有 动量 p 一 一 2 的 粒子 处 在 电磁 场 
wt 


Ni 


E=— Vv$— 竺 ， B=VxXx4A 


中 时 的 哈密 顿 肾 数 . 
解 ” 用 上 题 导 出 的 自由 相对 论 粒子 的 拉 格 天 日 消 数 , 拉 格 天 日 函数 可 写 为 
L=— mcNe om (i 二 + 二 2 )—a$ov.A 


(参看 11. 1. 20 题 ) 


L=— mcNe— (ZY 二)—q$ 二 q(tA 二 yA, 二 之 A,) 
pr + qh; 
2 人 cz 一 (十 说 十 2) WVcz 一 (zt 十 庚 十 如 ) 
p= 十 94， 
Ac 一 (站 十 党 十 写 ) 


1I0C 之 


力 。 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
Vc? 一 ( 认 十 训 十 癌 ) 


二 gA, 
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px、pPy、pPx 均 为 厂 义 动量 ,不 要 与 题目 中 的 p 发 生 混淆 ， 
mov 


p= 
U 
Nl 2 


(p— oA)’ = 2 


2 (p— qaA)’ 


Uv 
co mic?+ (p— gqA)’ 


H= prt py pz— LL 
» + 2 * 
= PVT) A Ay Az) 


十 zaoc 人 Ac 一 (这 十 党 十 关 ) 十 gf 一 gz4 十 4 十 之 4.) 


moc” 


C 


一 CC -i (Bp— 9A) Tay 
一 个 静 正 质 是 为 和 .和 荷 电 为 e. 速 度 为 o 的 相对 论 粒子 ,在 一 个 和 撩 势 为 4 的 


12. 3. 13 
电磁 场 中 运动 ,其 拉 坟 半日 苞 煞 为 
2 

下 一 一 Mic A/l— 玉 二 eA:v 
C 


对 于 位 于 原点 的 、 沿 = 轴 的 磁 矩 为 Mo 的 磁 偶 极 子 产生 的 磁场 可 用 矢 势 4 一 各 2ss nee, 摘 


2 


与 ,其 中 7、.0.9 为 球 坐 标 ， 
(1) 求 pp ,并 证 明 它 是 一 个 运动 常数 ; 
(2) 如 果 上 述 矢 势 被 4'= 二 4 十 VX(r,9,9 ) 代 替 ,X 为 一 任意 标量 函数 ,p。 将 如 何 变 


化 ,是 否 还 是 运动 常数 ? 
| vw euoMosind 也 eM . : 
解 (1) 区 一 一 mac 1 +i i er “v=—mc’ 1 一 所 十 倍 ~ sin’0 9 


其 中 v= 二 7 十 x20 ?十 r?sin’0 g ， 


al 三 了 | wm 
Pm 一 mc l1— ap 4 区 7 
po eMo 


因为 中 一 0, 所 以 pe 二 常量 (9 为 循环 坐标 ). 


。 1020 ，。 力学 (下 册 ) 


(2) 矢 势 改 为 4' 二 A 十 VxX(r,0,9). 拉 格 开 日 最 数 为 


2 
7 一 一 Nt 1 一 专 十 外 cssin2g 十 eVX 。 人 
2 
一 一 mc? 1 世 十 多 和 人 in20 
Cc 4 区 了 
,1 G4 Ls .rsingp 
二 e xy?*+ ; "0+ sing ap rsin0o9 
| ‘ eMo . OX ， x, 
二 一 mc” 1 一 上 十 徊 和 cosinzg 十 e| 访 z+ Bt 入 9 
aL 
pr pf te 


因为 55 天 0(X 为 六 .9 的 任意 函数 , 耻 、 防 、 
不 再 是 运动 常数 

12. 3, 14 证 明 :如 果 恒 定 磁场 是 平面 场 : A; 二 0,4,=0,A,.= A.(x,y) , 则 带电 粒子 在 
该 场 中 运动 时 ， 


这 中 均 可 显 含 ,所 以 9 不 再 是 循环 坐标 ,p， 


-万 二 元 十 94. 一 稍 量 
证 明 
L=— mMV1l—pP+aA.v=— mVl— PqaA(r,y)z 
因为 
oaL 
w= 0 
Lm? (~ 22) _ 
pr 2MV1i— PB c2 十 gqgA, = 二 常量 
Bi 
十 qh. = 二 常量 
-万 二 二 qA. 二 常 


12. 3. 15 ”证明 ;如 果 恒 定 磁场 具有 轴 对 称 性 , 即 A,== 4A,=0,4y 一 4p (r,z), 则 带电 
粒子 在 该 场 中 运动 时 . 


_mrp_ rA, 
+ = 常量 


证 明 A4=Ae, 十 Apeo 十 4 大 一 4 (7 ,2z)ey 
v=fie, 二 rpe, 十 之 上 
二 六 十 1 部 十 名 
A.v= A, (r ,2)r9 
L=— mMVl—Pi+ghA'v=— mc? M1 — Pt gryp A, (r,z) 
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因 为 
aL aL 
-~ C0, pe 二 一 二 常量 
9 ap 
mec: ] , 加 
一 > IT 二 永 2 一 272p) 十 ar4。 一 负 量 
印 


12. 3.16 众所周知 ,行星 都 围 比 太阳 在 椭圆 轨道 上 运动 ,但 如 果 仅 考虑 狭义 相对 论 
的 效应 ,轨道 是 进 动 的 椭圆 . 


二 一 二 (1 十 ecos[a(p 一 po)]) 
rp 


a 关 1(g 二 1 相应 于 无 进 动 的 经 典 的 结果 ). 

(1) 导出 这 一 方程 ,用 轨道 的 基本 常数 (如 能 量 、 角 动量 等 ) 表 示 a 和 ro; 

(2) 已 知 水 星 的 轨道 的 平均 半径 为 58 X10 和 km ,轨道 周期 为 88 天 ,计算 每 100 年 水 
星 轨 道 进 动 的 角度 (当然 ,这 个 效应 不 能 说 明 水 星 总 的 进 动 速率 ). 


解 (1) 
L =- mer sf1 — Eo + rp) + 全 人 


aL mr aL mrp’: GMm 
oF 7 or 9 rr 
VU U 
] 一 2 ] 一 2 
aL 7727-24 aL 
ob _- 9p ， 守 人 0 
oP 772 dp 
1— 
Cc 
其 中 v== 产 十 ry， 
d mr mrp’ GMm 
dz 和 二 0 (1) 
1 v2 了 
] -一 2 ] 机 [2 
, 
一 一 (常量) (2) 
| 7 
1 | C2 
将 式 (2) 代 入 式 (1), 得 
J 
S| (3) 
dz 六 rr rr 
1 1 . 1 ， > 
令 WT 2 ，》 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


。1022 。 力学 (下 册 ) 
.. ”dz 
1 一 de 
式 (3) 可 化 成 
dz _ GMm ， 
d9 Jp 
aL 
因为 引 一 0， 
2 十 9 一 工 一世 (常量 ) 
mr mr 2 + me? ] _ GMm 
2 2 
1 一 AI 一 均 
可 得 
mc’ GMm FF 
vr’ " 
1— a 
一 < = E+ GMmu 
7 
1 一 到 
由 式 (2)， 
- J 有 六 2 
Y 一 mm l 2 
用 式 (5)、(6), 式 (4) 可 改写 为 
dz CA 1 GMmE 
3 十 [1 一 | |) = 
今 
GMmE 
， jc CMmE 
uw 一 ) CM) (de 一 (GMm)’ 
Jc 
式 (7) 化 成 
dw! GMmi*1, | 
二 [1 一 | Jc | 一 
u' 一 Acos[a(® 一 Oo) | 
其 中 
GMm!: z 
“一 1 | Jc | 
A9Po 为 常量 ， 


GMmE 


MA :一 (J): — CGM, [GMA 十 Acos| ay -一 Oo) | 
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1 ] 
六 一 六 十 4coslLa(p 一 Po) 
其 中 
_ 0): — (GMm)? 
"0 GMmE 
1 l 
一 一 一 (人 十 ecos[ a(9O 一 Po) |} 
a ?ro 
其 中 < 一 Aro. 


(2) 设 在 g 一 p1,r 取 极 大 值 , 相 邻 的 下 一 个 + 取 极 大 值 在 p 二 9; 处 , 骨 
atP 一 Po) — a(p1— Po0) = 27 
在 一 个 转动 周期 内 回 前 进 动 的 角度 为 
Ay =9: 一 Pi 一 2z=2x 工 一 1 


“= 
ee 
考虑 水 星 以 平均 半径 > 做 圆 轨道 运动 . 
m -CA 
FA 7 
1 一 
因 为 
J mp p— 2 
1 一 把 


所 已 jc cr 


水 垦 围 浇 太 阳 一 周 , 进 动 角 


加 Sm] 
A 一 | Jc 加 


-百年 同 ,水尾 绕 太 阳 转 的 圈 数 为 m， 
100 x 365 _ 100X 365 _ 


时 一 守 年 ,水生 进 劲 的 角度 为 
2 7 58 X 10? 2 
NAP 一 7 Al4.8 xX Ar 310 x 88 x 24 x 3600 


= 3.33 X 10- rad = 6. 877” 
实际 测 得 每 一 百年 水 星 进 动 的 角度 为 1*33'20”, 差 得 很 远 ,原因 主要 是 没有 考虑 其 他 
行星 的 引力 .考虑 其 他 行星 的 作用 ,并 及 用 广义 相对 论 ,可 以 满意 地 解释 水 星 的 进 动 . 


* 1024。 


力学 (下 册 ) 


12. 3. 17 试 求 在 静止 原子 核 Ze 的 库仑 场 中 ,静止 质量 为 m\ 帝 电 一 e 的 电子 的 椭圆 


轨道 的 相对 论 修正 . 


解 
其 中 


因为 


因为 


由 式 (1) 得 


._ dr. 
由 式 (2) 和 和 一 人 9， 


， 7 Ze 
了 一 一 mc 1 一 序 十 -一 一 


47rEo7- 


大 一 二 (7 十 rig) 


_ mep mB) Ze me 
/] 一 2 47rEo7- 


/1 Bp? /1 _ pp 4Nneor 
mc’ Fe” 


/1 0 | 4AXeEor | 


Ze 


(1) 


(2) 
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, : dr : dr h’ 
2 .2 2%2_ |[adr 2 _iidar Ry 
v =7 ry -| 吕 tr | Ee + p ) 
Fe? 13 
ld li1_e “二 Mrer — 1 
< do 六 hs mc” 
1 dw 1 dr 
人 ,1 
Yu ? 9 r2 do , 上 和 式 可 改写 成 
Te; 
du 二 二 4 一 
dy h’ mc 
两 边 对 pg 求 导 ， 
Ze 
» du du ,du _ 2) | bre | Ze2 du 
dp dp’ dp hi mc ge dp 
diu ] _ DZ el Ze 
do 16r2esm?ch:)” 4xeom?c?h’ 


duy Ze 
do “TT 4reomh’ 
这 是 韭 相对论 的 轨道 微分 方程 ,其 解 是 椭圆 轨道 ， 
wu 一 A(l 十 ecosO) 
站 是 偏心 率 , 不 是 电子 带电 量 一 e 中 的 e. 
Ze Ze’e 
7 167 1 元 为 小 量 , 令 Yo 16n:esm: 2855 并 令 4 一 2 一 4nreomicih: (1—a) 
d°u! 
do 
加 Ze’E 
~ 4xeom’ch’:(l1 一 a) 


因为 a 是 小 量 ,MI 二 a~1 一 六 a， 


十 (1 一 ou 一 0 


十 Acos( ~ /1 — ap— po) 


Ze’kE 1 
一 fremichi (ll — a) 下 Acos| LI 一 2%9 一 po 
|1— le P22 Po (1— le pi1 — po |= 2 


1 一 二 < (92， 一 91) 一 2 


每 转 一 周 ,或 更 准确 些 说 x 从 一 个 极 小 到 下 一 个 极 小 , 进 动 的 角度 为 


* 1026 。 力学 (下 册 ) 


Pr 
12. 3: 18” 某 个 质量 等 于 太阳 质量 (M= 二 2x10g) 的 星体 的 半径 和 密度 多 大 , 光 才 不 
能 从 星体 逃 侈 ? 
解 ” 方 法 一 :根据 能 量 和 质量 的 等 效 关系 ,具有 能 量 EE 的 光子 具有 质量 加 一 苇 , 光 子 
在 半径 为 R、 质 量 为 M 的 星体 表面 ,引力 势能 为 一 他, 其 中 G 为 万 有 引力 常数 ,只 有 光 
子 的 总 能 量 
» GMm 
mmc” 一 TR 二 0 
时 才能 逃逸 出 去 ,反之 当 
me 2 < 一 0 


时 ,光子 不 能 逃逸 出 去 ,由 此 不 能 逃逸 要 求 


—11 30 
R< “一 6.67 X10 .2x10 


C3 又 TD = 1.48 X 10°(m) 


密度 为 人 48X0D | 47X 10” (kg) 


要 求 半径 不 大 于 1. .sx losm ,密度 不 小 于 1 47X 10°°kg. 
方法 二 人 ” 义 相 对 论 给 出 的 引力 红 移 公式 ,具有 频率 为 的 光子 离开 星体 表面 到 无 


不 能 逃逸 ,意味 着 /<<0, 也 得 到 


GM _ GM 
1 -… < 0， 玉 一 
结果 相同 . 
12. 3. 19 ” 若 一 粒子 的 阔 能 等 于 它 的 静 能 ,人 它 的 速度 多 大 ? 
解 T=mc’—moc’=moc’ 
m 一 mo, -一 一 = 27770 
2 
U 
1— | 
1 | 1 | AL 3 
一 2。 v= ] 一 2 C 一 7 Cc 


12. 3. 20 ”试用 相对 论 粒 子 的 动能 人 表示 它 的 动量 的 大 小 p, 用 相对 论 粒 子 的 动量 p 
表示 它 的 速度 . 


解 力 一 7 一 
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加 7 p” 了 7) 


ppp | Tm 
mzc? Co vy p’ 十 mac’ C 


moc” 


T= mc’ — moc” 一 


p= LiNVT+H mc) — mec = MTUT + 2moc’) 


C C 


12. 3. 21 一 个 静止 质量 为 mo 的 相对 论 粒 子 具 有 能 量 五 , 求 该 粒子 的 速率 w, 讨 论 非 
相对 论 和 极 相 对 论 两 种 极限 情况 . 


解 太一 mr2 一 一 0 
2 
工 一 
2 4 
一 人 1 一 ps 一 天 E’* — meéc’ 
韭 相对 论 极限 ;vc， 
v2 | -3 UU 
Ek = moc’| ] 一 万 人 moc "| 1 十 D2 moc’ 十 一 ?0v 
1 2 2 
2 Mo 一 下 一 Mioc 一 人 
2 
一 人 | -一 
io 
极 相 对 论 极 限 ;E 污 moc”， 
2 .4 2 2 
— moc 、 | 加 了 | moc” | 
TN Er ~ olE 


12. 3. 22 (1) 计算 与 具有 动量 400GeV/c 的 质子 同样 速度 的 x 介子 的 动量 . 在 费 米 
实验 室 ,动量 为 400GeVyc 的 质子 打击 靶 时 ,是 产生 r 介子 的 最 可 几 动 量 ,x 介子 的 静止 
质量 为 0. 14GeV/c: ,质子 的 静止 质量 为 0. 94GeVy/c ; 

(2) x 介子 通过 400m 长 的 衰变 管 时 ,一 些 x 介子 衰变 产生 中 微 子 束 , 中 微 子 探测 句 
位 于 1km 以 外 ,如 图 12. 20 所 示 . r 介子 的 固有 的 平均 寿命 为 2. 6X10 ss, 在 400m 长 的 
距离 上 ,7 介子 发 生 豪 变 占 多 大 分 数 ? 

(3) 在 x 介子 静止 参考 系 中 的 观察 者 测量 ,衰变 管 的 长 度 是 多 少 ? 

(4) zx 介子 衰变 成 一 个 4 子 和 一 个 中 微 子 v( 静 止 质量 为 零 ). 用 相对 论 的 能 量 动量 天 


。 1028 ，。 力学 (于 册 ) 


f 介子 说 变 管 i, 


400GeV 


由 at 


图 12. 20 


系 证 明 , 在 x 介子 静止 的 参考 系 中 ,衰变 产物 的 动量 的 大 小 g 由 下 式 确定 : 
gq M— m:’ 
C 2M 
其 中 MM 是 7 介子 静止 质量 ,m 是 关子 的 静止 质量 ; 
(5) 平均 来 讲 , 中 微 子 探测 器 离 x 介子 训 变 点 约 1.2km, 为 了 在 xx 介 子 静止 参考 系 中 
前 半球 中 产生 的 所 有 中 微 子 都 锌 探测 到 ,探测 项 的 横 截 面 的 半径 应 多 大 ”? 
解 (1) 设 M 和 “分别 是 介子 和 质子 的 静止 质量 ,如 .和 po 分别 是 x 介子 和 质子 
的 动量 ,v 是 x 介子 和 质子 的 速度 ， 


pr = 一 一 圭一 -， pr = -天 至 -- 一 
1 一 | 对 | 1 一 | 一 
C C 
两 式 相 队 ,可 得 
MM, _ 0.14 一 
pr — pe = 094 X 400 一 60GeV/e 


(2) 用 Ss' 系 分 别 表 示 实 验 室 参 考 系 入 介子 静止 参考 系 ,At、Azt' 分 别 是 在 S、S’' 系 
x 介子 通过 衰变 管 所 需 时 间 ， 


一 二 Ar 
et 下 而 
C 
2 
有 


Ci 


其 中 是 S' 系 对 5S 系 的 速度 . 


0 


由 12. 3. 20 题 导出 的 速度 与 动量 的 关系 ， 
7) 二 一 一 或 一 他 一 
Npr+ Moc Npett mc 


在 x 介子 通过 衰变 管 期 间 , 衰 变 了 的 x 介子 占 x 介子 的 分 数 为 
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0. 94 X 400 
400 X 3 xX 10 x 2.6 xX 107: 


一 一 上 一 二 一 
XP Ppr 


一 0. 1135 或 11. 35% 

(3) 在 S' 系 中 衰变 管 的 长 度 /=xs 一 xi,x? 和 x1 是 在 同一 时 刻 ti' 测 衰变 管 两 端的 坐 

标 ， 
ee 一 二 ) 


 L 
2 
1— [2 /1 一 | 一 
Cc 
,vl | me - 
:一 AM1 | 一 Prim 2c2 — 400 (400):/e? + (0. 94)°/c’ 9. 94m 


(4) 在 xz 介子 静止 参考 系 中 ,x 介子 的 能 量 为 静 能 Mc ,动量 为 零 ， 
六 > 下 y 


{= xz; 一 2 一 


由 相对 论 的 能 量 动量 关系 ,1 子 和 中 微 子 的 能量 分 为 
VA me 和 cq 


(考虑 到 中 微 子 的 静止 放量 次 零 )， 
衰变 时 ,能 量 守 得 
Mc := vc2g2 十 mict 十 cq 
解 出 
9 _M—m 
C 2M 


(5) 可 利用 12. 2. 12 题 导 出 的 前 灯 效 应 的 公式 


c Sinl /1 


tange 一 
ecosl 十 二 


,其 中 RR 就 是 待 求 的 探测 器 横 截面 的 半径 ， 


今 9 = 二 90° ,tan0 二 


T2050 
RR _e/ | = 加 
1200 了 C 加 l 
前 已 求 得 
pe 
N pp 十 mapc 
1 二 | 一 如 十 Pa < bel 
Vv 记 vU pe 
R= 1200，。 Mpc -1200 xX Hy. 82m 


人 400 
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12. 3. 23 ”如果 将 100kg 铜 的 温度 升 高 100'C , 它 的 质量 增加 了 多 少 ? ( 铀 的 比热容 
=—93cal/ (kg » K) 
解 ”由 于 温度 升 高 ,能量 增 基 为 
AE = mcAT = 100 Xx 93 xX 4.184 Xx 100= 3.9 XxX 10°(]) 
用 质 能 关系 E=me’ ,质量 增 量 为 


Am 一 人 一 X10 = 4.3 X 10- (kg) 
这 个 增 量 非常 小 ,根本 无 法 测 出 来 . 
12. 3. 24 在 海拔 100km 的 地 球 大 气 层 中 产生 了 一 个 静 能 为 140MeV 的 7 介子 ,这 
个 rr 介子 的 总 能 量 五 地 1.5X10MeV , 坚 直 问 下 运动 , 按 它 目 吴 参考 系 中 测定 , 它 在 产生 


后 2Xx10 s 衰变 , 问 它 在 海平 面 以 上 多 大 高 度 处 发 生 衰 恋 的? 


解 
mov : 
FE’=c pcmic!= cp 二 Ei = 1 一 乞 c+ 五 
C 
7 2 
2 
= Eo 了 ; 十 Es 一 2 2 
1 一 | 一 1 一 二 
C C 
i 
= EE ?= |) 5 


| 
a _ A EV 
v1 v1 Eo 
1 一 本 ] 一 
衰变 前 在 地 球 参 考 系 竖 直 问 下 经 过 的 距离 为 
有 _ _ 到 , EE, ~ cE 、,， 
dad -一 UAt -一 1 | F C EY ~ Et 


发 生 衰变 处 的 海拔 为 


h= 100 X 10 一 经 At 
Eo 


33X10x1.5xX10 
100 X 10 0 


“12. 3.25 一 个 假想 的 手电 简 能 将 它 的 相当 一 部 分 静止 质量 转变 成 光 , 发 射 相当 准 直 
的 光束 ,如 果 手 电 简 开 始 处 于 静止 ,静止 质量 为 mo. 接 通 开 关 并 人 允许 它 沿 一 直线 目 由 地 运 
动 . 求 当 它 相 对 于 原 静 参考 系 具有 速度 v 时 的 静止 质量 六 (不 假定 c 污 v). 


.2X10 = 9.36 Xx 10'(m) = 93. 6(km) 
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解 ” 设 当 手 电 简 速度 为 v 时 ,已 发 射 的 全 部 光子 的 总 能 量 为 ,全 部 光子 的 总 动量 为 
二 ,方向 与 o 的 方向 相反 


根据 能 量 守 恒 和 动量 守恒 ， 
2 
一 二 EE= moc’ (1) 
2 
1— 
mw  _E_, (2) 
UU” C 
1— a 
式 (2) 十 一 式 (1)， 
m(c 十 vv) 
一 oc 
2 
Cc 一 已 C 一 包 
A cv  “ "Netwv 


12. 3. 26 ”一 个 能 量 为 五 ; 的 光子 被 一 个 静止 质量 为 m。 的 静止 电子 所 散射 , 设 散 射 后 
光子 的 能 量 为 Ej, 入 射 光 子 与 散射 光子 之 间 的 夹 角 为 96, 找 出 E;、Ey 和 9 之 间 的 关系 . 
解 ”由 能 量 守 恒 , 设 散射 后 电子 具有 能 量 为 五 。， 


E; 十 mc = Es: E. (1) 
由 动量 守恒 , 设 散 射 后 电子 具有 动量 p.， 
Pi; 一 Dr 十 忆 (2 ) 
电子 的 能 量 和 动量 有 下 列 关 系 : 
E: 一 mic’ 十 psc’ (3) 
用 式 (1)、(3)， 
(E; 十 mc’ — Er)’ = msc + pzc’ (4) 
由 式 (2)， 
pe= pe* pe = (pi:— pr)* (p;— p’?) 
= pit prt— 2pi°* pr (5) 
将 式 (5) 代 入 式 (4)， 
(五 ; 十 mec’: — Ep)’* = mec’ + (pi pio 2p:* pec (6) 


用 pp 一 ,p/p * pj—“ cos0 代入 式 66) ,化 简 后 得 
五 五 r(1 一 cos0) = mec’ (EE; — Ey) 
1 一 cosl = mc’| 元 一 二 
12. 3. 27 ”一 个 静止 的 三 介子 衰变 为 太子 和 中 微 子 ,三 肴 的 静止 质量 分 别 为 mm、 
mx0 和 和 零 , 求 2 子 和 中 向 子 的 动能 1 


1032。 


力学 (下 册 ) 
解 由 能 量 守 恒 和 动量 守恒 
moc” 
mxoc” 二 VT 一 永 十 五 ， 
0 二 za opc E, 
这 里 6 一 一 


Vi 


规定 沿 中 微 子 运动 的 方向 v0. 消去 E,, 得 


9 
C 


mo = mo to -= /一 6 
“Vi MTT 
mo 1 十 6 am 一 mm 28_0 
mzo 1—B mio 十 mo 2 
2 2 
Mm oC moc ; 
Ti Hinoe Mioc 
V1—p 一 | 2 一 | 
mio 十 mo 
_ (mp0 | ms) ) 
Zro 
2 
T, = E,= mac — — 


— m2 四 mao ， 
V1—p 2mro 


12. 3. 28 ”静止 质量 均 为 9.11X10 ”kg 的 一 个 电子 和 一 个 正 电 子 相 碰 撞 ,两 粒子 消 
失 产 生 电 磁 辐 射 ,车削 没 前 均 静 止 , 求 辐射 出 的 能 量 . 


解 ” 由 能 量 守 恒 , 辐 射出 的 能 量 


E= 2mc’ =2 Xx 9.11 XxX 10 x (3 xXx 10)? = 1.64 x 10-!3J 
12. 3. 29 


两 个 静止 质量 均 为 me 的 粒子 ,一 个 处 于 静止 状态 , 另 一 个 动能 为 其 静 能 
的 6 倍 , 两 粒子 做 完全 非 弹性 碰撞 , 求 复合 粒子 的 静止 质量 和 速度 . 

解 ” 由 能 量 守 恒 , 复 合 粒 子 的 能 量 E 等 于 两 粒子 碰撞 前 的 能 量 之 和 ， 

Ek 一 moc” 十 (moc” 十 6moc’ ) 一 8moc” 
由 动量 守恒 ,复合 粒子 的 动量 等 于 两 粒子 磁 撞 前 的 动量 之 和 ,其 中 一 个 静止 ,动量 为 

零 . 复合 粒子 的 动量 等 于 碰撞 前 动能 不 为 零 的 粒子 的 动量 , 

对 磁 撞 前 动能 不 为 零 的 粒子 用 能 量 和 动量 的 关系 ， 

(moc’ 十 6moc’)’ = mict + cep: 


p» 一 /48moc 
对 复合 粒子 写 能 量 和 动量 的 关系 : 


mc 十 cp’ — 不 
代入 EE=8moc’,p: 二 48mic’ ,得 mm 二 4mo. 


Cm 是 静止 质量 ) 
设 复 合 粒子 的 速度 为 w， 


Miv 
2 
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-ch -> 
Mp? 十 zz2c2 < 


12. 3. 30 一 个 静止 质量 为 m。、 速 率 为 0. 8c 沿 zx 轴 向 正方 向 运动 的 粒子 ,衰变 成 两 
个 静止 质量 均 为 mo 的 粒子 ,其 中 一 个 以 0. 6c 的 速率 沿 y 轴 向 负 方 向 运动 . 求 : 

(1) 另 一 个 粒子 的 速率 和 运动 方向 ; 

(2) mo/ Mo. 

解 ” 设 另 一 个 粒子 的 速率 为 v,(8== 一 ) ,速度 与 z 轴 的 夹 角 为 9. 

由 衰变 过 程 能 量 和 动量 守恒 . 


Moc’ moc’ moc” 


一 一 一 一 一 -一 二 十 (1) 
M1l— (0.8) M1— (0.6): V1l—P 
Mo, X 0. 8c 加 MoC cost (2) 


Mi—(0.8) ~v1i—P 
0 = mo(— 0O, 6c) + mocpsing (3) 
V1l—(0.6) ~vV1l~—P 
由 式 (2)、(3), 可 得 
mip” _ 16 
1—pB: 9 


有 


9 ， 256Af4 十 81mo 
Mo + Te 一 144 


加 256Adfi 十 81mo 
256Af1 十 225mo 


oo 144o 
1 一 256M? 十 225m? (4) 
由 式 (17 可 得 


1— B= 


177 144m5 
5 |? 400M:— 600Mom 十 225m3 
和 


与 式 (4) 比 较 可 得 
400M3 一 600Momo 十 225m? = 256Mi 十 225m? 


mo _ 144 _ 
M,™ 600 ™<4 


Br 一 一 256 十 81C0. 24)- 
256 十 225 X (0. 24)? 


v= fc = 0.985c 


一 0.9693 


电 式 上 3、， 
3 V1-—P 
也 


Sinl = 了 一 0.1334 


一 0.134rad 或 7°40! 
12. 3. 31 ”一 总 能 量 为 E。、 静 止 质量 为 mo 的 粒子 ,与 一 个 具有 相同 静止 质量 的 静止 
粒子 发 生 完全 弹性 碰撞 ,散射 后 两 粒子 动能 相等 . 求 散射 后 两 粒子 速度 的 夹 角 ,并 讨论 非 
相对 论 和 极 相 对 论 两 种 极限 情况 . 


力学 (下 册 ) 


* 1034 ， 
解 ”静止 质量 相同 的 粒子 动能 相等 , 则 总 能 相等 ,速率 相同 . 设 散射 后 每 个 粒子 的 总 


能 量 为 E ,速率 为 Ui , 散射 前 总 能 量 为 Eo 的 粒子 的 速率 为 Uo. 


由 能 量 守 恒 . 
FE, 十 moc” 一 2 也， (1) 


因为 


EFE= mc’, p= mv 


考虑 到 碰 反 后 两 粒子 动能 相等 ,碰撞 前 后 ， 网 粒 于 的 


Eb v 名 
om 速度 ， 省 有 图 12. 21 所 示 的 情况 ， 
O 0 


Ei vl E, 
2 00 2 VICOS (2) 
图 12. 21 
由 
2 2 
Nin WBinC 
E, = - ， 上 |) 一 - 
] |v ] [| 
C C 


解 出 
ae moc” < 
vo 二 call 了 一 CA1/ 1 F 
将 ve .vi 代入 式 (2), 并 用 式 (1)， 
) | 一 | -2 
Eo ] | E, -一 2 歼 1 E, COS 了 
_ 2 mic 
= (ot moc NTT Eo + mec) 
VE;— mic’ = NE 2Emoc’ — 3mfctcos 六 
约 去 等 号 两 边 的 共同 因子 ~ 6 一 moc’ 印 得 
0 | ho 十 moc” 
和 2 | Eo 十 3moc” 
E, 十 moc” 
0 = 2arc cos ,| E, + 3moc 


非 相对 论 极限 . 
五 一 moc’ 十 pi Fm < FE, 


BS 


已。 一 moc” 


0 SS 2arc cos A/ w 一 90” 


极 相 对 论 极限 ， 
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E SS moec’, Eo, SS moc’ 
0 = 2arc cosl 一 0 
12. 3. 32 ”一 个 能 量 为 五。 的 反 质 子 与 一 处 于 静止 的 质子 相互 作用 ,产生 两 静止 质量 
均 为 m; 的 粒子 ,其 中 一 个 在 实验 室 中 在 与 入射 方向 成 90° 角 的 方向 上 被 探测 到 , 求 这 个 
粒子 的 总 能 量 五 ,并 证 明 它 与 m;、Eo 均 无 关 . 
解 ”质子 和 反 质 子 具 有 相同 的 静止 质量 mp. 设 反 质 


子 的 动量 为 po, 与 质子 相互 作用 产生 的 两 粒子 的 动量 分 eh 
别 为 zi pa, 相互 作用 情况 如 图 12. 22 所 示 . 
由 动量 守恒 . Oo O @------- 
po 一 pscos0,p] = psind op SN 
p; 
思 一 pst pi 
由 能 量 守 和 恒 ， 图 12. 22 


Eo mc = E+ Neps + mic 
从 后 两 式 消去 p;, 可 得 
(Eo moe’) 二 Es — 2(Eo + mpc )E, = ec:(ps + pi) + mic 
用 二 epi 十 msct ,EI 一 Cpt 十 mzc',， 上 式 可 化 为 
moc’ + Eomopc” = Es(Eo + moc’) 
所 以 
E, = mopc’ 

E, 仪 与 质子 (或 反 质 子 ) 的 静止 质量 有 关 , 与 Eo、mi 均 无 关 . 

12. 3. 33 ”宇航 员 开 亮 一 个 普通 的 手电 简 ,将 它 扔 入 太空 ( 电 简 围绕 它 的 轴 稳 定 地 自 
转 ), 问 两 小 时 后 电池 用 完 之 时 ,这 个 “光子 火箭 ?获得 多 大 的 附加 速度 ? 

解 ” 假 定 电 简 的 小 灯泡 位 于 抛射 面 的 焦点 ,使 发 出 的 光子 几乎 都 平行 于 电 简 的 轴线 . 
设 电 简 的 功率 为 W(W), 开 亮 后 经 时 间 女 以 s 为 单位 ) ,发 出 的 光子 的 总 能 量 为 玉 = Nt ,如 
靠 电 简 稳 定 自转 ,保持 电 简 的 取向 不 变 , 当 电 池 用 完 时 ,发 出 的 光子 的 总 动量 为 


P= -> wo 一 24Xx1l0 
由 动量 守恒 ,手电 人 简 将 附加 相反 方 同 的 动量 “ 光 了 于 火箭 ?获得 相 到 的 附加 速度 ,其 大 小 为 
Nt 
An 二 一 


对 宇航 员 来 说 ,这 Av 是 “光子 火箭 ?获得 的 相反 的 速度 的 大 小 ,mm 是 手电 简 的 质量 ,由 于 
Av 很 小 ,近似 为 静止 质量 ， 
大 N= 二 1]1W,m 一 0. 3kg,t 二 2h( 小 时 )， 


__1.2 x 3600 
0.3X3x10° 


12. 3. 34 ”等 效 原理 断言 引力 质量 和 惯性 质量 相等 . 光子 有 不 等 于 零 的 引力 质量 吗 ? 
设 光 子 朝 着 地 球 落下 距离 10m ,计算 对 光子 频率 的 影响 . 用 什么 实验 技术 可 以 测 出 这 个 频 
率 变 化 ? 


Am ~ 8 xX l0™ ”m/s 
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解 ” 交 子 的 引力 质量 不 等 于 零 ,根据 等 效 原理 ,光子 的 引力 质量 等 于 其 惯性 质量 , 光 
子 的 静止 质量 等 于 零 ,但 惯性 质量 不 等 于 零 ， 


mE ty 
当 光 子 在 地 球 引 力 场 中 落下 距离 /时 , 它 的 能 量 增加 ,因此 频率 也 增 大 ， 


hv = hyv+ mel = hy 1 十 辟 


这 里 用 了 = 党 | ， 


Ar 一， 一 "一 各 ，， A 


当 /二 1]0m 时 ， 


Ay 9.8X10 | 1s 
y = taxioY lix*10 


这 微小 的 频率 变化 可 用 穆 斯 堡 尔 效应 作 实 验 探测 到 . 

12. 3.35 考虑 一 个 能 量 非常 高 的 散射 实验 ,参与 散射 的 两 个 粒子 具有 相同 的 静止 质 
量 mo, 其 中 一 个 原来 处 于 静止 ,为 一 个 以 动量 p 入 射 : 

(1) 求 质心 的 速度 v'; 

(2) 在 极 相 对 论 极 强 zc 六 moc: 下 , 求 此 系统 在 质心 平 动 参考 系 中 的 总 能 量 E*、 

解 ” (1) 设 在 实验 室 和 参考 系 中 具有 动量 p 的 粒子 速度 为 wi, 在 质心 平 动 参考 系 中 速 
度 为 Ul 


MI VU 
v1 一 本 
1 一 了 
另 一 粒子 在 质心 平 动 参 渤 系 
-一 一 7” 
» 0 
在 质心 平 动 参考 系 中 ,系统 的 总 动量 为 专 . 
Mm ov] 十 mo(— VU” ) _o 
1) i- | 
C C 
” (v1/C)’ (v* /c)’ i 
可 得 1 一 (oo w/o 1 
21 一 也 、 
一 一 一 一 一 
1 ~ UW] 


VU” = 一 一 一 一 一 (1) 
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圾 一 个 v* 之 c 的 根 已 舍 去 ， 


在 实验 室 参 考 系 中 ， 
方 一 niou]l 
[fal 
! C 
解 出 = 一 (2) 
户 十 moc’ 
将 式 (2) 代 入 式 (1), 经 计算 可 得 
jy CcNVp’ 二 moc’ — moc’ 
p 
可 以 检验 应 有 的 关系 v' 过 wi 成 立 ， 
(2) 用 极 相 对 论 极限 :pbp 污 moc， 
vv cI|1 ee] 
2 2 
E* 一 Mioc ~ ioc pmo pe 
1 二 1 Vv 2moc/p 
， moc” 
2 
— VU 
:一 | 二 
所 以 下 ”一 下 ;十 下 ;一 乞 2mopc” 


12. 3.36 (1) 静止 质量 m= 二 1g 以 0. 9 倍 光 速 运 动 的 粒子 ,与 静止 质量 mm 一 10g 的 
静止 粒子 发 生 正 碰 , 并 骸 入 其 中 ,产生 的 复合 粒子 的 静止 质量 和 速度 多 大 ? 

(2) 假定 mi 静止 ,ms 应 以 多 大 的 速度 运动 ,才能 产生 与 (1) 有 相同 静止 质量 的 复合 
粒子 ? 

(3) 若 mi 静止 ,m; 应 以 多 大 的 速度 运动 ,才能 产生 与 (1) 有 相同 速度 的 复合 粒子 . 

解 (1) 设 复合 粒子 的 静止 质量 为 M, 速 度 为 V (或 Bc). 由 碰撞 过 程 动量 和 能 量 守 恒 ， 


mipic MBc 
V1—BR MITA 
mic’ 2 Mec: 
十 -一 
2 Po 1 一 卫 
Nl1— A 、 
可 解 出 
pc 
V 一 Be — VHP 
Mi 十 zz 人 1 一 pi 
277z171t， 1/2 


1 二 [mi 十 m3 十 
V1— Bi 


。1038 。 力学 (下 册 》 


代入 mi 一 1X10-kg,p8 一 0.9, 一 10X10- 汪 g ,得 
V=0.168c,M=12.1X10 kg 或 12.1g， 
(2) 厂 mi 静止 ,ms 以 Bzc 的 速度 与 mi 正 仙 ,产生 的 复合 粒子 质量 M 为 


1/2 
2m11, 


N1— bi 
与 (1) 中 MM 的 表达 式 比 较 ,M、mi、mz 的 数值 均 相 同 , 必 有 Bs==Bi,; 即 ms 应 以 0.9 倍 光 速 
运动 . 
(3) 若 ma 静止 ,ms 以 Bzc 的 速度 运动 ,复合 粒子 的 速度 为 
TV 一 1122 2C 


Ma 十 MINV1L 一 0 


M= mi 十 mz 十 


要 复合 粒子 的 速度 与 (1 ) 中 的 相同 . 
map2c 


m2 十 mi 1 一 


10p8, = 1.68 + 0.168V1— Pp 


一 0. 168c 


代入 mi、ms 的 数据 ,可 得 


可 解 出 B, 二 0.186 或 0.150 
显然 只 能 取 8, 二 0. 186. 因为 动量 守恒 要 求 ， 
m2 2c Mbc 


| 


M>mas 必 有 TB> 了 CB:>8 因此 ,B, 二 0.150 过 8(==0. 168) 是 不 可 能 的 ,结论 是 m， 
应 以 0. 186c 的 速度 运动 . 

12. 3. 37 静 能 为 494MeV 的 KK 介子 衰变 成 静 能 为 106MeV 的 尖子 和 静 能 为 零 的 中 
微 子 , 求 由 静 止 的 介子 衰变 成 的 上 了 于 和 中 微 子 的 动能 . 

解 ”根据 能 量 守 恒 


megc’ = E,+ E,= Npic +t mic 十 pe 


由 动量 守恒 ， 
DPD 二 ~— Ps, pry = Pp, 
代入 上 式 , 解 出 p,， 


nk — me)e 
HL 


2mer 


(mk 十 mi) ce 
~/ mk TT MOC 
E, =N pxc 十 WapC = 


27172zK 


(494/c > 二 084 ) CC- 258MeV 


17, = E,— mc 一 258 一 106 王 152MeV 


J 
sp 
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(mk 一 722 DC 
LIIK 
了 = E,— mc’ = E,= 236MeV 
7 了 ,分 别 是 在 实验 室 参考 系 中 关子 和 中 微 子 的 动能 . 

12.3.38 可 以 通过 辐射 7 量子 的 方法 使 被 激励 的 原子 核 退 回 基态 . 设 基态 的 质量 即 
原子 核 的 静止 质量 为 mo, 激 发 能 (处 于 该 激发 态 时 原子 核 的 能 量 减 去 处 于 基态 时 的 能 量 ) 
为 AE, 求 辐射 出 的 7 量子 的 频率 . 

解 ”根据 能 量 守 恒 和 动量 守 己 ， 


FE, = pc = pc 一 = 236MeV 


2 
moc’ 十 AE = = 十 hv (1) 
pop _h (2) 
VIF cc 


其 中 B= 一 . 

关于 第 一 个 式 子 作 些 说 明 . 原来 外 玉 涩 发 态 的 原子 核 是 静止 的 ,辐射 Y 量子 回 到 基态 
的 原子 核 不 可 能 是 静止 的 ,因为 要 灌 从 动 景 守 恒定 律 ,7 量子 的 动量 不 为 零 , 处 于 基态 的 
原子 核 必 具 有 与 Y 量子 等 值 异 号 的 动 乔 . 


由 式 (2) 可 求 一 一 = 
1—/° 


hh) (noc) 
1—B mc 1 (moc?)? 
i 1 / 
V1i—p moc’ (hy) 十 Cmoc ) 
代入 式 (1)， 
moc’: 十 A 开 一 人 (po 十 (aoc 六 十 六 

加 A 十 2moc” AkK 

解 由 hy =A 2(AE 二 moc:) AF|1 2(AE 十 | 


,El AE ,| 
h 2(AE 十 moc’) 
12. 3. 39 一 个 静止 质量 为 Mo 的 静止 粒子 裂变 为 静止 质量 分 别 为 mio 和 mzo 的 两 粒 
子 ,裂变 能 Moc: 一 (ozio 十 mso)c: 在 这 两 个 粒子 间 如 何 分 配 ? 
解 ”由 能 量 守 恒 ， 
Mc 二 moc 十 了 十 Maxzoc 十 工 ， (1) 
由 12. 3. 20 题 得 动量 和 动能 有 下 列 关 系 : 


pi! 一 一 V 了 11 十 2m1oc” ) 
p, 一 一 VY 了 (7 了， 十 97150C” ) 


由 动量 守恒 ， 
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Pi p= 0, pi = p; 
所 以 I (7, 十 2m10C”) -一 了 ， (了 ， 十 277220C” ) 
用 式 (1) 消 去 式 (2) 中 的 T，， 


(2) 


JT1(71 十 2m10C” ) 一 [LCM 一 Wiio 一 11220)C 一 Ti LCAho 一 Wo 11220 )C 一 了 | 十 2m2oc’ 」 


经 计算 , 解 出 
Ti AKG A 一 mi0)” 一 mio jc’ 


I， = (M,C— mo 一 1220 )C 一 [Mm, 一 mio)” 一 m3o jc 
244， 


=a7 LM — mn)? 一 mo]c 


由 于 (1)、《2) 两 式 中 ,和 脚 标 1、2 对 调 , 两 方程 不 变 , 因 此 得 到 工 | 的 式 子 后 ,可 将 式 中 1 与 2 


对 调 ,立即 写 出 7: 的 式 子 . 现 两 式 确 有 这 种 情况 ,可 作为 计算 无 误 的 一 种 检验 ， 


12.3. 40 ”静止 的 电子 侦 肖 没 时 产生 两 个 光子 ,如 果 其 中 一 个 光子 再 与 另 一 个 静止 电 


子 发 生 磁 樟 , 它 能 给 予 这 个 电子 的 最 大 速度 多 大 ? 
解 ”由 能 量 守 和 恒 ， 
2moc* 一 2hy 


hv 一 moc” 


(1) 


写 上 述 能 量 关 系 时 ,已 考虑 了 动量 守恒 ,静止 的 电子 偶 动 量 为 零 , 产 生 的 两 个 光子 也 必须 


总 动量 为 零 , 必 然 有 两 个 光子 的 频率 相同 ,运动 方向 相反 . 
一 个 光子 与 静止 电子 发 生 碰 撞 , 由 能 量 关 系 ， 
hv 二 moc’ = 1ac2 + hv 
静止 电子 获得 速度 ， 
mc moc 故 达 vy 
考虑 一 般 情况 如 图 12. 23 所 示 ， 


,。 。” 写 动 量 守恒 关系 ， 
hy molic hv 
0 _---- Cc Vi 二 未 十 cosp 
p 
~ sn 一 sing 
2 yy» Plo HC moNc ,2 
(hy) i cos0 十 J (hv') 
由 (2)、(5) 两 式 , 消 去 hv ,可 得 
2、2 (moc” )° 2hymoc’ 2 (moc” )” ， 
(moc )” 十 ] 一 B2 Vi 一 久 Vi 二 十 2hvmoc 
— 2hyumope 0 十 (moBc’ )” 


VT 一 到 1—P 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
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用 式 (1), 式 (6) 可 化 为 
2 人 /1 一 及 一 (2 一 pcosO) 
两 边 平 方 ,可 解 出 


6 二 4cosg 
4 十 cos’0 


_dp 44 一 cos -00) ~ 0 
dcostz (4 十 cos’0):’ 
(注意 一 1 委 cos0 委 1). 
8 是 coslb 的 单调 递增 函数 ， 
4 (COSO ) max 4 


Pax 一 4 十 (cos’0) max 5 


故 与 静止 电子 发 生 碰 撞 的 光子 能 给 予 这 个 电子 的 最 大 速度 是 mu 一 全 


12. 3. 41 在 气泡 室 中 经 常 能 观察 到 由 光子 产生 电子 - 正 电 子 对 的 反应 . 试 证 明 除 非 
有 其 他 粒子 的 介入 ,比如 一 个 核子 , 则 这 样 的 转化 是 不 可 能 的 . 

解 7Yy—>e” elt 
这 样 的 反应 可 以 不 违背 能 量 守恒 定律 ,但 一 定 违 背 动量 守恒 定律 . 

假定 发 生 上 述 反应 ,在 任何 惯性 参考 系 中 ,动量 守恒 均 应 成 立 . 我 们 可 取 e 、e 系统 
的 质心 平 动 参考 系 ,在 此 参考 系 中 ,系统 的 动量 为 零 . 可 反应 前 光子 的 动量 不 为 等 ,因为 不 
可 能 找到 一 个 参考 系 , 在 其 中 光子 是 静止 的 . 这 个 设想 的 反应 既然 违背 了 它 应 遵从 的 定 
律 ,这 个 反应 就 不 可 能 发 生 ， 

假如 有 其 他 粒子 例如 核子 参与 反应 ,能 量 和 动量 守恒 均 能 满足 . 

设 核子 的 静止 质量 为 M, 原 来 是 静止 的 ,产生 的 正 电 子 、 电 子 对 也 静止 ,需要 光 了 于 具 
有 的 能 量 为 EE、 能 量 守 恒 关 系 为 


E+ Mc = MYc’ + 2mec’ (1) 
1 9 后 速度 
其 中 一望 针 "8 一 站 ,是 反应 后 核子 具有 的 速度 
动量 守恒 关系 为 
E 
-= MYRec 
] ] 2 
因为 ”= 二 Bb = 1 一 yz， 7 一 人 /六 一 1 
p18) 1+ [i (2) 
用 (2) 式 消去 (1) 式 中 的 7， 


(E+ Mc — om.c) = E+ Mec’ 


of Mme 2 
Ek 一 ?| 基于 Pe | me 


因 M 污 m., 光 子 所 需 的 能 量 稍 大 于 电子 - 正 电 子 对 的 静 能 2mec” 即 可 . 


。1042 。 力学 (下 册 ) 


12. 3. 42 一 电子 束 被 固定 的 散射 部 散 射 ,如 图 12. 24 所 示 ,散射 是 弹性 的 ,每 个 电子 
具有 能 量 = 之 moc?(mo 为 电子 的 静止 质量 ) ,电子 束 流量 为 每 秒 钟 流 过 Q 个 电子 . 求 ， 
(1) 入 射电 子 的 速度 ; 


(2) 电子 作用 在 散射 对 上 的 力 的 大 小 和 方 问 . 
解 ” (1) E=mc’ 


所 以 1 一 | 


(2) 因为 是 弹性 碰撞 ,所 以 碰撞 前 后 电子 速率 不 变 , 且 电子 束 的 入 
射 角 等 于 反射 角 ,电子 的 速度 的 切 癌 分 量 不 变 ,法 同 分 量 反 号 ,入 射电 子 的 法 同 分 量 为 


图 12. 24 


p, = mv, 一 全 


3 
每 个 电子 散射 时 动量 的 改变 量 为 


Pine 


,4 
9 3 


4 2 
3 


电子 束 给 予 靶 的 作用 力 等 于 一 秒 钟 内 电子 束 给 予 靶 的 冲 量 , 其 大 小 也 等 于 靶 给 予 一 
秒 钟 内 入 射电 子 的 作用 力 之 和 ,等 于 一 秒 钟 内 被 散射 电子 的 动量 的 改变 量 之 和 . 


4 人 2 
3 


Ap 一 2p;, 二 


moc 


F = QAp = 


其 方向 沿 入 射电 子 速度 的 法 同 分 量 的 方 同 ， 

12. 3. 43 一 个 静止 质量 为 m、 能 量 为 EE 的 粒子 , 跟 男 一 个 静止 质量 为 M 的 静止 粒子 
发 生 弹 性 碰撞 , 求 碰 撞 后 这 个 粒子 的 能 量 Ei 与 散射 角 9 的 关系 ,讨论 m==0 的 情况 ( 康 普 
顿 效 应 )， 

解 ”用 p 和 pi 表示 静止 质量 为 m 的 粒子 碰撞 前 后 的 动量 ,E; 和 p; 表示 静止 质量 为 
NM 的 粒子 碰撞 后 的 能 量 和 动量 (图 12. 25). 

由 能 量 和 动量 守恒 ， 


QQmoc 


E+Mc=E+E, (1) 
p= picosy 十 pcosp (2) 
Pising = pssing (3) 


用 玖 2 一 cp 十 ma2c4, 式 (2)、(3) 可 改写 为 


| 2 
E’ E? 五 ; 
mc — /SS — miccos0 = /3 — Micicosy 
C C C 
| 五; E; . 
了 一 Mtczsin0g = /3 — Mic’sing 
C C 


两 式 平方 相 加 ,得 
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五 Et 五 
过 一 mazcz 十 局 一 zazc2 一 2 二 mic? 
C C C 


用 式 (1) 消 去 上 式 中 的 五，, 即 得 五 与 0 的 关系 


(E— EMc: 一 EE +N(E’ — mc)(E,— mict)cos0 + mct=0 

当 m= 二 0 时 ,EE=hv, 光 子 打 在 静止 的 自由 电子 上 产生 康 普 顿 散射 

(hy 一 hv Mc’ — hv 十 站 icosl 一 0 
一 二 一 1 一 cos0) 

12. 3. 44 ”以 速度 vv 运动 .静止 质量 为 m 的 zw 介子 裂变 成 两 个 7 量子 , 设 在 x 介子 
静止 的 参考 系 内 ,7 量子 按 飞 敌 方 同 的 分 布 是 各 同 同性 的 , 试 确定 相对 于 实验 宇 参 考 系 的 
下 列 各 量 ， 

(1) 其 中 一 个 7 量子 按 与 zm? 介子 运动 方 回 成 0 角 飞 散 的 概率 ; 

(2) 一 个 7 量子 以 0 角 飞 散 , 男 一 个 7 量子 飞散 的 方向 ; 

(3) 按 (2) 飞 散 的 两 个 7 量子 的 能 量 . 

解 〈1) 设 S、S' 系 分 别 为 实验 室 参 考 系 和 x 介子 在 其 中 静止 的 参考 系 . 

在 S 系 中 ,一 个 Y 量子 飞散 方向 是 各 向 同性 的 ,在 4 一 十 db 内 飞散 的 概率 为 


dW = i 。 27Ssinlb dl = sing' do 


ri 
由 12. 2. 13 题 证 明 的 在 S'、S 系 内 光线 与 xz'、z 轴 的 夹 角 9.6 间 的 关系 . 
cosb 一 Pg (8 一 三 ) 


odo i/ pe 
sin dt = 林 二 85080541 B’)singd6 


在 实验 室 参 考 系 $ 内 飞散 到 0 一 0 十 db 内 的 概率 为 


_1 1-P .. 
dW = 2 [一 谎 o80Jzsinbd4 
(2) 在 S' 系 中 ,一 个 7 量子 的 飞散 角 为 6, 则 另 一 个 7Y 量子 的 飞散 角 % 一 r 十 9 ,在 S 
条 中 飞散 角 为 1， 


cosb = cos(x+ 0)++p po cosy 


1+ Bcos(r++ 8) 1— Bcost 
等 cos0 = cos0 一 月 代入 上 式 ,经 计算 可 得 


一 cosB 
os 一 28 一 (1 十)cos6g 
! 1 十 诬 一 2pcosb 


(3) 方法 一 :在 S' 系 内 ,两 个 7 量子 的 能 量 均 为 


EF’' = EE’' 一 -ac 或 hv = hw = me’ 
用 模 同 多 普 勒 效应 公式 
] 
/A 
rv 二 M1 ] 一 pcos0 
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一 个 Y 量子 在 3 系 中 的 能 量 为 


太一 1 一 MV1—pP,, 1 2 V1 PP 
1 一 pcosd 2 1 一 Becosd 
另 一 个 Y 量子 在 S 系 中 的 能 量 为 
A el i 工 Vi—Pp 
bi = = 1 一 Beosg. 2 ] _ 8 2 一 〈] 十 B*)cosb 
1 十 久 一 2p8cosl 
_ 1 .2 ] 十 Bp 2pcosV 
2 (1 一 Becos0) V1— PP 
可 以 验证 
2 
E+ EkE,= Ne 
1 本 记 
方法 二 :用 能 量变 换 关 系 ， 
E' + vp 
V1l—p 
1 hy ] cosl 一 
人 人 、 上 _ 二 2 ff -~ ff -一 
今 E = 7MC ， pi 一 cos0 一 ome 一 Beos6 
/ hy / ] _ 0 
E' 一 mc’ piz 一 -cos 一 pme {eg 


代入 上 述 变 换 关 系 , 立 即 得 到 EE 和 Eli 的 上 述 表达 式 . 

12. 3. 45 ”一 个 能 量 为 E, 的 光子 与 一 个 能 量 为 巨 交 moc: mo 为 静止 质量 ) 的 电子 发 生 
磁 撞 . z 

(1) 若 在 实验 室 参考 系 中 光子 运动 方向 与 电子 运动 方向 的 夹 角 为 9, 磁 撞 前 光子 在 电 
子 参考 系 中 的 能 量 五 等 于 多 少 ? 

(2) 若 Emoc? ,电子 的 反 冲 可 以 略 去 ， 光子 在 电子 参考 系 中 的 能 量 不 会 因为 碰撞 而 
改变 , 问 碰撞 后 光子 在 实验 室 参 考 系 中 能 量 的 最 小 值 和 最 大 值 各 是 多 少 ? 

解 (1) 取 电 子 运 动 方向 为 xz 轴 , 则 在 实验 室 参考 系 (5S 系 ) 中 光子 的 动量 在 z 方 加 
的 分 量 为 


p: 一 cos0 
根据 能 量变 换 关系 ,在 电子 参考 系 (S' 系 ) 中 光子 的 能 量 五 , 为 
E,(1 一 一 cosb) 
有 = -二 2 -= 一 一 一 一- (1) 


vl 


C 


其 中 wv 是 在 实验 室 参考 系 (S 系 ) 中 电子 的 速度 ,也 即 S' 系 对 S 系 的 速度 ( 沿 z 方 辣 )， 


1 一 1 一 | 一 


一 2 (2) 
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E: ~ 2E’ 3 
(这 里 用 了 ESmoc’). 
将 式 (2)、(3) 代 入 式 (1), 得 


E, = | ;C1 — cos0) + 
nioc 


(2) < 攻 moc’ ,光子 与 电子 发 生 碰 撞 时 ， 可 以 不 计 电 千 的 反 名， 在 电子 参考 系 (S' 系 ) 
中 ， 磁 德 时 光子 的 能 量 不 变 ， 页 撞 后 仍 为 
2 


E, = [a0 — 
能 量 的 最 小 值 和 最 大 值 的 9 值 由 


uc osg |E, 


求 出 ， 


dE' | k toc” 


2 
因为 E 六 moc’, mo 2 一 > 0 
d 五， 
do 


“dE, 
dg < 0， E, 最 大 ， 


> 0， E' 最 小 ， 


moc” 
2k 
2 _ ee] Ek, 2 F, 


moc” 2F moc’ 


cos0) 十 二 eec-cos0 |E, — 一 E, 


E,nax 一 一 cosr) 十 二 四 一 
再 用 能 量变 换 关 系 


moc” moc 
nin 一 
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2 4 
代入 卫 心 1 一 pi :经 计算 可 得 


moc?\? 


2 


2 
Eo ~ | 2 | 


oc 


注意 :在 计算 天 时 ,碰撞 前 p' 沿 zx' 轴 正 向 (0=0) ,碰撞 后 反 向 , 沿 x' 轴 负 向 , 故 代 


入 pp 一 一 加 后 。 字 , 而 在 计算 En 时 ,碰撞 前 p; 沿 z' 轴 负 向 (0 二 x), 磁 挤 后 反 向 , 沿 x 


铀 正 向 , 克 代 入 pl 一 203， 全 .计算 时 用 了 刀 一 千 ， 

12. 3. 46 ”相距 为 a 的 两 个 点 电荷 gi 和 %: ,在 垂直 于 
它们 的 连 线 的 方向 上 以 匀速 度 v 运动 , 试 确定 它们 的 相互 
作用 力 . 

解 ” 方 法 一 : 取 S、S' 系 分 别 为 实验 室 参 考 系 和 国 连 于 
两 个 点 电荷 的 参考 系 , 取 zx、x' 轴 沿 点 电荷 在 S 系 中 的 运动 
方向 ,S' 系 对 5S 系 以 速度 v 沿 x 轴 正 向 运动 ,x、y、zx 、y 轴 
如 图 12. 26 所 示 . 


E, 


Eman ~ | 


了 
在 S' 系 中 ,点 电荷 gs 受 点 电荷 gi 的 作用 力 为 静电 场 
产生 的 库仑 力 ， 
1 did? ， 
加 47re va2v 
1 :dd Fr 一 
即 FEF. iy F, A4neoa’ . 主 0 
由 力 的 变换 公式 ， 

2 

Ft+ PF VU 1 一 | 二 | 

下. :一 一 ， F,=F, 

1 十 本 1 十 

2 
1 一 | 了 
F, =F 
儿 V A 
1 十 一 
C 
今 V 二 v,v' 二 0, 代 入 上 述 天 得 

_ CC2 [| _ 

= 一 0， > 一 4neoa’ ci "=0 
方法 二 :用 相对 论 电 动力 学 关于 电磁 场 的 变换 公式 ， 

Ey = E,, E'= ! (E+VXB), 


Vi- (a) 
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By 一 也] 有 = 一 一 一 一 一 一 -5 X 五 )1 


7 


今 把 与 S'、S 系 相 对 运 人 


一 — VxB)| 
B= tt p+ tyxE), 
1 
EE 
CC 
今 E'’y = ,BTieij’B' =0V vi 
代入 电磁 场 的 变换 公式 ,得 
Ey -一 0 即 Eh. 一 
_ 一 一 | d1 ， | |= 1  ， 
Ei= 2 2 47reuQ2v 中 一 7 
1] 一 | 4ne0a 一 | 一 
C Cc 
即 F, = 一 -一 一 ， E,=0 
2 
47rE04 1 一 二 
C 
By -一 0 , 即 B. 一 0, 
VU 
] 2 d1 
B| = 一 二 一 |o+ vl X Te 一 - -kK 
1 一 | 一 4xeua 1 一 | 一 
C C 
2d1 
即 B,= 0,， B.= = 
zy}2 
47rEoa 1 一 | 一 
C 
点 电荷 gz 受到 力 为 
9 2d1 
一 0 oo 二 vi X 一 一 一 一 -一 KK 
vy) Ul: 
dAneoa* |/ ] 一 荆 | dreoa* | ] 一 | 
C C 
-一 1d2 人 
Aneoa’ C 


与 方法 一 的 结果 完全 相同 . 
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12.4 四 维 矢 量 


12.4.1 (1) 已 知 (ryct) 是 一 个 相对 论 性 四 维 矢 量 , 证 明 (K,ow) 是 相对 论 性 四 维 天 
量 . | 
(2) 已 知 一 原子 在 静止 时 放射 出 角 频 率 为 om 的 光 , 目 这 原子 以 速率 v 朝 回 或 离开 一 
观察 者 运动 ,利用 洛 伦 效 变换 就 两 种 情况 ( 朝 癌 或 离开 ) 导 出 观察 者 观察 到 的 角 频 率 公 式 ， 
解 (1) 考虑 在 惯性 系 $ 中 一 平面 电磁 汲 
五 一 Eveitr—*), B= Boei tr—%) 
在 另 一 个 惯性 系 S' 中 ,S' 相 对 于 S 沿 z 轴 以 V 的 速度 运动 . E'、B' 与 BE.B 有 下 列 关 系 . 


B' 一 ! (BC— iV x E) 


2 
C 


这 些 关系 要 求 E.B、E 、B' 的 指数 泪 数 是 不 变量 , 即 


Kk’er— wt = .rm ot (1) 
已 知 (r,ct) 是 相对 论 性 四 维和 拓 量 ， 
ct XH 
i A y 一 yz/ 二 之 ， A 
2 2 
VE 
C C 
设 k= (ki ,Rk, ,Rs), k’' = (k' ,ks ,ks) 
上 2 
k' rr wt 一 AI 一 一 一 Roy 十 kaz 一 Ww 一 一 一 一 一 
V 2 
V1— | V1 | | 
ki 十 So / / 
玉生 
T 2 
下 
ce 
ph (2) 


十 述 推导 中 用 了 (rci) 与 (mc ) 间 的 洛 伦 兹 变换 关系 以 及 式 (1). 
比较 式 (2) 两 边 x、y、z,t 的 系数 ,得 


bw 
2 
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w+ VA 
2 
一 人 
C 
其 地 变换 
by 一 一 各 包工 
1 ) 四 1 
一 -一 一 一 ， 必 = 必 ， 必 = 必 = 一 一 
2 2 
WE 9 
C C 
yy 
XT ci i 
与 Z 一 ， 一 yo 一 zc 一 
2 2 
人 人 
C C 


有 完全 相同 的 变换 关系 因此 (r ;ct) 是 相对 论 性 四 维 矢量 ， Ck, 一 ) 或 (ck,w) 也 是 相对 论 


性 四 维 矢 量 . 
(2) 取 观 察 者 静止 的 参考 系 为 3 条, 原子 处 于 静止 的 参考 系 为 S$ 系 ,z. 必 轴 的 正 向 与 
S' 系 对 S 系 的 速度 方向 一 致 . 


Wo 一 ' ， 0 
原 于 随 加 观察 者 运动 Br 9 ce — To yi 二 一 一 ， 


ww i VR oi 
忆 = 一 一 一 一 一 - 
| 2 
1 -- 一 ] 一 
\c 
, ww 
原子 离开 观察 者 运动 时 ,w = 二 wo ;1 二 一 一 ， 
co 十 | — 
一 C 
T 1 2 
1 一 | 


12. 4.2 ” 写 出 四 维 位 置 和 撩 量 的 洛 伦 兹 变换 ,导出 四 维 动量 矢量 的 洛 伦 效 变换 
解 ” 四 维 位 置 矢量 的 洛 伦 兹 变换 为 
X=7(r— pct), y=y, z=z, ct = Y(ct— Pr) 
U 1 
其 中 P= 半 ,7 一 -二 
x 十 y 十 xz 一 (cect)? 一 7X2fz2 一 28ctz + (Bet):] 二 + yz? 
— | (ct): ~— 2pBctz 十 (8z) | 
=7(1 CB)r +y 二 zx ~— 7Y (lm— B)(c) 
x? 二 yz: — (ct)? 
上 上 述 式 子 说 明 四 维 位 置 天 量具 有 下 列 性 质 ， 
Z2 十 只 十 2 一 (ct 为 不 变量 


* 1050。 力学 (下 册 ) 


由 相对 论 粒 子 的 能 量 动量 关系 
五 2 一 Ecp’ 
其 中 五 是 静 能 ， 


| 


2 


< 二 常量 


人 


了 


C 


一 一 | 各 


C 


| = 站 十 如 十 芷 一 | 
可 见 ,粒子 的 动量 ,能 量 或 四 维 动量 矢量 (p, 苦 ) 具 有 类 似 于 (r,ct) 的 不 变量 ,部 
如 十 范 十 让 一 | 于 ] 为 不 变量 


ps 与 xypy 与 yp 与 <. 上 -与 ct 间 均 有 一 一 对 应 关系 ,因此 ,把 动量 .能量 写成 上 述 四 维 动 
量 ,也 有 与 四 维 位 置 撩 量 相同 的 洛 伦 效 变换 , 即 对 于 5' 系 对 5 系 的 速度 为 vi 时 ,有 


pr =7p:— BE), p=py pr=p EYE pp) 
把 (r,ct) 和 Cp, 二 ) 的 变换 写成 矩阵 形式 ， 
人 7 0 0 一 pifz 
yy 0 1 0 0 y 
之 / 0 0 1 
ct! 一 pp 0 0 ct 
ps 7 00 -p87|f: 
p> 0 10 0 | 
p:| | 0 0 1 0 p: 
E| [|_gy oo YY JI£ 
C C 


12. 4. 3 ” 试 证 对 于 两 个 粒子 的 系统 , 若 p、E 分 别 为 系统 的 总 动量 和 总 能 量 , 则 
Pi 十 py 十 pz 一 2 


为 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变量 . 
证 明 设 在 S$ 系 中 两 个 粒子 的 动量 分 别 为 p、p:, 能 量 分 别 为 E1、E; 在 S' 系 中 ,两 个 
粒子 的 动量 分 别 为 pi、p;, 能 量 分 别 为 Ei、E2. S' 系 相对 于 S 系 以 v 的 速率 沿 z 正 向 运动 . 
无 疑 每 个 粒子 分 别 有 下 列 洛 伦 兹 变换 不 变性 ， 


Fa 2 FE 2 

Piz 加 ,十 pi: — 至 | = pi 十 加 十 pi 一 [全 (1) 
FE! 2 FEF 2 

pas 十 phy Plas 一 [至 | = pi 十 piy 十 pu 一 攻 (2) 


要 证 明 
性 士 到 | 


Cc 


phe + ph) + phy + pa) + phe + pi) — | 
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= (pi 十 pz2z)’ + (py p2y)’ + Cpiz + p2r)’ — + 
显然 ,将 上 式 展 开 减 去 前 两 式 , 约 去 两 边 的 公 因 子 2, 应 有 


bE'E: bk 
2 = pizp2r 十 piyp2y 十 Pizp2: 一 - 


C2 


Pizp2r 十 piyp2y 十 力 1- 力 ?。 


对 | pi, 汪 | ,| ps, 主 | 分 别 写 出 洛 伦 兹 变换 式 ， 


) E , E' E 
p': =7| ps — Be], Piy = ply, Plz = pl， 一 =7 pp 
C 
ps = 7| pa — Be), Pzy = PpP2y， Pa2z = Pp2:， 7 ppo, 


Pizp2zx 十 PiyP2y 十 力 1- 力 2。 2 


E 下 下 E 
=7| pi. 和 pe " 7 ps. 本 p 十 PiyP2y 十 Pl P22 十 ”| 一 pps| ” | 一 Bpas 
Eik, 


Cc: 


=7:(1 一 PB?)pispzs 十 加 sz 十 pipar 一 7°(1 一 PB’) 


EE 
= pirpzr 十 piyp2y 十 Pizp2s 一 2 < (3) 


这 正 是 我 们 期 待 的 关系, 式 (1)、 式 (2) 和 式 (3) 的 两 倍 相 加 , 即 得 p24 ps+ps—| | | 为 不 
变量 . 
显然 ,对 于 ”个 粒子 的 系统 ,由 于 任何 两 个 粒子 间 均 有 式 (3) 那 样 的 式 子 成 立 , 对 于 整 


个 系统 ,pr? 一 | 和 | 也 是 不 变量 . 对 于 一 个 反应 , 因 反应 前 后 动量 守恒 ,能 量 也 守恒 ;对 于 


孤立 系统 ,不 仅 反 应 前 后 这 个 不 变量 也 成 立 ,而 且 是 守恒 的 . 

12.4.4 ” 问 两 束 动能 均 为 TT 的 质子 迎头 碰撞 的 反应 与 多 大 动能 的 单 束 质子 跟 静 填 
的 质子 碰撞 时 的 反应 相同 ， 

解 ”考虑 迎头 碰撞 的 两 个 粒子 组 成 的 系统 ,E* 一 cp? 是 洛 伦 效 变 换 下 的 不 变量 ， 

对 于 实验 室 参考 系 ,= 二 2《moc 十 T),p 二 0. 其 中 mo 为 粒子 的 静止 质量 . 

考虑 其 中 一 个 质子 为 静止 的 参考 系 , 这 个 粒子 的 能 量 为 moc’ ,动量 为 零 , 另 一 个 粒子 
能 量 为 E' 动量 为 娟 ,系统 能 量 为 五 十 moc' ,动量 为 p'. 

所 述 不 变量 给 出 关系 : 

(E' 十 maoc2)2 一 ep’ = [2Cmoc’ 十 了 ) 了 下 
由 粒子 的 能 量 动量 间 的 关系 ， 
E'” = cp'’ 十 zz3cs 

两 式 消去 p' ,可 解 出 
27T? 二 4Tmoc’ 十 mact 


moc” 


EE! 


这 个 运动 的 粒子 的 动能 应 为 
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T=E me = tT 十 2 
12. 4.5 一 个 动量 为 p 的 光子 与 一 个 静止 质量 为 m 的 静止 粒子 发 生 碰撞 
(1) 在 动量 中 心 参考 系 中 ,光子 和 粒子 的 总 能 量 多 大 ? 
(2) 在 动量 中 心 系 中 ,粒子 动量 的 量 值 多 大 ? 
(3) 如 果 光 子 向 后 弹性 散射 , 末 态 光子 在 实验 室 参 考 系 中 的 动量 多 大 ? 
解 (1) 方法 一 :在 动量 中 心 系 中 , 设 光子 粒子 系统 的 总 能 量 为 E' ,总 动量 为 零 . 在 实 
验 宇 参考 系 中 ,光子 能 量 为 cp ,动量 为 加 ,静止 粒子 能 量 为 me”, 动量 为 零 , 
因为 ”天 一 cp 为 洛 伦 效 变 换 下 的 不 变量 ， 
E’ =(cp + mc) 一 c2p2 = 2mpe’ 十 72C4 
Ek’' =c Vmc(2p + mc) 
方法 二 : 设 S' 系 是 动量 中 心 系 , 对 5S 系 ( 实 验 室 参 考 系 ) 的 速度 为 v , 沿 工 轴 , 也 是 光子 


运动 的 方向 , 则 在 S' 系 中 ,粒子 的 动量 为 一 一 一 一 一 ,光子 的 动量 为 


p — SE 1 一 二 
2 一 ? 2 
1 一 | 1 一 | 三 
人 C 
系统 在 $ 系 中 的 总 动量 为 零 ， 
1 一 二 MU 
Pp 一 一 一 =0 
2 2 
中 一 | 也 1 {22 
C C 
cp 
解 出 “p+me 
下 ' 一 cz 十 一 C 


经 计算 可 得 
下 一 ciCC2 十 mc) 
(2) 方法 一 :在 3 系 中 ,粒子 的 动量 ,用 (1) 中 的 方法 二 ,立即 可 得 


p! -一 和 一 -过 所 | 1 一 | 二 | =- 一 一 2 一 
二 | Pime | Pi mc V2mcp + mic? 
和 


方法 二 :在 S、S' 系 间 对 光子 粒子 系统 用 四 维 动量 的 洛 伦 兹 变换 关系 ， 
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Pr 0 0 一 yp |? 
本 10 0 1 
| 一 ) = |p. 
EE| (ye 0 0 £ 
© C 
已 知 ,pz= py=pz=0,p:=p,py= pz=0 
由 pr = 7Y(p; 一 EE) 
可 得 p= 条 
在 S 系 中 ,系统 的 能 量 
E=cp+ mc’ 
8=—— 
pmc 
y— 1 ”zfTmc _ 
V1—pB Vmc(2pt mc) 
1 nc 
一 一 Ymch = 一 一 
7 "ef Vmc(2p 和 it mc) 
PP 
粒子 动量 的 量 值 为 
~ mc(2p+mc) 
(3) 如 光子 向 后 弹性 散射 ,光子 和 粒子 散射 后 的 动量 分 别 为 一 pl 和 p;, 由 散射 过 程 
能 量 和 动量 守恒 ， 
pct+ Np + mc = pct me’ 
一 加 十 请 
消去 pz， 可 得 
(pC— p10) 2p— pi m= (pp 
mp 
Pi 2p + me 


过 是 福 实 验 室 参 考 系 中 光子 向 后 散射 的 动量 的 量 值 ， 
12. 4.6 一 光子 与 静止 的 靶 质 子 发 生 碰 撞 产 生 如 下 的 反应 
Y+p>Pp+y 
近似 用 风 粒 子 的 静止 质量 为 4M，,,M， 是 质子 的 静止 质量 , 求 在 实验 室 参考 系 中 : 
(1) 产生 上 述 反应 的 光子 所 必须 具有 的 最 小 能 量 Eo( 可 以 Mpc’ 为 单位 ); 
(2) 当 光 子 能 量 E 恰 是 上 述 阔 能 E。 时 产生 的 PE 


锯 ” (1) 在 光子 能 量 丛 为 国 能 E。 时 ,其 动量 p= 一 ,与 静止 质子 发 生 碰撞 产生 风 粒 


子 的 反应 时 ,在 动量 中 心 参 考 系 中 ， 质子 和 峭 粒 子 都 是 静止 的 (在 实验 室 参 考 系 中 ， 由 于 
要 遵从 动量 守恒 定律 不 可 能 都 静止 )， 
由 EE 一 cp? 是 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变量 以 及 孤立 系统 的 守恒 量 , 反 应 前 考虑 实验 室 参 
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考 系 ,这 个 守恒 量 为 (Es 十 Mc?)? 一 c2p? 二 (Eo 十 Me?)* 一 EE( 用 了 系统 的 动量 p 等 于 光子 
的 动量 全 ). 


反应 后 考虑 动量 中 心 系 , 这 个 守恒 量 为 (4Myc: 十 Mc ) ?= 二 25 (Myc 
(Eo Me) — Es = 25(Mc) 

解 出 Eo 一 12M,ce’ 

说 明 :在 动量 中 心 系 中 ,系统 的 动量 为 零 , 如 果 两 粒子 不 是 静止 的 ,显然 在 质心 系 中 ， 
上 述 守 恒 量 将 大 于 25(CMec 六 ,入 射 光 子 的 能 量 五 将 大 于 Eo, 故 Eo 确 是 羡 能 . 

(2) 入 射 光子 具有 立 能 Eo 时 ,产生 的 y 粒子 在 动量 中 心 系 中 速度 为 零 ,用 速度 变换 
公式 可 知 ,在 实验 室 参 考 系 中 , 它 的 速度 就 是 动量 中 心 参考 系 的 速度 . 

在 动量 中 心 系 中 ,系统 的 动量 p' = 二 0, 在 实验 室 参考 系 中 ,系统 的 动量 为 磁 撞 前 光子 


的 动量 p 一 守 , 由 四 维 动量 的 洛 伦 效 变 换 


12. 4.7 一 个 静 汗 质量 为 m 的 粒子 与 一 个 静止 质量 为 mj 的 静止 粒子 碰撞 ,发 生 有 
很 多 粒子 产生 的 反应 ,这些 粒 子 的 总 静止 质量 为 M. 如 果 十 waa<M ,那么 , 当 入 射 粒子 
的 动能 不 够 大 时 ,反应 便 不 能 进行 . 试 求 出 反应 的 靖 动 能 To, 即 反应 刚 能 发 生 入 射 粒子 应 
具有 的 动能 . 
解 ” 设 反应 前 入 射 粒子 具有 立 能 E。, 则 反应 后 产生 的 粒子 在 动量 中 心 参考 系 中 是 静 
止 的 . 
由 反应 前 后 £? 一 c?p? 对 任何 参考 系 是 不 变量 ,有 
(Es 二 mec) — cps = (Me) 
其 中 po 是 入 射 粒 子 具 有 靖 能 时 具有 的 国 动量 ， 
Ej 一 cps+ mec, cps= EC— mc 
代入 上 式 ,加 得 
2Emic’ + mict + mc 一 Mic! 
将 五 = 了 十 mac: 代入 上 式 , 解 出 To 得 


1 ~ 一 1 Mm, 十 m2)CM 一 ml 一 m)c” 


mi 
12. 4.8 一 个 入 射 核 子 与 另 一 个 静止 的 核子 磁 撞 产生 x 介子 ,反应 为 
NNN 二 N+ 二 zt 
求 此 反应 的 国 动 能 了 。. 
解 ” 反 应 前 入 射 粒子 的 阐 动 能 为 7。, 相 应 的 阐 动 量 为 po, 反 应 后 在 质心 参考 系 中 是 
静止 的 ,由 EF’ 一 c?p? 这 个 不 变量 用 于 反应 前 的 实验 室 参 考 系 和 反应 后 的 动量 中 心 参考 系 ， 
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(To 2mye’) 一 cp0 一 (22NC 十 arC 
对 入 射 粒子 写 能 量 动量 关系 ， 
(To mae) = cps + mikec’ 
用 后 式 消 去 前 式 中 的 po, 解 出 T, 得 


了 0 一 (am 十 Mr )7727 
ZN 


12. 4.9 试 证 明 : 只 有 当 静 止 质量 ml 关 0 的 粒子 参加 反应 (尽管 粒子 在 反应 后 仍然 
存在 ) 时 ,一 个 Y 量子 才 有 可 能 转化 为 一 个 电子 和 正 电 子 偶 , 试 求 这 反应 能 发 生 的 国 能 
Eo, 这 个 粒子 在 反应 前 后 没 发 生 任何 变化 吗 ? 

解 ” 反 应 方程 为 

7 十 粒子 一 e 十 er 十 粒子 
阔 能 E。 显然 与 参加 反应 的 那个 粒子 具有 多 大 动能 有 关 ，, 现 求 反应 前 那个 粒子 是 静止 的 ， 
即 动能 为 零 时 的 靖 能 Eo. 

设 电 子 和 正 电 子 的 静止 质量 为 m ,光子 具有 立 能 E。 时 ,反应 后 在 动量 中 心 参考 系 中 

粒子 .电子 和 正 电 子 都 是 静止 的 ,用 FEF? 一 c?p? 这 个 洛 伦 效 变换 下 的 不 变量 ， 
(Eo mc ) 一 cp = (me 十 mc ) 

其 中 po 是 光子 的 阀 动量 ， 

Eo 


Cc 


po = 
可 得 Ek, 一 ee 217。 

如 果 没 有 静止 质量 为 mi 的 粒子 参加 反应 ,上 述 洛 伦 兹 变换 不 变量 变 成 0= 4mic’ ,这 
是 不 可 能 的 ,说 明 能 量 守恒 和 动量 守恒 不 能 同时 满足 ,从 12. 3. 41 题 的 回答 看 ,是 动量 守 
恒 一 定 不 能 满足 . 

在 12. 3. 41 题 计 算 的 光子 所 需 能 量 不 是 粒子 在 反应 前 处 于 静止 时 的 浆 能 . 计算 国 能 
必须 考虑 反应 后 的 所 有 粒子 在 动量 中 心 系 中 均 为 静止 的 情况 . 

静止 质量 为 mi 的 粒子 反应 前 在 实验 室 参 考 系 中 是 静止 的 ,反应 后 在 7 量子 具有 国 能 
Eo 时, 它 在 动量 中 心 系 中 是 静止 的 ,在 实验 室 参 考 系 中 具有 动量 中 心 参考 系 的 速度 ,因此 不 
能 说 没 发 生 任 何 变 化 . 

如 果 反 应 前 参加 反应 的 那个 粒子 不 是 静止 的 ,无 论 从 数学 上 计算 还 是 物理 上 考虑 , 国 
能 无 。 将 随 着 它 的 动能 的 增 大 而 减 小 ， 

12. 4. 10 ”在 高 能 质子 -质子 碰撞 中 ,一 个 或 两 个 质子 可 以 分 解 成 一 个 质子 和 儿 个 带 
电 Nn 介子 ,其 反应 为 ; 

(a) pp—>p+ (pT nx ); 

(b) pp 一 (p 十 nT) 十 (p 十 mx)， 

这 里 和 m 是 产生 7 介子 的 数目 . 

在 实验 室 参考 系 中 ,一 个 总 能 量 为 EE 的 入 射 质 子 ( 下 文 称 入 射 粒子 ”) 打 击 一 个 静止 
的 质子 (下 文 称 “ 靶 ”) , 求 下 列 各 情形 入 射 粒 子 所 需 的 最 小 能 量 . 
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(1) 发 生 反 应 (a), 靶 分 解 为 一 个 质子 和 4 个 7 介子; 
(2) 发 生 反 应 (a) ,入射 粒子 分 解 为 一 个 质子 和 4 个 x 介子， 
(3) 发 生 反 应 (b), 两 个 质子 都 分 解 成 一 个 质子 和 4 个 x 介子. 
maC” 一 0.140GeV, m,c’ = 0. 938GeV 
解 ” 对 于 孤立 系统 ,反应 前 后 ,对 于 不 同 的 参考 系 ,上 一 c 轧 是 不 变量 , 等 号 左边 写 反 
应 前 的 ,用 实验 室 参 考 系 , 等 号 右边 都 写 反 应 后 的 ,用 动量 中 心 参 考 系 ,所 有 末 态 粒子 均 处 
于 静止 . 
(1) 反应 : P 十 p 一 D 十 (P 十 4r) 
(Eo moe) — eps = (2mpc’ 十 472xrC2 


其 中 是 国 动 量 . 
Es = cps 十 mpc’ 
2 2 2 
所 以 E, = Ce 十 mmr mc 2 225GeV 


Pp 
(2) 因 初 态 和 终 态 均 与 (1) 的 情况 相同 , 故 入 射 粒子 所 需 最 小 能 量 也 相同 ， 
Ek, = 2.225GeV 
(3) 反应 ， p 十 p 一 《p 十 47) 十 《p 十 47) 
(Eo mpc) 一 cp = (moc’ 十 Bmrc’)? 
EE; 一 ce pit mic 
可 得 


由 
本 四 


12. 4. 11 考虑 zx 介子 的 光 吾 反应 
7 十 p 一 pD 十 交 

质子 的 静 能 为 938MeV ,x 介子 的 能 能 认 135MeV. 

(1) 如 果 初 始 质 当 相对 实验 室 静 止 , 汐 出 此 反应 要 能 进行 Y 射线 在 实验 室 参 考 系 中 
的 国 能 ; 

(2) 各 回 同 性 的 3K 字 窗 黑体 辐射 的 平均 光子 能 量 约 为 10-*eV. 考虑 一 个 质子 和 一 
个 能 量 为 10™ eV 的 光子 河 的 正 磁 , 求 出 此 x 介子 光 致 反应 能 进行 的 最 小 质子 能 量 . 

解 (1) 对 于 孤 江 系统 ,在 反应 前 后 ,对 于 不 同 的 惯性 参考 系 ,E: 一 c?p? 是 不 变量 ,7 
射线 具有 国 能 时 ,反应 后 的 质子 和 x 介子 在 动量 中 心 参考 系 中 处 于 静止 状态 ， 


2 
| = (mpc’ 十 mc )’ 


,一 Ct 十 16mma + 32m2)c? = 3. 847GeV 
en Pb 


(Ey++ mpc 六 一 和 


其 中 E, 是 7 射线 的 阐 能 , 忆 是 光子 也 是 系统 的 动量 (用 实验 室 参考 系 ). 


(m4 + 2moma) cs 


2moc” 
(2) 方法 一 : 当 两 个 粒子 (光子 与 质子 ) 动 量 方向 相反 时 ,所 需 的 质子 能 量 可 以 小 些 ， 


E) Y 2 2A2 
~ mp pcj = moe’ + mxc’) 


Ey — 一 ] 44， 7MeV 


(Ey 十 mo7Yc*)’ -一 Cc” 
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其 中 Bc 是 能 发 生 所 述 反应 质子 具有 最 小 能 量 时 的 速度 ,7 二 一 二 一 ,从 上 式 可 解 出 


/1—p 
7Y(1 十 B) -ee 
= 13 = 1.447 x 101 
即 1 = 1.447 x 10u ,Ba 1 
7 一 上 和 xX 1.447 X 100 = 7.235 X 10™ 
所 需 质 子 最 小 能 量 为 


E, = Ymoc’: = 7.235 X 10™ x 938 = 6.79 x 1083MeV 
方法 二 :为 了 利用 (1) 的 结果 , 找 出 S' 系 ,使 在 实验 室 参考 系 (S 系 ) 中 具有 10-seV 的 
光子 在 S' 系 中 具有 (1) 中 的 阅 能 144. 7MeV , 则 在 S' 系 中 质子 可 处 于 静止 状态 , 由 洛 伦 效 
变换 ,算出 此 质子 在 S 系 中 的 能 量 就 是 我 们 要 求 的 它 的 最 小 能 量 . 
对 于 光子 的 能 量 在 S$、S' 系 间 写 洛 伦 兹 变换 关系 , 设 S' 系 对 5S 系 的 速度 为 Bc, 沿 光子 
在 S 系 中 的 运动 方向 ， 


-人 oj- 性- 二 

Em=E, li- Ep,,/l—B 

VIB 1+8 

可 得 8 一 [县] 一直 儿 ( 仍 ) + 
人 


代入 Ey 二 10-eV， Ey 二 144. 7MeV， 可 得 
BS—1, 7=7.235 X 103 
再 对 质子 的 能 量 写 $ 和 S' 系 间 的 洛 伦 兹 变换 关系 . 在 S' 系 中 二 mc?， 如 一 0， 
pp + ye 
E, = Ympc’ = 7.235 X 10 x 938 = 6.79 x 1013MeV 

12. 4. 12 一 动量 为 5mzxc 的 x 介子 与 开始 处 于 静止 的 质子 Cm, 二 7mx) 发 生 弹 性 碰 
撞 , 求 . 

(1) 动量 中 心 参 考 系 的 速度 ; 

(2) 在 动量 中 心 系 中 r 介子 和 质子 的 总 能 量 ; 

(3) 在 动量 中 心 系 中 入 射 < 介子 的 动量 . 

解 〈1) 设 S.S' 系 分 别 为 实验 室 参 考 系 和 动量 中 心 参考 系 ,x、x' 轴 均 沿 x 介子 在 $ 
系 中 的 运动 方向 ,S' 系 对 S 系 沿 zx 轴 正 向 运动 ,速度 为 bc， 

在 S 系 中 ,系统 的 总 动量 和 总 能 量 分 别 为 
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pr = pr = OMxC, py = p: 一 0 
E= Ncep:t mic + mc = (M26 + Tm 
在 S' 系 中 ,系统 的 动量 p' 二 0. 
用 四 维 动量 的 洛 伦 兹 变换 关系 的 第 一 个 分 量 式 ， 
0— pr—7Yp -BEYp.— 
动量 中 心 系 相对 于 实验 室 参 考 系 的 速度 


沿 zx 介子 的 运动 方 回 . 
(2) 考虑 瑚 一 cb 为 洛 伦 兹 变换 不 变量 ,在 S' 系 中 p'==0， 
E’” =E? 一 cep? = [(V26 十 7)zasc2]2 — cS5mac)’ 
一 (50 十 14 ~ 26)mic 


EF’ =N50+ 14~vV26mc’ = 11.02mc’ 


(3) 对 入 射 的 x 介子 用 动量 的 党 伦 兹 变换 关系 ， 


Eb. 


5 
前 已 算出 Po a 
可 得 7 1 _ V26+7 
vVT 一 有 ANW50 二 14、/ 中 
今 pr 一 SM E, = M26mxc’ 
所 以 ,3.176mc 


px = 
M50+ 14~v26 


12. 4. 13 ”粒子 物理 中 特别 邻 人 感 兴 趣 的 是 高 能 情况 下 的 弱 相 互 作 用 ,让 介子 和 开 
介子 在 飞行 中 衰变 产生 中 微 子 束 . 假定 一 个 动量 为 200GeV/c 的 x 介子 通过 隔 变 > 十 y 
产生 中 微 子 ,r 介子 在 x 介子 静止 参考 系 中 的 寿命 为 r+ =2.60X10”s, 其 静 能 为 
139. 6MeV ,， 子 的 静 能 为 105. 7MeV ,中 微 子 是 无 静止 质量 的 . 

(1) 计算 x 介子 衰变 前 在 实验 室 中 行走 的 平均 距离 ， 

(2) 计算 4 子 在 实验 室 中 的 最 大 角度 (相对 于 介子 的 运动 方 同 ); 

(3) 计算 中 微 子 在 实验 室 参考 系 中 能 够 具有 的 最 小 和 最 大 动量 . 

解 (1) 设 mm: 是 x 介子 的 静止 质量 ， 

m7 hc = 200GeV/c 


] U 
其 中 7 二 a =—— 
V1l— pp C 
3 3 
ya 7 lV X10 200X10 1433 
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”一 ~ 人 /(1433) 十 1 一 1433， 1 
在 实验 室 参 考 系 中 ,x 介子 的 寿命 为 | 
t= Yr = 1433 XxX 2.60 Xx 107* = 3.73 Xx 10 ’s 
在 实验 室 参 考 系 中 , 介子 衰变 前 行走 的 平均 距离 为 
rc 一 3.73X10 x3xXx10X1=1.12 Xx 10'm 

(2) 设 S' 系 为 x 介子 静止 参考 系 , 也 是 上 子 和 中 微 子 系统 的 动量 中 心平 动 参 考 系 , 在 
此 参考 系 中 ,系统 的 总 能 量 为 x 介子 的 静 能 139. 6MeV ,4 子 和 中 微 子 的 动量 设 为 ph 和 
P, 总 动量 为 零 ， 

p++p=0, p=—p, p=p, 


和 /212 _ _ 
Es,=Ne ps mc’,E, = cp, = cp 


FE,= mc = Meip t+ (105.7)? 十 cz 太一 139. 6 
解 得 p! = 29. 78MeV/c 
E' 一 (29.78)? -+ (105.7)? = 109. 8MeV 
取 x 介子 在 实验 室 参考 系 (5 生 ? 中 的 运动 方向 为 二. 忆 轴 正 向 . 
设 0.09 分别 是 上 子 在 S.S' 系 中 的 返 动 方 同 与 xz、x' 轴 的 来 角 . 
在 S、S' 系 间 写 p 子 荡 四 续 动 芒 和 失重 的 变换 关系 的 第 一 、 第 二 两 个 分 量 式 ， 


1 


， E! 


pusin0 = pusing 


两 式 相 除 得 
加 pising 
tanb 一 Yl(picost 十 PE'/c) 
d0 % pe dtang ,ss 
由 极 值 条 件 9 一 0 或 “Sa 一 0, 得 
/zc 29.78 _ _ 
cost = BE 一 一 109.8 0. 2712 
4 = 105.7° 
2 
再 由 y 0 .<0, 可 内 9 一 105.7" 对 应 于 Omx ,所 以 
29.78/c。Sln105,. 7 加 4 
tanlnox 一 J433T C29. 78/c)cos105.7° + 1 xX 109.8/c] 1% ~ 
Gnax = 0. 0113° 
(3) 在 SS' 系 中 写 中 微 子 的 四 维 动量 矢量 的 变换 关系 的 第 一 、 第 二 两 个 分 量 式 
pcosg = 7| p,cost 十 Fe = 7Yp',(cost + Bb) 


psing = py,sing 
pv = 7?ph (cost 十 8B)“ 十 psin:0 
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dpe _ 
由 da8 二” 
得 sin0 Lcosl — 7Y°(B+ cost)|=0 
由 sinl = 0 
得 4 = 0,n 
由 cosb' 一 7X 8 十 cosl ) 一 0 
2 
得 cosbg = 一 玉生 ~ 一 8~ 一 1， =x 
psing 
由 tanb 一 (pvcoslb 十 Pp') 
可 知 ， j = 二 0 时 ， 9=0; 9 =x 时 ，0=x. 
所 以 pymax =7Ypr(cos0 + BB) = 27p, = 27p, 


一 2 X 1433 X 29.78 = 8.53 X 10’MeV/c 
一 pmin = Ycoszt 十 Bp, = YP — Dp 


因 7(B— 1)=7B—-7Y=~vV7—1—7 
1 
7y1 ?yxw71- -i_y-_J 


pvmin 一 一 2 人 一 pi) = 37 一 EE x 29,.78 = 0. 0104MeV/c 
注意 :这 里 写 的 刀 mn 是 它 的 量 值 , 它 的 方 癌 褒 工 轴 负 加 (2 一) 
12. 4. 14 粒子 物理 中 ,粒子 间 的 相互 作用 被 设想 为 如 图 12. 27 所 示 ,经 一 个 粒子 的 
交换 而 引起 的 ,证 明 这 样 交换 粒子 不 是 真实 的 ,而 是 虚构 的 


lp 


图 12. 27 图 12. 28 


证 明 设 粒子 1.2 在 相互 作用 前 的 四 维 动量 分 别 为 1p; 和 1p;, 相 互 作用 后 分 别 变 为 
1p1 和 1p2 ,相互 作用 是 通过 交换 一 个 四 维 动量 为 g 的 粒子 而 发 生 的 , 即 粒子 2 从 初 态 变 为 
终 态 时 放出 一 个 粒子 ,粒子 1 从 初 态 吸收 了 一 个 粒子 后 变 为 终 态 ,如 图 12. 28 所 示 . 
由 四 维 动量 和 天 量 守 恒 ， 
lp; 一 1p 十 9， lp = lp 一 9 
四 维 动量 守恒 给 出 三 维 动量 守恒 和 能 量 守 恒 分 别 为 
4 一 有 一 六 (1) 
mYc’ = mYic’ — myc’ (2) 
其 中 mx 和 mx 分 别 为 四 维 动 量 为 g 和 1pi 的 粒子 的 静止 质量 . 
由 式 (1) ,可 得 
4 .9 一 (pi 一 Pi)。，(D 一 六 ) 
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q’: = fit+ pf — 2pi* pi 
mYB? = mi Br 十 1 — 2m17171B1Bicosd (3) 
其 中 9 是 pi 和 p' 间 的 夹 角 . 
由 式 (2) ,可 得 
m27? = 2X02 十 m7? 一 277237) 7 (4) 
式 (4) 减 式 (3), 并 用 7Y?F°=7’ 一 1 ,得 
m’ = 2mi(l — 7Y7s 十 力作 DicosO) 
如 能 证 明 mr 过 0, 就 证 明了 两 个 粒子 通过 放出 和 吸收 一 个 粒子 而 发 生 相 互 作用 不 是 真实 
的 ;要 证 明 mmr: 过 0, 只 要 证 阴 
YBY'Bicos0 77 一 1 
YB7Pl YN 1 
再 用 7 二 7 一 1, 要 证 
Fo DO 1) < 71) 
有 (77 二 7) 过 一 27.7 
站 有 妈 一 (X71) < 0 
上 述 不 等 式 显 然 是 成 立 的 ,可 见 m? 过 0, 可 见 两 粒子 的 相互 作用 不 可 能 是 交换 一 个 粒子 的 
那 种 机 制 |. 
12. 4. 15 在 一 个 相对 论 性 的 核 - 核 碰撞 的 简化 模型 中 ,一 个 静止 质量 为 mi、 速 率 为 
Bic 的 核 与 一 个 静止 质量 为 mj 的 静止 的 衣 核 做 正 磁 , 这 个 系统 的 动量 中 心 参考 系 的 速度 
为 Boc ,在 此 参考 系 中 系统 的 能 量 为 Eo. 
(1) 用 相对 论 导出 8。 和 E。 的 表达 式 ; 
(2) 就 一 个 "Ar 核 以 B81 二 0.8 与 一 个 静止 的 *U 核 碰撞 ,计算 pe 和 Eo( 以 MeV 为 单 
位 ); 
(3) 在 Ar 十 U 系统 动量 中 心 参 考 系 中 ,一 质子 以 8.==0.2, 同 与 前 进 方 向 的 夹 朋 8. 一 
60° 的 方 问 发 射 , 求 在 实验 室 参 考 系 中 的 速率 Bic 和 方 同 ,不 超过 几 个 百分点 ,可 作 非 相 
对 论 近 似 . 
解 〈1) 对 此 系统 用 EE? 一 c?p’ 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变量 ,考虑 动量 中 心 系 和 实验 室 
E; = (myc 十 me) — cm Pc) 
一 77?(l1 一 Bi)c’ 十 2mmo7Yic’ 十 msc” 
一 (mi 十 m3 十 2mimo71)c 


Eo =c: jmi 二 mi UL 
V1 一 所 


对 系统 在 动量 中 心 系 和 实验 室 参考 系 中 写 四 维 动量 的 第 一 个 分 量 的 变换 关系 式 ,ml 
运动 方 问 为 zx、X' 轴 正 辣 9 


_ PoE 
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其 中 p 和 EF 分 别 是 系统 在 实验 室 参 考 系 中 的 总 动量 的 总 能 量 ， 
| mi 二 mm, ] 一 pi 
(2) 一 个 原子 质量 单位 质量 的 静 能 为 
1. 66 XxX 107? x (3.00 x 10 7 一 1.494 X10 


_ 1.494 X 1073 
1.60 X 10-8 X 10° 


mic’ 一 40X934 一 3.74 Xx 10‘(MeV) 
mC’ 一 238 xX 934 = 2.22 Xx 10’(MeV) 


一 934(MeYV ) 


2 xX 3.74 Xx 10° x 2.22 Xx 10° 


Eo = /|(3.74 X 104) 十 (2.22 X 10) 十 
1 一 (0. 8) 
一 2. 80 X 105(MeV ) 


8 = 3.74 X104 x 0.8 
人 人 
3.74 X 10:++ 2.22 Xx 10 V1 (0.8): 


(3) 在 系统 的 动量 中 心 系 和 实验 室 参 考 系 则 用 速度 变换 关系 ， 


= 0. 179 


8, = Bath _ 0.2c0s60° + 0.175 0.27 
“1 十 Bp。 1 十 0.2cos60"X 0.175 
8 = By N1— PB _ 0.2sin60° M1— (0.175) -0 168 
> 1 十 psp 1 十 0. 2cos60 ” Xx 0. 175 
Br = NP + Pc = V0,27) + (0.168)c 一 0.318c 
0, = arctan Ge | 一 arctan 下 pd 一 31. 9” 
{tT . 


1 


1 1 
因为 1 十 Basp 1 十 0.2cos60* X 0.175 


一 0. 983 


V1 一 CN 
-arp 一 0.983XV1 一 (0.175) 一 0.968 
1l 十 pepo ° . 9 


均 与 1 相差 不 超过 4% ,可 作 非 相对 论 近 似 ， 
Bi ~ Bi Bo = 0.275 
Br, 2 PB', = 0.2 X sin60° = 0.173 


0. 173 
0. 275 


12. 4.16 ” 费 米 实验 室 中 的 高 能 中 微 子 东 ,是 由 先 形成 一 东单 能 的 xT (或 KK ) 介 子 
束 , 而 后 让 x 介子 衰变 ;xt+ 一 yt 十 vy 而 产生 的 ,已 知 x 介子 的 静止 质量 为 140MeV/c ,A 子 
的 静止 质量 为 106MeV /ci, 求 : 

(1) 在 静止 参考 系 中 衰变 得 到 的 中 微 子 的 能 量 ， 

(2) 在 实验 室 参 考 系 中 ,中 微 子 的 能 量 与 衰变 角 0( 见 图 12. 29) 有 关 , 厂 每 个 x 介子 


0, 2 arctan 


jazz 
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有 200GeV 能 量 , 求 产生 在 正 前 方 (9 二 0) 的 一 个 中 微 子 的 能 量 ， 
(3) 中 微 子 能 量 降 到 最 大 值 一 半 的 衰变 角 4. 


解 (1) 对 于 孤立 系统 ,E* 一 cp? 对 于 各 惯性 参考 系 ,衰变 一 - 
前 后 均 是 不 变量 , 今 衰变 前 后 均 用 x* 静 止 参 考 系 亦 即 质心 参考 
系 . 此 
oz3c4 一 〈 十 EW) 一 CC 用 十 ps) 图 12. 29 


2 
一 (Very muc4 十 cp | 
一 2c2 思 十 mc 十 2cp, c2 力 ,十 Mac’ 


作 上 述 计算 时 用 了 
ps =—p,, pyr=py, E,= cp, 
由 上 式 可 解 出 
pp! 一 (mr 一 M24)C 
YY 292. 
,Mme me 一 me) (40): 一 (106) 
FE’, =cp, = om 一 Dm 2 一 2 x 140 一 29. 9(MeV) 
(2) 由 图 12. 30 所 示 的 ` 在 实验 至 参考 系 中 的 动量 守恒 天 
-~ , 可 得 
pi = zx 十 pr 一 2pctcosb 
由 能 量 守 恒 ， 
图 12. 30 一 局 十 名 
因 为 E,=cp,, 瑟 2 一 cp 十 mcs 
所 以 FE: = cp Ne (pr tt py — 2prpcos0) 十 myc’ 


解 出 
Er 一 cpr 一 mic’ 


P= 3(E, — cpcosO)c 
几 :二 cp 十 mic, 上 式 可 改写 为 


(mx 一 mi) es 


P= 2(E., — cprcos0) 
六 要 产生 高 能 中 微 子 ,六 介子 当然 是 高 能 的 ,所 以 E. 守 mxc ， 


1122C4 
FEF: 


cpr = Ex 一 mac’ = Es| 1 一 


4 
| ~ | 一 ae 
cpr = El pi) ~ 2E 


m2 CO— me Erc’ 
Pr oF 一 cosg) + mictcos6 


EF = (mr 一 mp) Exc 


= cp, 29F2(1 一 cos0) 十 mictcosd 
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产生 在 正 前 方 (9 二 0) 的 一 个 中 微 子 的 能 量 为 
E,.(0) 一 1 — [| |E, — 85. 3GeV 
(3) 五 , 的 表达 式 可 改写 为 


E (mr — ml) Ec 


本 2 天: 一 (2 玉 2 一 12c4)COSB 
显然 ,9 二 0 时 的 五 , 即 瓦 (0) 为 五 ,的 极 大 值 ， 


FE,(0) = EE.(0) 


(mr — mys) Erc’ nx 一 my) Er: 
2E2 一 (2E: 一 mict)cosO 912 
所 以 cosg 一 2(Er 一 mr’) 、， MrC 


2E2— mict ~ l 2 五 2 


_ 1 MC 
ll op 


mc” 


FE, 
在 衰变 角 0=2.4 处 射出 的 中 微 子 的 能 量 为 能 量 最 大 值 的 一 半 . 

12.4.17 如 12.4.15 题 中 的 靶 核 是 固定 不 动 的 ,poc 是 弹 回 后 系统 的 动量 中 心 系 的 
速率 . E。 是 弹 回 后 系统 在 动量 中 心 参考 系 中 的 能 量 ( 设 没有 新 粒子 产生 ) ,12. 4. 15 的 结果 
还 能 用 吗 ”? 

解 ”还 能 用 .因为 所 一 cp? 对 正 磁 前 后 仍 是 不 变量 ,虽然 系统 不 是 孤立 系统 , 靶 核 固 
定 ,碰撞 时 有 外 力作 用 ,但 不 做 功 , 能 量 仍 然 是 守恒 的 ,外 力作 用 影响 系统 的 动量 ,但 动量 
中 心 系 的 速度 不 改变 大 小 只 改变 方向 ( 反 向 ). 因此 ,虽然 动量 不 守恒 ,E: 一 cp? 是 不 变量 
不 受 影响 . 

求 8。 所 用 的 四 维 动 量 的 变换 关系 ,当然 不 能 用 于 碰撞 前 和 碰撞 后 之 间 的 变换 ,可 用 
在 碰撞 前 两 参考 系 则 ,也 可 用 在 碰撞 后 两 参考 系 间 . 

因此 , (1)、(2)、(3) 问 的 解 所 写 的 式 子 和 计算 都 有 效 . 

12. 4. 18 ”以 速度 wv 运动 的 介子 (静止 质量 为 x) 裂变 为 两 个 相同 的 7 量子 , 试 确 
定 7 量子 的 飞散 角 . 

解 ” 方 法 一 : 设 p 为 x 介子 的 动量 ,pi、p; 分 别 为 两 个 7 量子 的 动量 ,裂变 过 程 如 图 
12. 31 所 示 . 用 EF: 一 cp’ 在 裂变 前 后 对 任何 惯性 参考 系 均 为 不 变量 . 

裂变 前 用 x* 介子 静止 参考 系 ,裂变 后 用 实验 宝 参 考 系 . 


0 ~ 


一 7X10 ‘rad = 2.4 


P 


© 、 五 
一 < 人 2.…-- 设 光子 即 Y 量 子 的 能 量 为 E, 则 户 一 户 一 过 ， 
p, (mec) 一 (2 五) 一 cpi 十 p,) . (pi 十 ps,) 
图 12. 31 =4E*° 一 c (pi 十 pz 十 | 


一 2 玖 2(] 一 cos0) = 4EF’sin’ 7 (1) 
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由 能 量 守恒 ,每 个 光子 的 能 量 等 于 zx 介子 的 能 量 的 一 半 ， 


2 
加 ,me (2) 
1— [| 
i 
将 式 (2) 代 入 式 (1), 即 得 
2 
sin’ 5 一 ] 一 — 


2 
0 = 2arcsin 人 / ] 一 | 
人 
方法 二 :由 能 量 和 动量 守恒 ， 
2 
巨 = 二 一 2 (3) 
2 2 
“Tle 
mv og 
一 (p) 十 pP2)COS Dp (4) 
了 ) 2 


pisin 5 一 p,sin 
写 上 述 关 系 时 ,已 考虑 产生 的 两 个 7Y 量子 是 相同 的 ,能量 均 为 五 ,动量 大 小 相同 . 
将 一 :一半 代入 式 (4). 并 用 式 (1) 消 去 五 ,得 


772T) mc 0 
一 人 
2 2 
1 一 各 | 1 一 | 去 
© C 
0 也 0 vl 
所 以 cos 本 一 一， sin 7 一 ] 


0 = 2arccos 


| 或 2arcsin /1 一 


12. 4. 19 ”用 真空 中 电磁 波 的 相位 是 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变量 ,导出 多 普 勒 效应 的 下 列 
两 个 式 子 : 


i 一 一 


解 ” 本 题写 的 四 维 矢 量 与 以 前 各 题 的 写法 有 所 不 同 ，: 
四 维 位 置 矢 量 写 为 (zy，z 1Ct 7) 


四 维 动量 矢量 写 为 (pp,,pesi 字 ); 
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四 维 波 矢量 写 为 (te 大 ,ii 一 ) 
这 样 写 的 好 处 是 四 维和 拓 量 的 长 度 是 不 变量 ,例如 zx 十 yy 十 z? 十 (ict)? 二 ?十 y? 十 x? 一 (ct)?， 
让 十 六 十 闫 一 | 全 | 即 cp* 一 ?或 EE 一 c?p? 为 不 变量 ,如 十 始 十 如 一 | 名 | = 如一 | 名) 一 
0 为 不 变量 ,而 且 两 个 四 维 矢 量 的 标 积 也 是 不 变量 ,例如 


kx 十 kyy 二 kz 十 (ict) i) 


—kzt + kyy kz— wt = kr wt 
为 不 变量 ,因此 真空 中 电磁 波 的 相位 是 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变量 
现 考虑 在 S 系 中 有 一 电磁 波 在 xy 平 面 内 从 原点 沿 与 z 轴 夹 角 为 9 的 方向 传播 , 设 在 
O 点 时 ,电磁 波 的 初 相位 为 零 . 则 在 上 时 刻 位 于 PP 点 ,相位 为 wt 一 kr, 其 中 r+ 是 P 点 离 原点 
的 距离 ,P 点 的 坐标 xz、y 为 
X= rcosy, y 一 rsing 
7 一 (cos20 十 sin20) = zcosb 十 ysing 


由 相位 是 洛 伦 效 变换 下 的 不 变量 ， 


wt kr=wt — kr 
因 w= ok= = 
| C 


27yft 一 一 CO0SL 一 一 ysing) 


=-282 (一 二 zicosp 一 1 ysing’) 
C c 
将 阁 伦 兹 变换 
了 
ts 
， T— vt ， , C 
大 一 一 二 一 » 二 yY， 1 一 
2 2 
/1 [2 1 一 | 
Y C C 
代入 上 式 等 号 右边 ,得 
i 一 x 
2 _ 
pry 1 Xv op _ Lsing 
vl “ vl’ “ 
RE 
C C 
与 等 号 左边 比较 ,两 边 上 zy 的 系数 应 分 别 相 等 ,得 
1 十 一 cosb/ 
一 7 一 一 (1) 
2 
1— | 
C 
vcOSO 一 v (一 十 cos0) (2) 


让 
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JsSing 一 Vsinl (3 ) 
式 (1) 就 是 要 证 明 的 第 二 个 式 子 . 
将 式 (1) 代 入 式 (2)、(3) ,可 得 12. 2. 13 题 要 证 明 的 两 个 式 子 . 
将 洛 伦 效 变 换 


C 


代入 相位 是 不 变量 式 子 的 左边 ,再 与 右边 比较 t 的 系数 ,可 得 要 证 明 的 第 一 个 式 子 . 


12. 4. 20 以 B= 了 = 一 一 运动 的 ,每 秒 钟 流量 10 的 K? 介子 束 与 铅 块 相互 作用 , 反 


[了 
应 为 
K? 十 铅 块 > Ks 十 铅 块 
反应 前 后 铅 块 的 内 部 状态 是 相同 的 ,入 射 的 K? 与 出 射 的 K? 的 运动 方 同 也 是 一 样 的 . 用 
m(K:) = 5 X lOeV/e 
m(K) — m(K,) = 3.5 X 10 "eV/e’ 
求 出 因为 这 一 过 程 作用 在 铅 块 上 的 平均 力 的 大 小 和 方 癌 (以 达 因 或 牛顿 为 单位 ). 
解 分别 用 mm 表示 m(Ki)、m(K,) ,一 个 入 射 的 Ki 介子 的 能 量 和 动量 分 别 为 


Pc” 


E, = mr?c’: = = ~/ 2 mc’ 
1 
二 


pi 一 my pc 一 人 Li -六 me — PC 


因 反 应 前 后 铅 块 的 内 部 状态 相同 , 铅 块 的 质量 比 介子 束 大 得 多 ,可 以 认为 铅 块 不 动 , 介 子 
在 反应 前 后 能 量 应 是 相同 的 ， 
E,= Ei 
prc 一 E: — msc! = Er — msc’ 


一 cp! 十 mict — mict = 2m?ct 一 msct 
2 Mic 十 2mm 一 mo,) es’ 
1 
2 (m1 — m,) |]? 
pc = mic?| 1 十 一 一 一 一 一 一 
4 


> Mc + Cm 一 ms)e’ 


p,— p= (mi 一 mc 
由 于 相互 作用 ,介子 束 每 秒 钟 动 量 的 增 量 为 
(p, 一 pi) X 10°= (2 一 Mi)c X 10° 


(3 x 10°)* 


这 是 铝 块 作 用 于 介子 束 上 的 平均 力 , 沿 介子 运动 方向 ,可 见 介子 作用 于 铅 块 的 力 , 大 小 为 
1.87X10-2N ，, 方 问 与 介子 束 运 动 方 癌 相 凤 ， 


— 1.87 X10- (NTD) 
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12. 4. 21 一 个 静止 质量 为 m、 荷 电 g 的 粒子 ,在 一 均匀 磁场 B 一 Bk 中 以 半径 尺 在 

(1) 求 8B 与 9.R、m 及 角 频 率 w 的 关系 ; 

(2) 因为 磁场 B 对 粒子 不 做 功 ,粒子 的 速率 为 常数 ,但 另 一 以 匀速 Vi 运动 的 观察 者 
却 看 到 粒子 的 速率 不 是 常数 ,这 个 观察 者 测 得 的 xh[ 粒 子 四 维 速 度 的 第 四 分 量 ( 粒 子 的 四 
维 速度 矢量 定义 为 Yu,7Y,.c)] 是 什么 样 的? : 


(3) 计算 Se .5 名 ,在 观察 者 看 来 ,粒子 的 能 量 怎样 改变 ? 
解 (1) 在 实验 室 参 考 系 (8S 系 ) 中 ,动力 学 方程 为 


2 =quxXxXB 
因 PN i 
:时 一 二 呈 一 (gu XB).p=0 
p 的 大 小 不 变 , 因 而 x 的 大 小 不 变 ， 
7 二 
1 一 | 一 
为 常量 . 因 p= 二 mYuu, 动 力学 方程 可 改写 为 
Ym eu =aquxB 
代入 xz 一 二 十 37 ， B= Bk， 
Ymi = gBy (1) 
Yumy 一 一 qbz (2) 
式 (1) 加 式 (2) 乘 i, 并 令 £ 二 十 iy, 得 
一 
t= Euexp| 一 1 | 
< 和 人均 为 复数 , 设 = | 多 le “, 则 
之 一 Reé€ = eolcos| +e 
3 一 Imé 一 一 lan| 外 t+a 


二 Xo 十 é&,| 二 sin| 47 tha 一 Xo 十 Rsin(wt 十 a) 


一 yo 十 | 了 arcos 2 十 a 一 yo + Reos (wt 十 a) 


B / 
其 中 w= 4 R= | 和 | 7 50| = Rw 
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B= Tm,w = Tm 4 
dg gd 1 2 
lo 
C 
w 一 证 十 基 一 | 名 | 一 Ra 


因为 
所 以 让 一 一 ICL 
1 


(2) 四 维 速度 矢量 定义 为 
Ux = (fulry Tuly sudz Yu) 
设 S、S' 系 分 别 为 实验 室 参 考 系 和 随 观 察 者 运动 的 参考 系 ,由 洛 伦 兹 变换 关系 . 


t 
2L4 一 一 us | 7 —u] 
C 


其 中 y_ 1 
mm 

/i {iv 

/ (CC 


用 Yc 一 一 4 poe 一 ul 


| 


0 , 
:7 Yc Ly,z 
C 


人 


| Wy 
一 村 攻 -一 COS (wt 十 a) | 


将 t 换 成 固有 时 t=7urtr 为 固 咨 讨 ), 则 
us = Yc = YY, E 一 一 Rowcos (wyur 十 | 


还 需 将 7, 也 写成 已 知 量 mr、g、R、B 的 困 数 ， 
u’ 一 (Rw)’ = R28| | ] 一 we 
mm C 


， (RaBC): 


(me) + (RgBY: 


nc) + (RgB) 


和 = mc 
12 
1 一 
1 7 2 2 也 gB 
U4 一 VM (mc)’ + (RgqB)’ — — RgBeos tr 二 a 
m C m 
1 
其 中 7 
iz 
C 
(3) Yt 一 TR 2 sin| Lr + a 
E'’ myc | 
= 一 二 一 一 一 二 mu 
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所 以 ps 一 一 TR CgB)zsin| Sr + a 
dB’ _ ,dps _ YoR 
dr dr m 

在 S 系 中 只 有 磁场 ,没有 电场 ,因而 粒子 的 能 量 守 恒 , 在 S' 系 中 既 有 磁场 ,又 有 电场 ,因而 

粒子 的 能 量 不 守恒 ， 

12. 4. 22 一 个 静止 质量 为 mm、 蓓 电 e 的 粒子 在 恒定 的 电磁 场 中 运动 ,在 某 一 惯性 参 

考 系 中 ,E= 二 ai,B8 二 bk. 国明 粒子 的 四 维 速度 作为 固有 时 的 函数 的 微分 方程 ,证 明 方程 的 

解 是 指数 了 晒 数 的 登 加 ,确定 这 些 指数 ,在 什么 条 件 下 (关于 E 和 8B) 四维 速度 的 所 有 分 量 沿 

其 轨道 是 有 弄 的 . 


解 ”在 三 维 空 间 的 运动 微分 方程 为 


(aBy’sin| Lr 二 a 


Tg = F (1) 
两 边 点 乘 mYc* wm ， 
因为 p= m7?v 
2 
所 以 pi op 一 m7Yce:F .wv 
因为 E? = cp? + me 
, dE’” ndE _ ,dp’ 
所 以 和 二 了 下 dt 
又 有 E = mr?Yec’ 
EE ldp yiF.vo EF. 
上 2 dt 
dE 
下 -= 站。 已 
d(m7Yc’) . 
上 a =F.v (2) 
用 ju .还 分 别 表 示 四 维 速度 矢量 和 四 维 力 矢量 ， 
lu = (Yo ,yc)， 耶 一 OF,7 一) 
采用 固有 时 ,dt 一 xdr, 式 (1) 可 改写 为 
d(m7v) d(Yv) 
Ydrtr F， dr 一 全 
式 (2) 可 改写 为 
d (mYc’) d (Yc) vyE'v 
Ydrt Fv, ”dr 一 C 
改写 后 的 式 (1)、(2) 可 合 写 为 四 维 速度 关于 固有 了 时 的 微分 方程 
m 条 一 还 (3 ) 
7 
今 F=e(E+v xX B)= ela bv)i— ebv,j 


F.v=~=e(E -vx B).v=eE. wv = eav, 
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Fv 


C 


1IF = (YF,7 


) 
=(yela dt bv,), — Yebv,,0,7 一 on) 


ea ea 
一 《一 24 十 epzx，， 一 EOU1，0， ui) 


将 上 述 蛇 代入 式 (3) ,写成 分 量 方程 ， 
du 


ea 
m 一 一 = —w ebu 
dr C 十 2 


[ 是 常量 . 今 uj= Aje”,， (7 二 1,2,4) ,代入 微分 方程 组 ,得 
mAA] 一 ebaA, -一 一 4， 二 0 


ep4， 十 mAA, 一 Q 


一 A 十 mA4, 一 
41、 4 、44 不 全 为 零 , 必 须 其 系数 行列 式 为 零 . 
mA eb 一 季 
C 
ep mA 0 一 0 
— 0 ma 
C 
2 ， 
名 mA mA 十 eb? 一 一 一 0 
解 出 A 一 0， ha = 大 Wo — eb, A 二 一 一 a — cp 


四 维 速度 各 分 量 除 ws 为 常量 外 , 均 是 以 罗 . 如 .为 指数 函数 的 线性 硬 加 ,所 有 分 量 作 为 
固有 时 的 函数 均 有 界 要 求 处、、h 为 虚数 或 零 ,由 此 要 求 ; 

: lal 志 lee| 即 |E| eB 

12. 4. 23 ”考虑 图 12. 32 所 示 的 反应 ,其 中 静止 质量 为 m 和 ms 的 粒子 是 入 射 粒子 ， 
而 静止 质量 为 m; 和 ms 的 粒子 是 出 射 粒 子 , 屎 .ip 是 它们 的 四 维 动量 , 率 的 定义 为 应 = 
| ii 达 | ,下 面 给 出 的 变量 常用 来 描述 这 种 类 型 的 反应 


$ 一 -一 (了 张 ， 十 lp 一 一 (站 ， 一 Wk, )? ,w 一 一 (lk, jp2): 
(Me; 十 如 是 (及 ;十 jp )。 (], 十 jp ) 的 缩写 . 


4 
(1) 证 明 ,;s 十 t 十 二 Dy mee’; 
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(2) 假设 反应 是 弹 性 和 玖 射 ， 并 令 Mm Hm mm, 
在 动量 中 心 参考 系 中 , 令 静止 质量 为 p 的 粒子 的 入 射 和 出 射 的 
三 维 动量 分 别 为 k 和 kk', 尽 可 能 简单 地 用 kk' 将 stu 表示 出 
来 ,说 明 s.i.w 的 物理 意义 |; 
(3) 假定 在 实验 室 参 考 系 中 , (2) 向 中 所 述 静 止 质 量 为 m 
的 粒子 初 态 是 静止 的 ,将 静止 质量 为 4 的 粒子 在 实验 室 参 考 系 
图 12. 32 中 的 初 能 量 、 末 能 量 及 散射 角 用 ;、t、w 表示 出 来 . 
解 〈1) 了 忠 ? lp 均 是 洛 伦 兹 不 变量 ,等 于 在 其 静止 参考 系 


中 的 值 , 即 
MR? = 一 me’, le; =— me’, fp? =— me’, ps =— mc: 
s 十 t 十 二 一 ( 环 ); 十 jp)? 一 ( 太 | 一 你 ,)? 一 (下 ; 一 ip,) 
二 一 永 1 一 lpi 一 2 束 , .如 一下: 一 让 ; 
十 2 丈 ,, 这 , 一 让? 一 jpi 十 2 耻 ，. 她， 
一 一 《应 ? 十 下; 十 jp? 十 好 和 一 2 全 (太一 诊 , 十 她 一 好;) 
二 mic? 十 mic? 十 mic? 十 watcd 一 2 这 ，( 肯 ， 十 lp 一 虫 ; 一 ip,)》 
因为 四 维 动量 在 反应 中 守恒 ， 
这 十 lp， 王 亚 , 十 lp， 


所 以 3 十 上 十 2 一 Dm Cc” 
(2) 静止 质量 为 y 和 mx 的 两 粒子 发 生 弹 性 散射 ， 散射 前 后 四 维 动量 分 别 为 丈 、. 苑 和 
Ik’ ly’. 
在 动量 中 心 参考 系 中 ,在 散射 前 后 三 维 动量 不 仅 守 恒 , 且 系统 动量 均 为 零 ,得 
k++p=ki+p=0 
R= (ki), p=(— k,ivVE + mic) 
让 "= (piv k' 十 spe?) ; Ip” = | 一 天 ,NA 十 mmc? | 
5 一 一 (kk 二 lip)’ =— (dk? + ip: 二 + 2Mk. lp) 
一 一 [hk — (k++ pec)] — [hk: 一 (有 2 + mic?)) 
— 2L— kV pc) CR + me?) 
二 Jc 十 mic? 十 2k* 十 (有 2 十 pec2 (CR + mmc’) 
一 一 ( 晤 一 耿 ) ?= 一 ( 眩 : 十 一 一 2 耿直 ') 
— [&? 有 (k? 十 2c?) ] 四 [ (k’'” 十 pe2c2) ] 
十 2| 。 天 一 和 1/ (k? 十 2c ) (天 全 十 jc) ) 
一 2p2c2 十 2k Kk’ — 2N CR? + piec?) Ck’ + pec’) 
u 一 一 (kip): = (k+lp —2 改 .lp') 
—_ [k? 一 (有 &2 十 pe2c2) | ER 《和 十 mic?) | 
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十 ?| _ 类 一 人 (有 十 pH2cz)(R 十 ies) | 
=pec? + mict 一 2 天 一 2 人 CR 十 Hzc2)( 十 ma2zc2) 
为 了 阐明 s.t 和 的 物理 意义 ,改写 为 
一 (VET + METme)’ = (VR + pe + MR TF mae) 
,是 在 中心 参考 天 中 人 人 有 的 下 子 系统 的 尼 能 的 平方 


=— Kk + (Ve pe — VE TE) 
; 是 在 两 粒子 弹性 散射 时 ,静止 质量 为 y 的 粒子 在 弹性 散射 过 程 中 四 维 动量 的 增 量 的 平 
方 的 负 什 


=— (k++ me MRT) 
“是 静止 质量 不 同 的 两 粒子 在 弹性 散射 前 后 四 维 动量 的 改变 量 的 平方 的 负 值 ， 
其 实 ,从 定义 式 即 能 说 明 tu 这 样 的 物理 意义 ， 
;tw 是 粒子 物理 中 处 理 两 粒子 弹性 碰撞 常用 的 具有 洛 伦 兹 不 变性 的 量 , 称 为 孟 德 斯 
坦 变量 
(3) 两 粒子 发 生 弹 性 散射 ,p 一 0， 
这 = (ki MR: 4 pics) ， lp = (0,imc) 


lk = PAE jc? | 


让 十 好 一 玛 ' 十 起 '， 耿 一 怨 ' 王 耿 ' 一 好 
5 一 一 ( 芒 十 jp)’? = 一 全 :一 jp: 一 2 入 .ip 
= [k: — (k++ pe) — (— mc) — 2mc Mk? + pee? 
一 Ap2c2 十 mic? 一 omE, 


由 四 维 动量 守恒 ， 


一 C+m)e GO—s 
所 Ey = 
。 i 一 一 《及 一 lp)?= 一 (lk’ 一 pp)’ 一 一 素 ” 一 如: 十 2 区， 夯 


~ = [kK 一 (2 十 pc 一 (一 mazc2) 十 2 me Vs + pac) 


一 pc 二 mc 一 2mbE’, 


i ,Ce 2 2 


= 一 ( 逮 一 让)? 一 一 永 : 一 永 十 2 这 让 
一 2p2c2z 十 2 局 一 2 人 /十 pc Nk + pic 


一 2[pic 十 2&R cosl 一 SE,E, 
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Fi = c282 yc, k= 二 WEz ye 


Cc 


cOSZ -a 一 2p2c 十 三 
加 Ct — oc + 2E,FE' 
2 人 (Ei 一 pe) (CE’, 一 pyc) 
将 ,与 ;的 关系 ,E' 与 的 关系 代入 上 式 , 即 得 cos6 与 tx 的 关系 ,经 计算 可 得 
omi2ct 一 411120254 + TO me slp 十 2yc2 — a 


[C+ mc ms — me os + mc — ul om mc — wl 


cose = 


a 
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《物理 学 大 题 典 》 以 先进 的 教育 理念 为 指导 ， 注 重 物 理 .、 注重 学 科 交 又 . 注 章 与 科 
合 ， 富 于 “当代 感 ”， 是 物理 系 师 生 的 必 备 荆 捧 书 
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